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基于标准否定函数的WIC-IVIFOWA算子及其应用
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摘 要: 首先,通过实例探究现存连续区间直觉模糊有序加权平均 (C-IVIFOWA)算子的不足,引入标准否定函数
(standard negation),构造对偶连续区间有序加权平均 (DC-OWA)算子,进而提出改进的连续区间直觉模糊有序加
权平均 (IC-IVIFOWA)算子;然后,针对多个区间直觉模糊评价信息的集结问题,基于 IC-IVIFOWA算子提出改进
的加权连续区间直觉模糊有序加权平均 (WIC-IVIFOWA)算子,证明了算子的相关性质;最后,运用WIC-IVIFOWA
算子提出一种区间直觉模糊多属性决策方法,并通过实例表明所提出方法的有效性.
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WIC-IVIFOWA operator based on standard negatiom and its application
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Abstract: The drawbacks of the existing continuous interval-valued intuitionistic fuzzy ordered weighted average(C-
IVIFOWA) operator are illustrated by an example, and the standard negation is introduced to develop the dual continuous
ordered weighted average(DC-OWA) operator. Then, the improved continuous interval-valued intuitionistic fuzzy ordered
weighted average(IC-IVIFOWA) operator is proposed to overcome the shortages. Based on the IC-IVIFOWA operator, the
improved weighted continuous interval-valued intuitionistic fuzzy ordered weighted average(WIC-IVIFOWA) operator
is defined to the aggregation of multiple interval-valued intuitionistic fuzzy numbers. Some desirable properties of this
operator are proofed. An interval-valued intuitionistic fuzzy multiple attribute decision making approach is proposed
by using the WIC-IVIFOWA operator, and a practical example is given to illustrate the effectiveness of the proposed
approach.
Keywords: IVIFN；standard negation；IC-IVIFOWA operator；WIC-IVIFOWA operator；group decision making

0 引 言

Zadeh[1]于 1965年提出了模糊集理论以解决不
确定性问题,该理论已被成功应用于多个领域.模糊
集的局限在于其只考虑了研究对象的隶属度信息.
对此, Atanassov[2]基于模糊集提出了同时考虑隶属

度和非隶属度信息的直觉模糊集.在实际决策问题
中,决策专家因时间限制、信息缺乏等因素而无法提
供精确的隶属度和非隶属度信息. Atanassov等[3]提

出的区间直觉模糊集引入了区间值的概念,对直觉模
糊集进行了拓展,其隶属度和非隶属度为单位区间的
闭子区间,使其有效地提升了解决实际决策问题的能

力,因而备受学者关注[4-14].
在属性值为区间直觉模糊数的群决策问题中,为

了获取最优方案,区间直觉模糊集的运算和算子尤
为重要. Atanassov[4]定义了区间直觉模糊集的基本

运算.徐泽水[5]提出了区间直觉模糊加权平均算子

和区间直觉模糊加权几何算子.徐泽水等[6]研究了

区间直觉模糊有序加权平均算子和区间直觉模糊组

合算子,并提出了基于区间直觉模糊组合算子的多属
性决策方法. Wei等[11]研究了区间直觉模糊组合有

序加权几何平均算子. Wang等[12]基于Einstein T-模
和S-模构造了区间直觉模糊Einstein集结算子. Wang
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等[13]基于阿基米德T-模和S-模提出了广义的区间直
觉模糊集结算子.
事实上,上述算子作为直觉模糊集结算子[15-17]

的直接拓展,在集结过程中着重考虑了区间内的极
大值和极小值,进而弱化了区间内其他值的作用.对
此, Zhou等[14]引入连续区间有序加权平均 (C-OWA)
算子[15],提出了考虑态度特征的连续区间直觉模糊
有序加权平均 (C-IVIFOWA)算子.为了有效地集结
权重异化的区间直觉模糊数组,基于C-IVIFOWA算
子和直觉模糊加权平均 (IFWA)算子[16], Zhou等[14]

构造了加权连续区间直觉模糊有序加权平均 (WC-
IVIFOWA)算子,并在案例中分析了态度特征 λ的

不同取值对集结结果的影响.然而,实例研究发现,
C-IVIFOWA算子在集结区间直觉模糊数 α̃ = ([µ−

α̃ ,

µ+
α̃ ], [v

−
α̃ , v

+
α̃ ])时存在两点不足:其一,不同的区间直

觉模糊数对应的C-IVIFOWA算子关于 λ的单调性

不一致;其二,集结后的值无法取得包含在 α̃区域内

的最大直觉模糊数 (µ+
α̃ , v

−
α̃ )和最小直觉模糊数 (µ−

α̃ ,

v+α̃ ).以上不足使得WC-IVIFOWA算子关于λ并不单

调,故有必要对其作出改进.
标准否定函数 (standard negation)[17]与直觉模糊

集存在密切关联. Beliakov等[18]指出直觉模糊数α =

(µ, v)的约束条件可以表示成µ ⩽N(v),其中N为标

准否定函数. Xia等[19]用关于N对偶的T-模和 S-模
定义了直觉模糊数的运算法则,并研究了一系列的直
觉模糊集结算子. Beliakov等[20]基于标准否定函数

提出了直觉模糊加权拟算术平均算子.鉴于此,本文
首先引入标准否定函数,提出改进的C-IVIFOWA(IC-
IVIFOWA)算子,证明其基本性质,并通过实例对比分
析 IC-IVIFOWA算子与C-IVIFOWA算子;然后,基于
IC-IVIFOWA算子和 IFWA算子提出WIC-IVIFOWA
算子,证明算子的幂等性、有界性、单调性以及关于
态度特征的单调性,并提出基于WIC-IVIFOWA算子
的区间直觉模糊环境下的多属性群决策方法;最后,
通过高校引进海外人才的案例分析表明该方法的可

行性,并探究不同的参数λ对决策结果的影响.

1 亴备知䇶

1.1 直觉模糊集与算子

下面给出直觉模糊集的相关定义.
定义1 [1] 设X = {x1, x2, · · · , xn}为给定的集

合,则X上的直觉模糊集A定义如下:

A = {⟨xi, µA(xi), vA(xi)⟩|xi ∈ X}, (1)

其中µA(xi)和vA(xi)分别表示元素xi属于集合A的

隶属度和非隶属度.二元组 (µA(xi), vA(xi))被称为

直觉模糊数 (IFN),为了方便,直觉模糊数被简记为
αi = (µαi

, vαi
).其中:µαi

∈ [0, 1], vαi
∈ [0, 1],µαi

+

vαi
⩽ 1.
定义2 [21] 设α1 = (µα1

, vα1
),α2 = (µα2

, vα2
),

α = (µα, vα)为3个直觉模糊数,其基本运算如下:
1)α1 ⊕ α2 = (µα1

+ µα2
− µα1

µα2
, vα1

vα2
);

2) kα = (1− (1− µα)
k
, vkα).

定义 3 [21] 设α = (µα, vα)为直觉模糊数,称
s(α) = µα − vα和h(α) = µα + vα分别为α的记

分函数和精确度函数.
为了比较两个直觉模糊数 α1 = (µα1

, vα1
),α2 =

(µα2
, vα2

), Xu等[21]提出了以下对比方法:
1)若s(α1) > s(α2),则α1 > α2.
2)若 s(α1) = s(α2),则有:
i)当h(α1) > h(α2)时,α1 > α2;
ii)当h(α1) = h(α2)时,α1 = α2.
为了集结直觉模糊数组,文献 [16]基于直觉模糊

数的运算规则提出了直觉模糊加权平均 (IFWA)算
子,其定义如下.
定义4 [16] 设αi = (µαi

, vαi
)(i = 1, 2, · · · , n)

为一组直觉模糊数.直觉模糊加权平均 (IFWA)算子
为映射IFWA : Ln → L,满足

IFWA(α1, α2, · · · , αn) =
n⊕

i=1

(ωiαi) =(
1−

n∏
i=1

(1− µi)
ωi ,

n∏
j=1

(vi)
ωi

)
, (2)

ω = (ω1, ω2, · · · , ωn)
T
为权重向量,且

n∑
j=1

ωi = 1,ωi

∈ [0, 1].
Xu[16]进一步研究了 IFWA算子的幂等性、单调

性、有界性等相关性质.

1.2 区间直觉模糊集

Atanassov等[3]将区间值的概念拓展到直觉模糊

集中,提出了区间直觉模糊集.
定义5 [3] 设X = {x1, x2, · · · , xn}为给定的集

合,则X上的区间直觉模糊集Ã定义为

Ã = {⟨xi, µ̃Ã(xi), ṽÃ(xi)⟩|xi ∈ X}, (3)

其中 µ̃Ã(xi) ⊂ [0, 1]和 ṽÃ(xi) ⊂ [0, 1]分别表示隶属

度区间和非隶属度区间,且对于任意的xi ∈ X满足

sup µ̃Ã(xi) + sup ṽÃ(xi) ⩽ 1.
为了方便,令 µ̃Ã(xi) = [µ̃−

Ã
(xi), µ̃

+

Ã
(xi)], ṽÃ(xi)

= [ṽ−
Ã
(xi), ṽ

+

Ã
(xi)]. (µ̃Ã(xi), ṽÃ(xi))被称为区间直觉

模糊数 (IVIFN),任意的 IVIFN被简记为 α̃ = (µ̃α̃, ṽα̃)

= ([µ̃−
α , µ̃

+
α ], [ṽ

−
α , ṽ

+
α ]).其中: 0 ⩽ µ̃−

α ⩽ µ̃+
α ⩽ 1, 0 ⩽

ṽ−α ⩽ ṽ+α ⩽ 1, µ̃+
α + ṽ+α ⩽ 1.
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1.3 标准否定函数与直觉模糊集之间的关系

首先回顾否定函数与集结函数的相关定义.
定义6 [17] η(x)为否定函数,若η : [0, 1] → [0, 1]

满足以下条件:
(C1) η : [0, 1] → [0, 1]是连续的;
(C2) η(0) = 1, η(1) = 0;
(C3)对于任意的x > y, η(x) < η(y);
(C4) η(η(x)) = x.
当否定函数η(x) = 1 − x时, η被称为标准否定

函数 (standard negation).为了方便,记标准否定函数
为N .
集结算子是多属性决策问题中信息集结过程的

重要工具,其定义如下.
定义7 [17] 设η为给定的否定函数, (x1, x2, · · · ,

xn) ∈ [0, 1]n, (y1, y2, · · · , yn) ∈ [0, 1]n为任意的n维

数组.
1)集结算子f为映射f : [0, 1]

n → [0, 1],且满足:
i) f(0, 0, · · · , 0) = 0, f(1, 1, · · · , 1) = 1; ii)若xi ⩽
yi(i = 1, 2, · · · , n),则有 f(x1, x2, · · · , xn) ⩽ f(y1,

y2, · · · , yn).
2) f 的对偶集结算子为

fd(x1, x2, · · · , xn) =

η(f(η(x1), η(x2), · · · , η(xn))),

其中(x1, x2, · · · , xn) ∈ [0, 1]
n.

下面将从两方面探究标准否定函数与直觉模糊

集之间联系.
1)对于任意的 (x1, x2, · · · , xn) ∈ [0, 1]

n,设集结
函数

f(x1, x2, · · · , xn) = 1−
n∏

i=1

(1− xi)
wi ,

若否定函数η为标准否定函数N ,则根据定义7,易得

fd(x1, x2, · · · , xn) =

n∏
i=1

(xi)
wi .

进而,根据定义4可得直觉模糊加权平均(IFWA)算子
的替换形式为

IFWA(α1, α2, · · · , αn) =

(f(µ1, µ2, · · · , µn), fd(v1, v2, · · · , vn)). (4)

式 (4)表明, 隶属度组 (µ1, µ2, · · · , µn)对应的集结算

子 f与非隶属度组 (v1, v2, · · · , vn)对应的集结算子
fd关于标准否定函数N 对偶.

2)对于任意的直觉模糊数α = (µ, v),根据定义
1,α的约束条件为µ + v ⩽ 1. Beliakov等[18]基于标

准否定函数N提出了上述约束条件的等价形式µ ⩽

N(v)或v ⩽ N(µ).
上述分析为第2节中构造集结算子奠定了基础.

1.4 C-OWA算子

Yager[15]根据区间数的特点对有序加权平均

(OWA)算子进行了拓展, 提出了连续区间有序加权
平均(C-OWA)算子.
首先回顾OWA算子的相关内容.
定义8 [22] OWA算子为映射F : Rn → R,满足

F (a1, a2, · · · , an) =
n∑

j=1

wjbj . (5)

其中: bj为(a1, a2, · · · , an)中第j大的元素,w = (w1,

w2, · · · , wn)
T为关联权向量,且

n∑
j=1

wj = 1,wj ∈ [0,

1].
定义 9 [22] OWA算子的态度特征 (attitudinal-

character)定义如下:

A-C(w) =
n∑

j=1

wj((n− j)/(n− 1)), (6)

其中w = (w1, w2, · · · , wn)
T
为关联权向量.

Yager[22]提出OWA算子的权重可以由单位区间
单调 (BUM)函数Q : [0, 1] → [0, 1]获得.函数Q具有

以下性质: 1)Q(0) = 0; 2)Q(1) = 1; 3)若x > y,则
Q(x) > Q(y).权重的获取方式如下:

wj = Q(j/n )−Q((j − 1)/n ). (7)

为了深入研究BUM函数Q在OWA算子中的作
用, Yager[15]定义了Q的态度特征.

定义10 [15] Q为BUM函数,其态度特征为

A-C(Q) =
w 1

0
Q(y)dy, A-C(Q) ∈ [0, 1]. (8)

为了方便,记A-C(Q)为λ.
定理1 [15] 设A-C(Q)为BUM函数的态度特征,

则

A-C(Q) = 1−
w 1

0
y(dQ(y)/y)dy. (9)

下面给出连续区间有序加权平均算子的定义.
定义11 [15] C-OWA算子为映射FQ : V → R+,

满足

FQ([a, b]) =
w 1

0

dQ(y)

dy (b− y(b− a))dy. (10)

其中: [a, b] ∈ V ,V 为所有非负区间组成的集合;Q为
单位区间单调(BUM)函数.
文献[15]提供了C-OWA算子的具体由来.
根据定义8,当OWA算子的权重由wi = Q(i/n)

−Q((i− 1)/n)确定时,有

FQ(d1, d2, · · · , dn) =
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n∑
i=1

(Q(i/n )−Q((i− 1)/n ))dindex(i), (11)

其中dindex(i)为(d1, d2, · · · , dn)中第 i大的元素.下面
利用无穷逼近的方法将离散情况拓展到连续区间

[a, b] 上.令 δ = (b− a)/n, dindex(i) = b − iδ.于是,
当i = 0时, dindex(0) = b;当i = n时, dindex(n) = a;易
得dindex(i) ⩾ dindex(i+1).对FQ([a, b])进行无穷逼近,
进而有

FQ([a, b]) ≈ FQ(d1, d2, · · · , dn) =
n∑

i=1

(
Q
( i

n

)
−Q

( i− 1

n

))
(b− iδ). (12)

令∆y = 1/n,又δ = (b− a)/n,则有

FQ([a, b]) ≈
n∑

i=1

(Q(i∆y)−Q((i− 1)∆y))(b− i∆y(b− a)).

(13)

记 y = i∆y,则 y ∈ [0, 1].对式 (13)两边取极限,当
n → ∞,则有

FQ([a, b]) =
w 1

0

dQ(y)

dy (b− y(b− a))dy. (14)

C-OWA算子的理论解释为本文在第2.2节中构
造的对偶连续区间有序加权平均 (DC-OWA)算子提
供了理论依据.
下面给出C-OWA算子的基本性质.
定理2 (单调性) [15] 设a1 ⩾ a2, b1 ⩾ b2,对于任

意的BUM函数Q,有

FQ([a1, b1]) ⩾ FQ([a2, b2]). (15)

定义12 [15] 设Q1,Q2为两个BUM函数,且对于
任意的y ∈ [0, 1],满足Q1(y) ⩾ Q2(y),则记Q1 ⩾ Q2.
定理3 (关于Q的单调性) [15] 若Q1 ⩾ Q2,则

FQ1
([a, b]) ⩾ FQ2

([a, b]). (16)

定理 4 (有界性) [15] 对于任意的BUM函数Q,
有

a ⩽ FQ([a, b]) ⩽ b. (17)

定理5 (单调性) [15] 若BUM函数Q的态度特征

为λ,则

FQ([a, b]) = λb+ (1− λ)a. (18)

对于任意的BUM函数Q,λ ∈ [0, 1],根据定理5,
易知FQ([a, b])是关于λ递增的,且: 1)当λ = 0时,
FQ([a, b]) = a; 2)当λ = 0.5时,FQ([a, b]) = (a +

b)/2; 3)当λ = 1时,FQ([a, b]) = b.因此,决策者可以
根据BUM函数的具体形式决定态度特征λ的值.龚
艳冰等[23]将λ作为决策者的风险偏好.在本文中,将

利用λ表征决策者的态度:当0 ⩽ λ < 0.5时,决策者
持乐观态度;当0.5 < λ ⩽ 1时,决策者持悲观态度;当
λ = 0.5时,决策者持中间态度. C-OWA算子的特点
在于融合了决策者的态度特征,对区间内的每一个数
据进行集结,进而获取含参数(态度特征λ)的集结值.

1.5 C-IVIFOWA算子与WC-IVIFOWA算子

在集结区间直觉模糊数的过程中,为了考虑区
间内的所有数据, Zhou等[14]将C-OWA算子拓展到
区间直觉模糊数中,提出了直觉模糊有序加权平均
(C-IVIFOWA)算子.为了集结多个区间直觉模糊数,
Zhou等进一步构造了加权连续区间直觉模糊有序加
权平均(WC-IVIFOWA)算子.

C-IVIFOWA算子可以将单个区间直觉模糊数转
换成直觉模糊数,其定义如下.
定义13 [14] 连续区间直觉模糊有序加权平均

(C-IVIFOWA)算子为映射gQ : M → L,满足

gQ(α̃) = (µgQ(α̃), vgQ(α̃)) =

(FQ([µ̃
−
α , µ̃

+
α ]), FQ([ṽ

−
α , ṽ

+
α ])). (19)

其中: α̃ = (µ̃α̃, ṽα̃) = ([µ̃−
α , µ̃

+
α ], [ṽ

−
α , ṽ

+
α ]),FQ为C-

OWA算子, Q为BUM函数.
定理6 [14] 若λ为BUM函数Q的态度特征,则

gQ(α̃) = (λµ̃+
α + (1− λ)µ̃−

α , λṽ
+
α + (1− λ)ṽ−α ).

(20)

定理7 (有界性) [14] 设 α̃ = ([µ̃−
α , µ̃

+
α ], [ṽ

−
α , ṽ

+
α ])

为区间直觉模糊数,λ为BUM函数Q的态度特征, gQ
为C-IVIFOWA算子,则

(µ̃−
α , ṽ

+
α ) ⩽ gQ(α̃) ⩽ (µ̃+

α , ṽ
−
α ). (21)

定理 8 [14] 设 α̃ = ([µ̃−
α , µ̃

+
α ], [ṽ

−
α , ṽ

+
α ])为区间

直觉模糊数,Q为BUM函数, gQ为C-IVIFOWA算子,
Q1 ⩾ Q2.

1)若 µ̃+
α − µ̃−

α ⩾ ṽ+α − ṽ−α ,则gQ1
(α̃) ⩾ gQ2

(α̃);
2)若 µ̃+

α − µ̃−
α ⩽ ṽ+α − ṽ−α ,则gQ1

(α̃) ⩽ gQ2
(α̃).

定义14 [14] 设 α̃i = (µ̃α̃i
, ṽα̃i

)(i = 1, 2, · · · , n)
为一组区间直觉模糊数,加权连续区间直觉模糊有序
加权(WC-IVIFOWA)算子为映射h : Mn → L,满足

hQ(α̃1, α̃2, · · · , α̃n) =
n⊕

i=1

(ωigQ(α̃i)) =

(
1−

n∏
i=1

(1− FQ(µ̃α̃i
))

ωi ,

n∏
i=1

(FQ(ṽα̃i
))

ωi

)
. (22)

其中:ω = (ω1, ω2, · · · , ωn)
T
为 α̃i(i = 1, 2, · · · , n)的

权重向量,GQ为C-IVIFOWA算子.
WC-IVIFOWA算子虽然结合了C-OWA算子和

IFWA算子, 但算子中的态度特征λ并不能合理表征

决策者的态度,具体原因将在下一节中详细给出.
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2 IC-IVIFOWA与WIC-IVIFOWA算子
本节将提出改进的连续区间直觉模糊有序加权

平均 (IC-IVIFOWA)算子,该算子由C-OWA算子和新
构造的对偶连续区间有序加权平均 (DC-OWA)算子
组成.其中: C-OWA算子用于集结隶属度区间, DC-
OWA算子用于集结非隶属度区间. IC-IVIFOWA算
子可以有效弥补C-IVIFOWA算子的不足,合理表征
决策者的态度.为了集结多个区间直觉模糊信息,本
文将基于 IC-IVIFOWA算子提出加权改进直觉模糊
有序加权平均(WIC-IVIFOWA)算子.

2.1 C-IVIFOWA算子的不足

下面通过实例探究连续区间直觉模糊有序加权

平均(C-IVIFOWA)算子的不足.
例1 设区间直觉模糊数 α̃ = ([0.10, 0.30], [0.20,

0.50]), β̃ = ([0.10, 0.30], [0.20, 0.30]).设BUM函数
Q1(x) = 0,Q2(x) = x,Q3(x) = 1,λi为Qi(i = 1, 2,

3)的态度特征.
根据定义10和定义12,易得λ1 = 0,λ2 = 0.5,

λ3 = 1,Q1 ⩽ Q2 ⩽ Q3.对于任意的BUM函数Q,其
态度特征λ ∈ [0, 1].根据定理6,有

gQ(α̃) = (0.2λ+ 0.1, 0.3λ+ 0.2),

gQ(β̃) = (0.2λ+ 0.1, 0.1λ+ 0.2). (23)

当Q = Qi时,λ = λi(i = 1, 2, 3),由式 (23)可以获取
gQi

(α̃)、gQi
(β̃)的值,详情见表1.由于gQ(α̃)、gQ(β̃)

为直觉模糊数,由定义3可得

s(gQ(α̃)) = −0.1λ− 0.1,

s(gQ(β̃)) = 0.1λ− 0.1.

因此,当λ ∈ [0, 1]时, gQ(α̃)关于λ递减, gQ(β̃)关于λ

递增,如表1所述.

表 1 C-IVIFOWA算子与λ的关系

gQ(α̃) s(gQ(α̃)) gQ(β̃) s(gQ(β̃))

Q = Q1 (0.10, 0.20) −0.10 (0.10, 0.20) −0.10
Q = Q2 (0.20, 0.35) −0.15 (0.20, 0.25) −0.05
Q = Q3 (0.30, 0.50) −0.20 (0.30, 0.30) 0.00

增减性 关于λ递减 关于λ递增

下面结合表 1对C-IVIFOWA算子进行分析.根
据定理7,有

(µ̃−
α̃ , ṽ

+
α̃ ) ⩽ gQ(α̃) ⩽ (µ̃+

α̃ , ṽ
−
α̃ ),

(µ̃−
β̃
, ṽ+α̃ ) ⩽ gQ(β̃) ⩽ (µ̃+

β̃
, ṽ−

β̃
).

而由表1可得

(0.30, 0.50) ⩽ gQ(α̃) ⩽ (0.10, 0.20),

(0.10, 0.20) ⩽ gQ(β̃) ⩽ (0.30, 0.30).

事实上,根据直觉模糊数的对比方法易知

(µ̃−
α̃ , ṽ

+
α̃ ) = (0.10, 0.50) < (0.30, 0.50),

(µ̃+
α̃ , ṽ

−
α̃ ) = (0.30, 0.20) > (0.10, 0.20),

(µ̃−
β̃
, ṽ+α̃ ) = (0.10, 0.30) < (0.10, 0.20),

(µ̃+

β̃
, ṽ−

β̃
) = (0.30, 0.20) > (0.30, 0.30).

因此,定理7中的有界不等式(21)并不合理.
综上分析, C-IVIFOWA算子存在以下不足:
1)对于任意的λ ∈ [0, 1], gQ(α̃)、gQ(β̃)关于λ的

单调性不一定相同(增减性不同),因此,态度特征λ无

法合理表征决策者的态度;
2)定理7中的有界不等式(21)并不合理.
下面探讨C-IVIFOWA算子存在不足的原因.
对于任意BUM函数Q,其态度特征λ ∈ [0, 1],设

区间直觉模糊数 α̃ = ([µ̃−
α , µ̃

+
α ], [ṽ

−
α , ṽ

+
α ]),根据定义3

和定理6,有

s(gQ(α̃)) = µgQ(α̃) − vgQ(α̃) =

λ(µ̃+
α̃ − ṽ+α̃ ) + (1− λ)(µ̃−

α̃ − ṽ−α̃ ).

对记分函数求导,可得

∂s/∂λ = (µ̃+
α̃ − µ̃−

α̃ )− (ṽ+α̃ − ṽ−α̃ ).

易知:当 (µ̃+
α̃ − µ̃−

α̃ ) > (ṽ+α̃ − ṽ−α̃ )时, s(gQ(α̃))关于λ

递增;反之, s(gQ(α̃))关于λ递减.因此, gQ(α̃)不一定
关于λ 单调递增,原因在于集结隶属度区间 µ̃α̃和非

隶属度区间 ṽα̃的算子皆为C-OWA算子,即

µgQ(α̃) = FQ(µ̃α̃) = λµ̃+
α̃ + (1− λ)µ̃−

α̃ ,

vgQ(α̃) = FQ(ṽα̃) = λṽ+α̃ + (1− λ)ṽ−α̃ .

显然,µgQ(α̃) 和 vgQ(α̃) 都关于 λ递增;而记分函数
s(gQ(α̃))关于µgQ(α̃)递增,关于vgQ(α̃)递减.
基于上述分析, C-OWA算子虽适用于隶属度区

间的集结,但并不适用于非隶属度区间的集结.因此,
研究能够合理集结非隶属度区间的算子是非常必要

的.

2.2 DC-OWA算子

基于对偶集结算子和连续区间有序加权平均

(C-OWA)算子,本文将构造对偶连续区间有序加权
平均 (DC-OWA)算子,并利用该算子集结非隶属度区
间.
下面给出DC-OWA算子的定义.
定义15 设 [a, b]为 [0, 1]的闭子区间,FQ([a, b])

为 [a, b]的C-OWA算子,FQ([a, b])的对偶 (DC-OWA)
算子为映射FN

Q : [0, 1] → R+,且满足

F d
Q([a, b]) =
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N
( w 1

0

dQ(y)

dy (N(a)− y(N(a)−N(b)))dy
)
. (24)

定义7中对偶集结算子的输入变量为离散数组,
定义5给出的对偶集结算子的输入变量为闭子区间,
而一定条件下的有序离散数组通过无穷逼近的方

法可以获得闭子区间.类似于连续区间有序加权平
均 (C-OWA)算子,下面将基于对偶集结算子给出DC-
OWA算子的具体由来.

令δ = (b− a)/n, di = b−iδ,易得b = d0 ⩾ · · · ⩾
di ⩾ di+1 ⩾ · · · ⩾ dn = a.当n → ∞时,离散数组
(d1, d2, · · · , dn)近似于区间 [a, b],因此有

F d
Q([a, b]) ≈ F d

Q(d1, d2, · · · , dn).

根据对偶算子的定义(定义7),有

F d
Q(d1, d2, · · · , dn) =

N(FQ(N(d1), N(d2), · · · , N(dn))).

进而

F d
Q([a, b]) ≈ N(FQ(N(d1), N(d2), · · · , N(dn))).

令ci = N(dn−i),则有

N(a) = c0 ⩾ · · · ⩾ ci ⩾ ci+1 ⩾ · · · ⩾ cn = N(b),

F d
Q([a, b]) ≈ N(FQ(c1, c2, · · · , cn)) =

N
( n∑

i=1

(Q(i/n )−Q((i− 1)/n ))ci

)
.

令δ
′
= (N(a)−N(b))/n ,根据δ = (b− a)/n, di =

b− iδ,有

ci = N(dn−i) = 1− a− i
b− a

n
=

N(a)− i
(N(a)−N(b))

n
= N(a)− iδ

′
.

进一步,可得

F d
Q([a, b]) ≈

N
( n∑

i=1

(
Q
( i

n

)
−Q

( i− 1

n

))
(N(a)− iδ

′
)
)
.

令∆y = 1/n ,且δ
′
= (N(a)−N(b))/n ,则有

F d
Q([a, b]) ≈

N
( n∑

i=1

(Q(i∆y)−Q((i− 1)∆y))×

(N(a)− i∆y(N(a)−N(b)))
)
. (25)

记 y = i∆y,则 y ∈ [0, 1].对式 (25)两边取极限,当
n → ∞时,有

F d
Q([a, b]) =

N
( w 1

0

dQ(y)

dy (N(a)− y(N(a)−N(b)))dy
)
. (26)

在接下来的内容中特将F d
Q记为FN

Q .
下面定理将给出C-OWA算子与DC-OWA算子

之间的关系.
定理 9 设 [a, b]为 [0, 1]的闭子区间,FQ([a, b])

为 [a, b]的C-OWA算子,FN
Q 为DC-OWA算子,则有

FN
Q ([a, b]) = N(FQ([N(b), N(a)])),

FQ([a, b]) = N(FN
Q ([N(b), N(a)])). (27)

证明 根据定义11,有

FQ([N(b), N(a)]) =
w 1

0

dQ(y)

dy (N(a)− y(N(a)−N(b)))dy.

由定义15,易知

FN
Q ([a, b]) = N(FQ([N(b), N(a)])).

类似可证

FQ([a, b]) = N(FN
Q ([N(b), N(a)])).

类似于C-OWA算子, DC-OWA算子与态度特征
λ之间的关系如下述定理所述.

定理10 若λ为BUM函数Q的态度特征,则

FN
Q ([a, b]) = λa+ (1− λ)b. (28)

证明 根据定理5和定理9,得

FN
Q ([a, b]) = N(FQ([N(b), N(a)])) =

1− ((1− λ)(1− b) + λ(1− a)) =

λa+ (1− λ)b.

下面给出DC-OWA算子的相关性质.
定理11 (单调性) 设a1 ⩾ a2, b1 ⩾ b2,对于任意

的BUM函数Q ,有

FN
Q ([a1, b1]) ⩾ FN

Q ([a2, b2]). (29)

证明 根据定理10,得

FN
Q ([a1, b1])− FN

Q ([a2, b2]) =

λ(a1 − a2) + (1− λ)(b1 − b2) ⩾ 0.

定理12 (关于Q的单调性) 若Q1 ⩾ Q2,则

FN
Q1

([a, b]) ⩽ FN
Q2

([a, b]). (30)

证明 设λ1和λ2分别为Q1和Q2的态度特征系

数,根据定理9,有

FN
Q1

([a, b])− FN
Q2

([a, b]) =

(λ1 − λ2)a− (λ1 − λ2)b ⩽ 0.

定理13 (有界性) 对于任意的BUM函数Q,有

a ⩽ FN
Q ([a, b]) ⩽ b. (31)

证明 根据定理10,FN
Q ([a, b])可以表示成关于

λ的函数
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f(λ) = λa+ (1− λ)b.

显然, f(λ)关于λ单调递减,则有

f(1) ⩽ f(λ) ⩽ f(0), a ⩽ FN
Q ([a, b]) b.

定理 11∼定理 13表明,对偶C-OWA算子 (DC-
OWA)满足集结算子的基本性质,由定理12易知, DC-
OWA算子关于态度特征λ递减.下面将基于C-OWA
算子和DC-OWA算子构造改进的C-IVIFOWA算子,
并表明DC-OWA算子适用于非隶属度区间的集结.
注1 在下面内容中,记FQ为C-OWA算子,FN

Q

为DC-OWA,Q为BUM函数,λ为Q的态度特征.

2.3 IC-IVIFOWA算子

为了克服C-IVIFOWA算子的不足,下面将构造
改进连续区间直觉模糊有序加权平均 (C-IVIFOWA)
算子,其定义如下.
定义16 改进的连续区间直觉模糊有序加权平

均(IC-IVIFOWA)算子为映射GQ : M → L,满足

GQ(α̃) = (µGQ(α̃), vGQ(α̃)) =

(FQ([µ̃
−
α , µ̃

+
α ]), F

N
Q ([ṽ−α , ṽ

+
α ])), (32)

其中 α̃ = (µ̃α̃, ṽα̃) = ([µ̃−
α , µ̃

+
α ], [ṽ

−
α , ṽ

+
α ]).

由定义16可知, IC-IVIFOWA算子结合了连续区
间有序加权平均 (C-OWA)算子和对偶连续区间有序
加权平均 (DC-OWA)算子.其中: C-OWA算子用于集
结隶属度区间, DC-OWA算子用于集结非隶属度区
间.由定义13易知, C-IVIFOWA算子与 IC-IVIFOWA
算子的主要区别在于非隶属度区间的集结.
下述定理将给出 IC-IVIFOWA算子与λ之间的

关系.
定理14 设 α̃为区间直觉模糊数,GQ(α̃)为DC-

IVIFOWA算子,则有

GQ(α̃) = (λµ̃+
α + (1− λ)µ̃−

α , (1− λ)ṽ+α + λṽ−α ),

(33)

且GQ(α̃)为直觉模糊数,GQ为C-IVIFOWA算子.
证明 1)根据定理5和定理10,得

FQ([µ̃
−
α , µ̃

+
α ]) = λµ̃+

α + (1− λ)µ̃−
α ,

FN
Q ([ṽ−α , ṽ

+
α ]) = (1− λ)ṽ+α + λṽ−α .

因此

GQ(α̃) = (λµ̃+
α + (1− λ)µ̃−

α , (1− λ)ṽ+α + λṽ−α ).

2)根据1)可得

λµ̃+
α + (1− λ)µ̃−

α + (1− λ)ṽ+α + λṽ−α ⩽

λµ̃+
α + (1− λ)µ̃+

α + (1− λ)ṽ+α + λṽ+α =

µ̃+
α + ṽ+α ⩽ 1.

根据定理14,易得如下推论.
推论1 对于任意λ ∈ [0, 1],GQ(α̃)关于λ单调

递增.
证明 根据定义3和定理14,有

s(GQ(α̃)) = λ(µ̃+
α̃ + ṽ+α̃ − µ̃−

α̃ − ṽ−α̃ ) + µ̃−
α̃ − ṽ+α̃ ,

则对于任意的λ ∈ [0, 1], s(GQ(α̃)关于λ递增.根据
直觉模糊数的对比方法,GQ(α̃)关于λ单调递增. 2
定理15 (关于Q的单调性) 若Q1 ⩾ Q2,则

GQ1
(α̃) ⩾ GQ2

(α̃). (34)

证明 根据定义16,有

GQ1
(α̃) = (FQ1

([µ̃−
α , µ̃

+
α ]), F

N
Q1

([ṽ−α , ṽ
+
α ])),

GQ2
(α̃) = (FQ2

([µ̃−
α , µ̃

+
α ]), F

N
Q2

([ṽ−α , ṽ
+
α ])).

若Q1 ⩾ Q2,根据定理3和定理12,则有

FQ1
([µ̃−

α , µ̃
+
α ]) ⩾ FQ2

([µ̃−
α , µ̃

+
α ]),

FN
Q1

([ṽ−α , ṽ
+
α ]) ⩽ FN

Q2
([ṽ−α , ṽ

+
α ]).

由定义3易得GQ1
(α̃) ⩾ GQ2

(α̃). 2
定理 16 (单调性) 设 α̃和 β̃为两个区间直觉

模糊数, α̃ = ([µ̃−
α , µ̃

+
α ], [ṽ

−
α , ṽ

+
α ]), β̃ = ([µ̃−

β , µ̃
+
β ],

[ṽ−β , ṽ
+
β ]).若 µ̃−

α ⩾ µ̃−
β , µ̃+

α ⩾ µ̃+
β , ṽ−α ⩽ ṽ−β , ṽ+α ⩽ ṽ+β ,

则

GQ(α̃) ⩾ GQ(β̃). (35)

证明 根据定义16,得

GQ(α̃) = (FQ([µ̃
−
α , µ̃

+
α ]), F

N
Q ([ṽ−α , ṽ

+
α ])),

GQ(β̃) = (FQ([µ̃
−
β , µ̃

+
β ]), F

N
Q ([ṽ−β , ṽ

+
β ])).

若 µ̃−
α ⩾ µ̃−

β , µ̃+
α ⩾ µ̃+

β , ṽ−α ⩽ ṽ−β , ṽ+α ⩽ ṽ+β ,根据定理2
和定理11,则有

FQ([µ̃
−
α , µ̃

+
α ]) ⩾ FQ([µ̃

−
β , µ̃

+
β ]),

FN
Q ([ṽ−α , ṽ

+
α ]) ⩽ FN

Q ([ṽ−β , ṽ
+
β ]).

由定义3知,GQ(α̃) ⩾ GQ(β̃). 2
定理17 (有界性) 设 α̃ = ([µ̃−

α , µ̃
+
α ], [ṽ

−
α , ṽ

+
α ])为

区间直觉模糊数,λ为BUM 函数Q的态度特征,GQ

为DC-IVIFOWA算子,则有

(µ̃−
α , ṽ

+
α ) ⩽ GQ(α̃) ⩽ (µ̃+

α , ṽ
−
α ). (36)

证明 根据推论1,GQ(α̃)关于λ单调递增.由定
理14易得:若λ = 0,则GQ(α̃) = (µ̃−

α , ṽ
+
α );若λ = 1,

则GQ(α̃) = (µ̃+
α , ṽ

−
α ).因此 (µ̃−

α , ṽ
+
α ) ⩽ GQ(α̃) ⩽

(µ̃+
α , ṽ

−
α ). 2
在第 2.1节中的算例分析 (例 1)中, C-IVIFOWA

算子存在两点不足: 1)定理7中的有界不等式 (21)并
不合理; 2)对于任意的直觉模糊数, 算子不一定关于
态度特征λ单调递增.而根据推论 1和定理 17,新构
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造的 IC-IVIFOWA算子显然克服了C-IVIFOWA算子
的两点不足,同时表明了DC-OWA适用于对非隶属
度区间的集结.

2.4 WIC-IVIFOWA算子

为了集结多个区间直觉模糊评价信息,本文基
于改进的连续区间有序加权平均 (IC-IVIFOWA)算
子提出加权改进的连续区间有序加权平均 (WC-
IVIFOWA)算子.
下面给出WIC-IVIFOWA算子的定义.
定义17 设 α̃i = ([µ̃−

αi
, µ̃+

αi
], [ṽ−αi

, ṽ+αi
])为一组

区间直觉模糊数,其中 i = 1, 2, · · · , n.加权连续区
间直觉模糊有序加权 (WC-IVIFOWA)算子为映射
WGQ : Mn → L,满足

WGQ(α̃1, α̃2, · · · , α̃n) =
n⊕

i=1

(ωiGQ(α̃i)). (37)

其中:ω = (ω1, ω2, · · · , ωn)
T
为权重向量,GQ为C-

IVIFOWA算子.
下述定理表明, WC-IVIFOWA算子融合了 IC-

IVIFOWA算子和直觉加权平均(IFWA)算子.
定理18 设 α̃i = ([µ̃−

αi
, µ̃+

αi
], [ṽ−αi

, ṽ+αi
])为一组

区间直觉模糊数,其中 i = 1, 2, · · · , n. WGQ为WC-
IVIFOWA算子,则有

WGQ(α̃1, α̃2, · · · , α̃n) =(
1−

n∏
i=1

(1− FQ([µ̃
−
αi
, µ̃+

αi
]))

ωi ,

n∏
i=1

(FN
Q ([ṽ−αi

, ṽ+αi
]))

ωi
)
, (38)

且WGQ(α̃1, α̃2, · · · , α̃n)仍为直觉模糊数 (封闭性),
其中ω为权重向量.
证明 根据定义16,有

GQ(α̃i) = (FQ([µ̃
−
αi
, µ̃+

αi
]), FN

Q ([ṽ−αi
, ṽ+αi

])).

由定义4易得

WGQ(α̃1, α̃2, · · · , α̃n) =(
1−

n∏
i=1

(1− FQ([µ̃
−
αi
, µ̃+

αi
]))

ωi ,

n∏
i=1

(FN
Q ([ṽ−αi

, ṽ+αi
]))

ωi
)
.

下面利用直觉模糊数α = (µ, v)的约束条件 v ⩽
N(µ)证明算子的封闭性.因为

µ̃−
αi

⩽ µ̃+
αi

⩽ N(ṽ+αi
) ⩽ N(ṽ−αi

),

根据定理2和定义6,有

N
( n∏

i=1

(FN
Q ([ṽ−αi

, ṽ+αi
]))

ωi
)
=

N
( n∏

i=1

(N(FQ([N(ṽ+αi
), N(ṽ−αi

)])))
ωi

)
⩽

N
( n∏

i=1

(N(FQ([µ̃
−
αi
, µ̃+

αi
])))

ωi

)
=

1−
n∏

i=1

(1− FQ([µ̃
−
αi
, µ̃+

αi
]))

ωi .

所以, WGQ(α̃1, α̃2, · · · , α̃n)为直觉模糊数. 2
注2 为了方便,接下来的内容中记ω为权重向

量,GQ为 IC-IVIFOWA算子, WGQ为WIC-IVIFOWA
算子.
下面探讨WIC-IVIFOWA算子的相关性质.
定理19 (幂等性) 设 α̃i(i = 1, 2, · · · , n)为一组

区间直觉模糊数,且对于所有的 i满足 α̃i = α̃ =

([µ̃−
α , µ̃

+
α ], [ṽ

−
α , ṽ

+
α ]),则有

WGQ(α̃1, α̃2, · · · , α̃n) = GQ(α̃). (39)

证明 根据定义16,若 α̃i = α̃(i = 1, 2, · · · , n),
则有

GQ(α̃i) = (FQ([µ̃
−
α , µ̃

+
α ]), F

N
Q ([ṽ−α , ṽ

+
α ])).

因此

WGQ(α̃1, α̃2, · · · , α̃n) =(
1−

n∏
i=1

(1− FQ([µ̃
−
α , µ̃

+
α ]))

n∑
i=1

ωi

,

n∏
i=1

(FN
Q ([ṽ−α , ṽ

+
α ]))

n∑
i=1

ωi
)
=

(FQ([µ̃
−
α , µ̃

+
α ]), F

N
Q ([ṽ−α , ṽ

+
α ])) = GQ(α̃).

定理 20 (单调性) 设 α̃ = ([µ̃−
α , µ̃

+
α ], [ṽ

−
α , ṽ

+
α ])

和 β̃i = ([µ̃−
βi
, µ̃+

βi
], [ṽ−βi

, ṽ+βi
])为两组直觉模糊数.若

µ̃−
αi

⩾ µ̃−
βi

, µ̃+
αi

⩾ µ̃+
βi

, ṽ−αi
⩽ ṽ−βi

, ṽ+αi
⩽ ṽ+βi

,则有

WGQ(α̃1, α̃2, · · · , α̃n) ⩾ WGQ(β̃1, β̃2, · · · , β̃n).

(40)

证明 若 µ̃−
αi

⩾ µ̃−
βi

, µ̃+
αi

⩾ µ̃+
βi

, ṽ−αi
⩽ ṽ−βi

, ṽ+αi
⩽

ṽ+βi
,根据定理2和定理11,则有

FQ([µ̃
−
αi
, µ̃+

αi
]) ⩾ FQ([µ̃

−
βi
, µ̃+

βi
]),

FN
Q ([ṽ−αi

, ṽ+αi
]) ⩽ FN

Q ([ṽ−βi
, ṽ+βi

]).

因此,有

1−
n∏

i=1

(1− FQ([µ̃
−
αi
, µ̃+

αi
]))

ωi ⩾

1−
n∏

i=1

(1− FQ([µ̃
−
βi
, µ̃+

βi
]))

ωi
.
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n∏
i=1

(FN
Q ([ṽ−αi

, ṽ+αi
]))

ωi ⩽

n∏
i=1

(FN
Q ([ṽ−βi

, ṽ+βi
]))

ωi
.

根据定理18,易得

WGQ(α̃1, α̃2, · · · , α̃n) ⩾ WGQ(β̃1, β̃2, · · · , β̃n).

定理21 (关于Q的单调性) 若Q1 ⩾ Q2,则

WGQ1
(α̃1, α̃2, · · · , α̃n) ⩾ WGQ2

(α̃1, α̃2, · · · , α̃n).

(41)

证明 若Q1 ⩾ Q2,则根据定理3和定理12,得

FQ1
([µ̃−

αi
, µ̃+

αi
]) ⩾ FQ2

([µ̃−
αi
, µ̃+

αi
]),

FN
Q1

([ṽ−αi
, ṽ+αi

]) ⩽ FN
Q2

([ṽ−αi
, ṽ+αi

]).

因此,有

1−
n∏

i=1

(1− FQ1
([µ̃−

αi
, µ̃+

αi
]))

ωi ⩾

1−
n∏

i=1

(1− FQ2
([µ̃−

αi
, µ̃+

αi
]))

ωi ,

n∏
i=1

(FN
Q1

([ṽ−αi
, ṽ+αi

]))
ωi ⩽

n∏
i=1

(FN
Q2

([ṽ−αi
, ṽ+αi

]))
ωi
.

从而

WGQ1
(α̃1, α̃2, · · · , α̃n) ⩾ WGQ2

(α̃1, α̃2, · · · , α̃n).

推论2 对于任意λ ∈ [0, 1], WIC-IVIFOWA算
子关于λ单调递增.
定理22 (有界性)

β1 ⩽ WGQ(α̃1, α̃2, · · · , α̃n) ⩽ β2. (42)

其中

β1 =
(
1−

n∏
i=1

(1− µ̃−
αi
)
ωi ,

n∏
i=1

(ṽ+αi
)
ωi

)
,

β2 =
(
1−

n∏
i=1

(1− µ̃+
αi
)
ωi ,

n∏
i=1

(ṽ−αi
)
ωi

)
.

证明 1)当λ = 0时,根据定理5和定理10,有

FQ([µ̃
−
αi
, µ̃+

αi
]) = µ̃−

αi
, FN

Q ([ṽ−αi
, ṽ+αi

]) = ṽ+αi
.

根据定理18可得WGQ(α̃1, α̃2, · · · , α̃n) = β1.
2)当λ = 1时,根据定理5和定理10,有

FQ([µ̃
−
αi
, µ̃+

αi
]) = µ̃+

αi
, FN

Q ([ṽ−αi
, ṽ+αi

]) = ṽ−αi
.

由定理18可得WGQ(α̃1, α̃2, · · · , α̃n) = β2.
由推论2可知WGQ(α̃1, α̃2, · · · , α̃n)关于λ单调

递增.因此,综合1)和2)可得

β1 ⩽ WGQ(α̃1, α̃2, · · · , α̃n) ⩽ β2.

下面通过实际例子 (例 2)分析新构造的 IC-
IVIFOWA算子和WIC-IVIFOWA算子的合理性.

例2 设直觉模糊数 α̃, β̃, BUM函数Qi(x)及其

态度特征λi(i = 1, 2, 3)都取自例1.
对于任意的BUM函数Q,其态度特征λ ∈ [0, 1].

根据定理14,有

GQ(α̃) = (0.2λ+ 0.1,−0.3λ+ 0.5),

GQ(β̃) = (0.2λ+ 0.1,−0.1λ+ 0.3). (43)

当Q = Qi时,λ = λi(i = 1, 2, 3),根据式 (43)可
以获取GQi

(α̃)、GQi
(β̃)的值,详见表2.由于GQ(α̃)、

gQ(β̃)为直觉模糊数,由定义3可得

s(GQ(α̃)) = 0.5λ− 0.4,

s(GQ(β̃)) = 0.3λ− 0.2.

因此,当λ ∈ [0, 1]时,GQ(α̃)、GQ(β̃)关于λ递减,如表
2所述.

表 2 IC−IVIFOWA算子与λ的关系

gQ(α̃) s(gQ(α̃)) gQ(β̃) s(gQi
(β̃))

Q = Q1 (0.10, 0.50) −0.40 (0.10, 0.30) −0.20
Q = Q2 (0.20, 0.35) −0.15 (0.20, 0.25) 0.05
Q = Q3 (0.30, 0.20) 0.10 (0.30, 0.20) 0.10

增减性 关于λ递增 关于λ递增

下面根据表2对IC-IVIFOWA算子进行分析:

(0.10, 0.50) ⩽ GQ(α̃) ⩽ (0.30, 0.20),

(0.10, 0.30) ⩽ GQ(β̃) ⩽ (0.30, 0.20);

即定理17中的有界不等式

(µ̃−
α̃ , ṽ

+
α̃ ) ⩽ GQ(α̃) ⩽ (µ̃+

α̃ , ṽ
−
α̃ ),

(µ̃−
β̃
, ṽ+α̃ ) ⩽ GQ(β̃) ⩽ (µ̃+

β̃
, ṽ−

β̃
).

IC-IVIFOWA算子克服了C-IVIFOWA算子的不
足,其能够合理地表征决策者的态度.如推论1所述,
对于任意的区间直觉模糊数 α̃,经 IC-IVIFOWA算子
集结得到的GQ(α̃)关于态度特征λ递增.
基于例2,下面将对WC-IVIFOWA算子与本文的

WIC-IVIFOWA算子进行对比分析.设w1、w2分别为

α̃、β̃的权重.分别运用WC-IVIFOWA算子与本文的
WIC-IVIFOWA算子对 α̃、β̃进行集结.根据定义16、
定理6、定理14和定理18,易得

hQ(α̃, β̃) =

(0.2λ+ 0.1, (0.3λ+ 0.2)
w1(0.1λ+ 0.2)

w2),

WGQ(α̃, β̃) =

(0.2λ+ 0.1, (−0.3λ+ 0.5)
w1(−0.1λ+ 0.3)

w2).

1)当w1 = w2 = 0.5时,根据BUM函数Qi的态
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度特征λi(i = 1, 2, 3)的取值以及记分函数值的排序,
可得

hQ1
(α̃, β̃) < hQ2

(α̃, β̃) < hQ3
(α̃, β̃),

WGQ1
(α̃, β̃) < WGQ2

(α̃, β̃) < WGQ3
(α̃, β̃).

2)当w1 = 0.7,w2 = 0.3时,易得

hQ1
(α̃, β̃) > hQ2

(α̃, β̃) > hQ3
(α̃, β̃),

WGQ1
(α̃, β̃) < WGQ2

(α̃, β̃) < WGQ3
(α̃, β̃).

上述分析表明,当BUM函数λi(i = 1, 2, 3)的

排序满足Q1 ⩽ Q2 ⩽ Q3 时,hQi
(α̃, β̃)(i = 1, 2,

3)的排序不一定与Qi(i = 1, 2, 3)保持一致.而
WGQi

(α̃, β̃)(i = 1, 2, 3)的排序始终与Qi(i = 1, 2, 3)

一致 (由定理 21同样可得).因此,本文提出的WIC-
IVIFOWA算子能够合理地集结区间直觉模糊数组,
且能合理表征决策者的态度特征.

3 基于WIC-IVIFOWA算子的群决策方法
在群决策问题中,设{x1, x2, · · · , xm}为方案集,

属性集为{c1, c2, · · · , cn},属性集的权重向量为ω =

(ω1, ω2, · · · , ωn)
T.专家集为 {e1, e2, · · · , et},专家的

权重向量为 l = (l1, l2, · · · , lt)T.决策矩阵 R̃
(k)

=

(r̃
(k)
ij )

m×n
, r̃(k)ij = ([µ−

r̃
(k)
ij

, µ+

r̃
(k)
ij

], [v−
r̃
(k)
ij

, v+
r̃
(k)
ij

])为专家ej

∈ E给出的方案xi ∈ X在属性 cj ∈ C的评价值.
[µ−

r̃
(k)
ij

, µ+

r̃
(k)
ij

]表示方案 xi满足属性 cj 的区间程度,

[v−
r̃
(k)
ij

, v+
r̃
(k)
ij

]表示方案 xi不满足属性 cj的区间程度,

且满足 [µ−
r̃
(k)
ij

, µ+

r̃
(k)
ij

] ⊂ [0, 1], [v−
r̃
(k)
ij

, v+
r̃
(k)
ij

] ⊂ [0, 1],

µ+

r̃
(k)
ij

+ v+
r̃
(k)
ij

⩽ 1.基于IFWA算子和本文构造的WIC-

IVIFOWA算子,给出属性值为区间直觉模糊数的多
属性群决策方法,具体步骤如下.

Step 1:利用WIC-IVIFOWA算子

rij = WGQ(r̃
(1)
ij , r̃

(2)
ij , · · · , r̃(t)ij ) =

t⊕
k=1

lkGQ(r̃
(k)
ij )

集结所有的决策矩阵 R̃
(k)

= (r̃
(k)
ij )

m×n
,进而获得综

合决策矩阵R = (rij)m×n.其中:Q为BUM函数,N
为标准否定函数,GQ为 IC-IVIFOWA算子, WGQ为

WIC-IVIFOWA算子.
Step 2:利用IFWA算子

ri = IFWA(ri1, ri2, · · · , rin) =
n⊕

j=1

ωjrij

集结每个方案xi(i = 1, 2, · · · ,m)所对应的直觉模

糊数 rij(j = 1, 2, · · · , n),以获取综合评价值 ri(i =

1, 2, · · · ,m).
Step 3:利用定义 3中的排序方法对综合评价值

ri(i = 1, 2, · · · ,m)进行排序.
Step 4:根据综合评价值ri(i = 1, 2, · · · ,m)的排

序获取方案xi(i = 1, 2, · · · ,m)的排序,然后选出最
佳方案.

4 实例分析

某高校计划引进海外突出人才来校任教[24],现
有5个备选人员 (方案): {x1, x2, · · · , x5}.评审专家组
由3位校领导构成:校长e1,管理学院院长e2,人事总
监 e3.专家组根据相关调查信息以及备选人的简历
对备选人的职业道德c1、科研能力c2、教学能力c3、

教育背景 c4四个方面 (属性)进行严格评估.专家 ek

(k = 1, 2, 3)对备选人xi(i = 1, 2, · · · , 5)在属性 cj

(j = 1, 2, 3, 4)的评价信息为区间直觉模糊评价矩阵

R(k) = (r̃
(k)
ij )5×4(k = 1, 2, 3),详细信息见表3 ∼表5.

下面采用本文方法确定最佳备选人,具体步骤如下.

表 3 专家e1给出的区间直觉模糊决策矩阵 R̃(1)

c1 c2 c3 c4

x1 ([0.6, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.2, 0.4], [0.2, 0.4]) ([0.6, 0.7], [0.2, 0.3]) ([0.4, 0.5], [0.2, 0.4])

x2 ([0.4, 0.8], [0.0, 0.1]) ([0.5, 0.7], [0.1, 0.2]) ([0.7, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.7, 0.8], [0.1, 0.2])

x3 ([0.3, 0.7], [0.2, 0.3]) ([0.2, 0.4], [0.4, 0.5]) ([0.1, 0.4], [0.4, 0.5]) ([0.3, 0.4], [0.4, 0.6])

x4 ([0.6, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.4, 0.6], [0.2, 0.3]) ([0.6, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.6, 0.8], [0.1, 0.2])

x5 ([0.5, 0.6], [0.3, 0.4]) ([0.7, 0.8], [0.1, 0.1]). ([0.2, 0.4], [0.4, 0.5]) ([0.1, 0.3], [0.4, 0.6])

表 4 专家e2给出的区间直觉模糊决策矩阵 R̃(2)

c1 c2 c3 c4

x1 ([0.2, 0.4], [0.4, 0.5]) ([0.6, 0.7], [0.1, 0.2]) ([0.5, 0.7], [0.1, 0.2]) ([0.5, 0.7], [0.1, 0.2])

x2 ([0.6, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.2, 0.3], [0.4, 0.6]) ([0.7, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.2, 0.4], [0.4, 0.5])

x3 ([0.1, 0.4], [0.4, 0.5]) ([0.8, 0.9], [0.1, 0.1]) ([0.1, 0.4], [0.2, 0.5]) ([0.4, 0.7], [0.2, 0.3])

x4 ([0.6, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.3, 0.8], [0.1, 0.1]) ([0.2, 0.3], [0.4, 0.6]) ([0.6, 0.7], [0.2, 0.3])

x5 ([0.2, 0.4], [0.5, 0.6]) ([0.6, 0.7], [0.2, 0.3]) ([0.6, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.1, 0.4], [0.3, 0.5])
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表 5 专家e3给出的区间直觉模糊决策矩阵 R̃(3)

c1 c2 c3 c4

x1 ([0.2, 0.4], [0.4, 0.5]) ([0.2, 0.4], [0.4, 0.5]) ([0.4, 0.7], [0.1, 0.1]) ([0.7, 0.9], [0.1, 0.1])

x2 ([0.2, 0.3], [0.4, 0.6]) ([0.2, 0.3], [0.4, 0.6]) ([0.6, 0.7], [0.2, 0.3]) ([0.5, 0.7], [0.1, 0.2])

x3 ([0.7, 0.9], [0.1, 0.1]) ([0.3, 0.4], [0.4, 0.5]) ([0.1, 0.3], [0.3, 0.5]) ([0.2, 0.4], [0.4, 0.5])

x4 ([0.3, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.1, 0.2], [0.4, 0.6]) ([0.2, 0.3], [0.4, 0.5]) ([0.3, 0.4], [0.4, 0.6])

x5 ([0.7, 0.8], [0.1, 0.2]) ([0.3, 0.8], [0.1, 0.1]) ([0.4, 0.7], [0.2, 0.3]) ([0.6, 0.8], [0.1, 0.2])

Step 1:首先确定专家组的权重向量l = (0.5, 0.3,

0.2)T, IC-IVOWA算子的BUM函数Q(y) = y.然后
利用WIC-IVIFOWA算子集结专家组 ek(k = 1, 2,

3)对应的区间直觉模糊评价矩阵 R̃
(k)

= (r̃
(k)
ij )

5×4

(k = 1, 2, 3),进而获取综合评价矩阵R = (r̃ij)5×4(见
表6).

表 6 综合评价矩阵R

c1 c2 c3 c4

x1 (0.541 7, 0.259 8) (0.431 4, 0.264 3) (0.616 9, 0.178 6) (0.591 7, 0.195 6)

x2 (0.583 9, 0.155 8) (0.452 3, 0.273 9) (0.732 6, 0.166 1) (0.626 0, 0.208 6)

x3 (0.530 0, 0.248 3) (0.565 5, 0.286 6) (0.240 3, 0.407 6) (0.409 2, 0.397 7)

x4 (0.674 7, 0.150 0) (0.461 3, 0.218 2) (0.525 7, 0.268 2) (0.633 3, 0.222 4)

x5 (0.543 2, 0.338 3) (0.688 9, 0.131 6) (0.503 0, 0.287 8) (0.355 1, 0.367 6)

Step 2:根据决策问题的实际情况,专家组确定
属性权重向量ω = (0.4, 0.3, 0.2, 0.1)

T,利用 IFWA
算子集结备选人xi(i = 1, 2, · · · , 5)在属性 cj(j =

1, 2, 3, 4)的综合评价信息rij(j = 1, 2, · · · , 5),进而获
取综合评价值ri(i = 1, 2, · · · , 5).其中

r1 = (0.528 7, 0.238 5), r2 = (0.578 4, 0.198 6),

r3 = (0.470 6, 0.306 6), r4 = (0.576 7, 0.201 3),

r5 = (0.560 1, 0.269 1).

Step 3:利用定义 3中直觉模糊数的排序方法获
取备选人xi(i = 1, 2, · · · , 5)的综合评价值 ri(i =

1, 2, · · · , 5)的排序,有

s(r1) = 0.290 2, s(r2) = 0.379 8,

s(r3) = 0.164 0, s(r4) = 0.375 4,

s(r5) = 0.290 9.

因此s(r2) > s(r4) > s(r5) > s(r1) > s(r3).
Step 4:根据综合评价值 ri(i = 1, 2, · · · , 5)的排

序获取备选人的排序

x2 ≻ x4 ≻ x5 ≻ x1 ≻ x3.

因此,最佳备选人为x2.
为了分析决策者的态度特征对排序结果的影响,

首先给出一组BUM函数

Qi(y) = sign(i)y(10−i)/i, i = 0, 1, · · · , 10,

其中 sign为符号函数.根据BUM函数确定决策者的
态度特征λ,有

λ(i) = i/10, i = 0, 1, · · · , 10.

于是上述案例中的排序结果与λ的关系可见表7.

表 7 态度特征λ与排序

s(r1) s(r2) s(r3) s(r4) s(r5) 备选人排序

λ(0) 0.140 9 0.232 9 −0.009 5 0.209 4 0.163 4 x2 ≻ x4 ≻ x5 ≻ x1 ≻ x3

λ(1) 0.170 4 0.261 8 0.024 8 0.242 1 0.188 6 x2 ≻ x4 ≻ x5 ≻ x1 ≻ x3

λ(2) 0.200 1 0.291 0 0.059 3 0.275 0 0.214 0 x2 ≻ x4 ≻ x5 ≻ x1 ≻ x3

λ(3) 0.229 9 0.320 3 0.094 0 0.308 2 0.239 5 x2 ≻ x4 ≻ x5 ≻ x1 ≻ x3

λ(4) 0.260 0 0.349 9 0.128 9 0.341 6 0.265 1 x2 ≻ x4 ≻ x5 ≻ x1 ≻ x3

λ(5) 0.290 2 0.379 8 0.164 0 0.375 4 0.290 9 x2 ≻ x4 ≻ x5 ≻ x1 ≻ x3

λ(6) 0.320 7 0.410 0 0.199 4 0.409 6 0.317 0 x2 ≻ x4 ≻ x∗1 ≻ x∗5 ≻ x3

λ(7) 0.351 4 0.440 6 0.235 1 0.444 2 0.343 4 x∗4 ≻ x∗2 ≻ x1 ≻ x5 ≻ x3

λ(8) 0.382 4 0.471 6 0.271 3 0.479 5 0.370 0 x4 ≻ x2 ≻ x1 ≻ x5 ≻ x3

λ(9) 0.413 9 0.503 1 0.307 8 0.515 6 0.397 1 x4 ≻ x2 ≻ x1 ≻ x5 ≻ x3

λ(10) 0.445 7 0.535 3 0.345 0 0.552 8 0.424 8 x4 ≻ x2 ≻ x1 ≻ x5 ≻ x3
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由表 7易知:当决策者的态度特征满足 0.0 ⩽
λ ⩽ 0.6时,最佳备选人为x2;当决策者的态度特征
满足0.7 ⩽ λ ⩽ 1.0时,最佳备选人为x4.对于备选人
x1、x5而言,态度特征在0.0 ⩽ λ ⩽ 0.5和0.6 ⩽ λ ⩽
1.0时备选人x1、x5的排序相反.虽然备选人xi对应

的集结值ri(i = 1, 2, · · · , 5)关于决策者的态度特征
λ递增,但增长幅度的相异促使排序发生了改变.因
此,不同的态度特征将会获得不同的排序结果,决策
者可以根据不同的BUM函数来确定态度特征λ的取

值,最终获取最满意的方案.
若利用文献[6]中提出的基于区间直觉模糊加权

平均 (IVIFWA)算子的决策方法 (简记为方法A),则综
合评价值 ri(i = 1, 2, · · · , 5)对应的记分函数 (文献
[6]中定义4)值为

S(r1) = 0.293 3, S(r2) = 0.384 1,

S(r3) = 0.167 8, S(r4) = 0.381 1,

S(r5) = 0.294 1.

由文献[6]中定义6给出的排序方法易知

x2 ≻ x4 ≻ x5 ≻ x1 ≻ x3.

因此,最佳备选人为x2.当0.0 ⩽ λ ⩽ 0.6时,利用本文
的决策方法获取的最佳备选人与上述方法A获取的
结果是一致的.
若利用文献[6]中提出的基于区间直觉模糊几何

平均(IVIFWG)的决策方法(简记为方法G),则综合评
价值ri(i = 1, 2, · · · , 5)对应的记分函数值为

S(r1) = 0.197 3, S(r2) = 0.275 4,

S(r3) = 0.037 3, S(r4) = 0.292 9,

S(r5) = 0.200 9.

由文献[6]中定义6给出的排序方法易知

x4 ≻ x2 ≻ x5 ≻ x1 ≻ x3.

因此,最佳备选人为 x4.当0.7 ⩽ λ ⩽ 1.0时,利用本
文的决策方法获取的最佳备选人与上述方法G获取
的结果是一致的.
综合上述对比分析,文献 [6]中方法G和方法A

获取的决策结果因为集结算子的不同而导致获取的

最佳备选人不同.而在本文提供的决策方法中,根据
态度特征的不同取值可以获取不同的决策结果,使其
可以与方法G和方法A中的决策结果一致,从而表明
了WIC-IVIFOWA算子的灵活性和可行性.在集结多
个区间直觉模糊评价信息的过程中,相比文献 [6]中
区间直觉模糊算子,本文的WIC-IVIFOWA算子的计
算复杂度要低,原因在于WIC-IVIFOWA算子将区间

直觉模糊数转换成了直觉模糊数.

5 结 论

本文探讨了C-IVIFOWA算子的不足,针对非隶
属度区间的集结问题,基于标准否定函数提出了DC-
OWA算子.实例验证表明,基于C-OWA算子和DC-
OWA算子构造的 IC-IVIFOWA算子有效地弥补了
C-IVIFOWA算子的不足.针对具有异化权重的区间
直觉模糊组的集结,提出了WIC-IVIFOWA算子. IC-
IVIFOWA算子与WIC-IVIFOWA算子皆关于λ单调

递增.因此,对于改进的算子而言,态度特征λ能够合

理反馈决策者的风险偏好.利用本文提出的决策方
法对高校引进的备选海外人才进行选拔,并分析了态
度特征λ对决策结果的影响.实例表明了改进算子的
合理性和有效性.
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