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Lebesgue-p范数意义下区间可调节的
变增益加速迭代学习控制

兰天一†, 林 辉

(西北工业大学自动化学院，西安 710129)

摘 要: 为加快迭代学习控制律的收敛速度,针对线性时不变 (LTI)系统,以PD-型学习律为例,提出一种区间可调
节的具有指数加速的迭代学习控制算法.首先,根据每次学习效果确定下一次迭代需要修正的区间并在该区间内
修正控制律增益;然后,在Lebesgue-p范数意义下分析所提出算法的收敛性并给出其收敛条件;最后,通过理论分
析表明,收敛速度主要取决于被控对象、控制律增益、修正指数和学习区间的大小.在相同仿真条件下,与传统算
法相比,所提出算法具有更快的收敛速度.
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Accelerated iterative learning control algorithm with variable gain and
adjustment of interval in sense of Lebesgue-p norm
LAN Tian-yi†, LIN Hui

(School of Automation，Northwestern Polytechnical University，Xi’an 710129，China)

Abstract: In order to accelerate the convergence speed of iterative learning control(ILC) law, taking the PD-type learning
law for example, an acceleration correction algorithm with variable gain and adjustment of learning interval is proposed
for the linear time invariant(LTI) system. First of all, the modified interval in the next iteration is determined based on
the learning effects, and the control law gain is modified in the interval. Then, analysis results show that the convergence
speed mainly depends on the system state, the learning gain, the correction exponential and the learning interval in the
sense of Lebesgue-p norm. In the same simulation condition, the proposed algorithm has a faster convergence speed
compared with the traditional algorithms.
Keywords: iterative learning control；Lebesgue-p norm；convergence rate；gain adjustment

0 引 䀰

迭代学习控制[1]算法在不断完善和发展的过程

中,作为评价其性能和效率的重要指标,收敛速度是
其主要研究内容之一.文献 [2]提出了利用以前学习
过程中得到的知识构造后续学习的控制输入以加快

学习速度.随后,人们发现常被忽略的初始控制对收
敛速度有很大的影响.文献 [3-5]分别借助信息数据
库存储过去信息的方法、基于RBF网络的迭代学习
算法、利用线性加权算法以及曲线拟合法构造新的

初始控制输入,减少迭代次数,提高了学习律的收敛
速度.更进一步,文献 [6]利用高阶迭代控制构建初始
输入,但是该方法中含有许多冗余的信息,仅仅是简

单的线性组合,在一定程度上降低了系统的学习速
度[7].
随着对迭代学习控制收敛速度研究的逐步深入,

文献[8]首次系统地提出了有关学习速度的概念与分
析方法,以开、闭环P-型为例,分析了影响学习速度
的主要因素,并提出了迭代学习控制加速收敛的方
法.文献 [9]针对线性时不变系统讨论了D-型和P-型
学习律收敛速度问题,利用时间加权范数给出了迭代
学习控制系统在D-型和P-型学习律作用下收敛的充
分性条件,并给出了系统迭代次数与约束条件之间的
定量关系以及收敛速度与约束条件之间的关系,同
时利用Frobenius范数性质,通过梯度方法给出了求
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解迭代学习律最优增益矩阵的方法.而文献 [10]另
辟蹊径,创造性地提出了评价收敛速度的方法——
Q因子,拓宽了原有比较收敛速度的方法,并借助鲁
棒最优分析了系统的收敛速度;同时,该文献对高阶
和低阶迭代学习控制算法的收敛速度进行了比较,从
理论上证明了单输入单输出系统一阶P-型学习律比
二阶P-型学习控制律的收敛速度快,并推广得出低阶
学习控制算法比高阶学习控制算法收敛速度快的结

论.类似研究还有文献 [11].而文献 [12]的结论对于
PD型迭代学习算法未必成立,其收敛速度与控制律
增益的选取相关.
以上文献的研究焦点集中于分析初始控制和收

敛半径对收敛速度的影响.然而,对于如何加快收敛
速度的控制律设计方法,研究成果并不多见.文献 [8]
针对P-型、D-型闭环学习律提出了指数变增益加速
学习算法,经过大量仿真实验发现,其收敛速度之快
已达到实用化的程度.本文在利用迭代学习控制特
性的基础上,参照人脑记忆功能 (即:已经学好的无需
重复学习),提出区间可调节的指数变增益PD型加速
学习控制律.较之传统迭代学习控制是在固定时间
区间上的重复学习,该算法的特点是:在时间轴上设
计一个随着迭代次数的增加而缩短的修正区间,在
此区间段内,学习增益实时修正;在修正区间外,误差
满足容许范围,无需修正,直接应用已学好的控制输
入.即学习区间不断缩短,直至全部学习完毕.该算
法从总体上可减少计算量,加快学习速度.本文针对
该加速迭代学习律,在Lebesgue-p范数意义下,利用
推广的Young不等式给出严格的数学证明,并通过数
值算例进行仿真实验,仿真结果验证了该理论的有效
性和正确性.

1 数学知识

本节给出分析问题时所需要的数学知识.
定义 1 对于连续的向量函数,f : [0, TL] →

Rn,f(t) = [f1(t), f2(t), · · · , fn(t)]T,其Lebesgue-p
范数为

∥f(·)∥p =
[ w T

0
( max
1⩽i⩽m

|f i(·)|)pdt
] 1

p

,

1 ⩽ p ⩽ ∞.

其中f [0, TL]表示f 是定义在区间 [0, TL]内的函数.
引理1 [12] 对于勒贝格可积函数g(t) ∈ Lq和

h(t) ∈ Lp, t ∈ [0, T ],其对应的卷积的广义Young不
等式为

∥(g ∗ h)(·)∥r ⩽ ∥g(·)∥q∥h(·)∥p.

其中: 1 ⩽ p, q, r ⩽ ∞,
1

r
=

1

p
+

1

q
− 1.特别地,当

r = p时,不等式转化为

∥(g ∗ h)(·)∥p ⩽ ∥g(·)∥1∥h(·)∥p.

2 问题描述及分析

考虑一类线性时不变系统ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t).
(1)

其中: t ∈ [0, T ];x(t) ∈ Rn,u(t) ∈ Rr,y(t) ∈ Rm分

别表示系统的状态、控制、输出向量;A、B、C为相应
维数的矩阵.
假设1 存在唯一理想控制ud(t),使得系统的状

态和输出为期望值xd(t)和yd(t).
假设2 CB可逆.
本文所提出的算法中,把区间 [0, TL]等分为长度

为h的N个子区间.令

t0 = 0, tN+1 = TL,

ti+1 = ti + h, i = 0, 1, · · · , N. (2)

设被控对象(1)采用如下PD-型学习律:

uk+1(t) = uk(t) + ∆uk(t), (3)

∆uk(t) =
0, 0 ⩽ t ⩽ tik ;

(KPek(t) +KDėk(t))e−KE

(
tik

−t

TL

)
,

tik < t ⩽ TL.

其中:KP为比例学习增益矩阵,KD为微分学习增益

矩阵,KE > 0为指数修正因子, tik+1
∈ [0, TL]为当前

修正起始时刻 (在第k + 1次迭代中,区间 [0, tik+1
]内

误差满足容许范围,而剩余区间 [tik+1
, TL]内误差未

满足容许范围).设δ[tik+1
,TL]为示性函数,即

δ[tik+1
,TL](t) =

0, t /∈ [tik+1
, TL];

1, t ∈ [tik+1
, TL].

(4)

则根据式(4),控制律(3)转化为

uk+1(t) =

uk(t) +KPe−KE

( tik+1
−t

TL

)
δ[tik+1

,TL]ek+1(t)+

KDe−KE

( tik+1
−t

TL

)
δ[tik+1

,TL]ėk+1(t). (5)

ek+1(t) =

0, 0 ⩽ t ⩽ tik+1
;

yd(t)− yk+1(t), tik+1
⩽ t ⩽ TL;

ėk+1(t) =

0, 0 ⩽ t ⩽ tik+1
;

ẏd(t)− ẏk+1(t), tik+1
⩽ t ⩽ TL.

(6)

需要说明的是,为了证明的需要,误差在已经学好的
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区间内取0,但是在实际工程中取满足容许要求的值.

Lik = {l|∥ek[tik+l, tik+l+1]∥λ ̸= 0,

0 ⩽ l ⩽ N − ik}. (7)

lik =

minLik , Lik ̸= ∅;

0, Lik = ∅.
(8)

tik+1
= tik+lik

. (9)

式(8)中∅表示空集.
对于上述所构造的具有增益修正的加速PD-型

迭代学习控制律 (3)描述如下:假设初次运行输入为
u0[0, TL],它在整个运行区间 [0, TL]取值是任意的,相
应获得初次运行误差e0[0, TL];在式 (8)中,引入 lik是

为了得到下一次迭代选择需要学习的边界点 tik+lik
;

第k + 1次迭代在 t = tik+lik
处之前无需学习,只需

修正区间 [tik+lik
, TL]内的曲线;区间 [tik+1

, TL]中的

误差可由期望轨迹yd[tik+1
, TL]和输出轨迹yk[tik+1

,

TL]计算得出.从控制律 (3)的构造可以看出,前面已
经学好的区间不需要继续学习,只需要学习未完全跟
踪期望轨迹的区间,随着迭代次数k的增加,所需学
习区间长度逐渐趋于零.
定理1 由式(1)和(3)描述的迭代学习系统满足

假设1和假设2,且下述条件成立:
1)

ρ = ∥I −CBKDe−
KE

TL(·) ∥+ ∥CeA(·)(BKP+

ABKD + (KE/TL)BKD)eKE∥1 < 1;

2) xk(0) = xd(0), k = 0, 1, · · · ,则有

∥δ[tik+1
,TL]ek+1(·)∥p ⩽ ρ∥δ[tik+1

,TL]ek(·)∥p. (10)

当k → ∞时,系统的迭代输出yk(t)在 [0, TL]上一致

收敛于期望轨迹yd(t),即

lim
k→∞

yk(t) = yd(t), t ∈ [0, TL].

证明 假设在第k+1次迭代中,控制时刻点停止
在 t = tik+1

处.由式 (6)可明显看出yk+1(t) = yk(t)

(t ∈ [0, tik+1
]).所以当 t ∈ [tik+1

, TL]时,误差可表示
为

δ[tik+1
,TL]ek+1(t) = yd(t)− yk+1(t). (11)

当t ∈ [tik+1
, TL]时,由式(1)可得

x(t) = eAtx(0) +
w t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ,

y(t) = CeAtx(0) +C
w t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ.

(12)

式 (12)中u(t)由控制律 (5)中的uk+1(t)替代,相应系
统变为

xk+1(t) =

eAtxk+1(0) +
w t

0
eA(t−τ)Buk+1(τ)dτ,

yk+1(t) =

CeAtxk+1(0) +C
w t

0
eA(t−τ)Buk+1(τ)dτ,

uk+1(t) =

uk(t) +KPe−KE

( tik+1
−t

TL

)
δ[tik+1

,TL]ek(t)+

KDe−KE

( tik+1
−t

TL

)
δ[tik+1

,TL]ėk(t). (13)

其中:xk+1、uk+1和yk+1分别表示系统在第k + 1次

运行时相应的状态变量、控制输入和控制输出.
由式(13)可得

xk+1(t) =

eAtxk+1(0) +
w t

0
eA(t−τ)Buk+1(τ)dτ =

eAtxk(0) +
w t

0
eA(t−τ)Buk(τ)dτ+w t

0
eA(t−τ)B∆uk(τ)dτ. (14)

在区间 [tik+1
, TL]上,结合式 (13)和 (14),进而可

得

δ[tik+1
,TL]ek+1(t) =

δ[tik+1
,TL]ek(t)− (yk+1(t)− yk(t)) =(

I −CBKDe−KE

( tik+1
−t

TL

))
δ[tik+1

,TL]ek(t)−

C
w t

0
eA(t−τ)(BKP +ABKD + (KE/TL)×

BKD)e−KE

( tik+1
−τ

TL

)
δ[tik+1

,TL]ek(τ)dτ. (15)

对式 (15)两边同取Lebesgue-p范数,并应用卷积的推
广Young不等式,可得

∥δ[tik+1
,TL]ek+1(·)∥p ⩽

∥I −CBKDe−
KE
TL

(·)∥∥δ[tik+1
,TL]ek(·)∥p+

∥CeA(·)(BKP +ABKD+

(KE/TL)BKD)eKE∥1∥δ[tik+1
,TL]ek(·)∥p =

ρ∥δ[tik+1
,TL]ek(·)∥p. (16)

其中

ρ = ∥I −CBKDe−
KE
TL

(·)∥+ ∥CeA(·)(BKP+

ABKD|+ (KE/TL)BKD)eKE∥1.

整理得

∥δ[tik+1
,TL]ek+1(·)∥p ⩽ ρ∥δ[tik+1

,TL]ek(·)∥p. (17)

经过多次迭代,可得
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∥δ[tik+1
,TL]ek+1(·)∥p ⩽ ρk−1∥δ[tik+1

,TL]e1(·)∥p, (18)

因此

lim
k→∞

∥δ[tik+1
,TL]ek(·)∥p = 0. (19)

这表明,控制律 (3)采用缩短学习区间的方案,在
Lebesgue-p范数意义下可以保证其单调收敛性.随着
迭代次数的增加,逐段跟踪期望轨迹,实时修正学习
增益,且需要学习的区间越来越短,无限趋近于右端
点TL,最终使得在整个时间 [0, TL] 内,系统输出能够
跟踪期望轨迹. 2
注1 与传统的PD-型学习律相比较,比例学习

增益矩阵由KP变为KPe−KE

( tik+1
−t

TL

)
,微分学习增

益矩阵由KD变为KDe−KE

( tik+1
−t

TL

)
.可以看出,最

终的学习增益由KP、KD、指数修正参数KE、学

习区间长度TL确定,增加了学习增益的可调裕度.若
学习区间固定为 [0, TL],则迭代学习律 (3)的学习过
程将退化为传统的PD-型迭代学习律.
注 2 采用PD-型学习律相比单一的D型学习

律,降低了极限轨迹相对于期望轨迹的偏移[13],所引
入的P型成分降低了D型成分对扰动敏感性的不利
影响,增强了学习性能.

注3 由学习过程可以看出,随着迭代次数的增
加,需要学习的区间在逐段缩短,从而提高了学习速
度.
注4 利用Lebesgue-p范数度量,更能反映系统

自身的特性及学习增益之间的关系[12,14],且对系统本
身的性态作了合理反映.

3 仿真实验

针对PD-型迭代学习控制律,考虑线性时不变系
统

ẋ1,k

ẋ2,k

 =

 0 1

−2 −3

x1,k

x2,k

+

0
1

uk,

yk = [0 1]

x1,k

x2,k

 .

(20)

其中:系统的运行区间为 [0, 1],理想输出轨迹设定为

yd(t) = 0.8 t sin 2πt. (21)

设定控制器uk(t)初次迭代在t ∈ [0, 1]内的值由 rand
函数随机生成.在控制律 (3)中选取学习增益KP =

1.7,KD = 0.6,指数修正参数KE = 0.02,算出控制
律 (3)下的收敛半径ρ = 0.550 2 < 1;传统意义下
PD-型控制律收敛半径为 ρ0 = 0.627 7 < 1.显然
ρ < ρ0,说明控制律 (3)的收敛速度快于传统意义下
的PD-型控制律.图1所示为控制律 (3)在Lebesgue-2

范数意义下的跟踪曲线图.其中:实线表示期望曲线,
虚线表示跟踪曲线.由图1学习过程可以看出,系统
修正区间随着迭代次数的增加而逐渐缩短,最终系统
输出在整个区间 [0, 1]上达到完全跟踪期望输出.
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图 1 系统跟踪曲线

为便于比较分析,在相同仿真环境下,分别采用
本文所提出的修正算法和传统PD-型迭代学习算法
在Lebesgue-2范数意义下进行数值仿真.在 [0, 1]区

间内,二者的跟踪误差与迭代次数变化轨迹如图2所
示,两者都随着迭代次数的增加单调趋向于零.跟踪
误差的形式为

∥ek(·)∥2 =
[ w 1

0
|ek(t)|2dt

] 1
2

.
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图 2 两类跟踪误差曲线比较

由图2可以看出:修正PD-型控制律迭代5次时,
已经收敛到误差带 (0.024 1)内;而传统的控制律需要
迭代16次才能收敛到上述误差带.本文的控制算法
较传统意义下对学习速度的提高十分明显,在同样的
迭代次数下,误差比传统意义下要小得多.

4 结 论

本文针对线性时不变系统,设计出一种新的
PD-型迭代学习算法.该算法的学习区间是可调节
的,能够对学习增益进行实时修正,并且随着迭代次
数的增加,实际需要修正的区间不断缩短,从而加快
了收敛速度.在Lebesgue-p范数意义下,利用卷积的
推广Young不等式得到了其收敛条件,揭示了该算法
的收敛半径不仅由比例学习增益决定,还由学习区间
和指数因子决定;并且从本质上刻画了系统自身的
特性及学习增益之间的关系,同时对系统自身的性态
作出了合理的反映.本文方法可以推广到非线性系
统或时变系统等.
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