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基于Pythagorean不确定语言的扩展VIKOR
多属性群决策方法

刘政敏†, 刘培德, 刘位龙
(山东财经大学管理科学与工程学院，济南 250014)

摘 要: 针对属性值为Pythagorean不确定语言变量,属性权重和专家权重完全未知的群决策问题,提出一种扩展
VIKOR多属性群决策方法.首先,给出Pythagorean不确定语言变量的概念,提出考虑语义变化的Pythagorean不确
定语言变量运算规则、大小比较方法和Hamming距离测度;其次,提出基于Pythagorean不确定语言模糊熵的属性
权重确定方法和基于相似度的专家权重确定方法,进而提出一种新的扩展VIKOR方法;最后,通过国内航空公司
服务质量评估实例验证所提出方法的有效性和可行性.
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Extended VIKOR method for multi-attribute group decision making based
on Pythagorean uncertain linguistic information
LIU Zheng-min†, LIU Pei-de, LIU Wei-long

(School of Management Science and Engineering, Shandong University of Finance and Economics, Ji’nan 250014，
China)

Abstract: With respect to the multi-attribute decision making problem with Pythagorean uncertain linguistic variables, in
which attribute weights and expert weights are completely unknown, an extended VIKOR method is proposed. Firstly, the
concept of Pythagorean uncertain linguistic variables is defined. Combining with the concept of linguistic scale functions,
the operational laws, comparison method and Hamming distance of Pythagorean uncertain linguistic variables are also
proposed to accommodate different semantic situations. Then, an objective attribute weight determination method is
proposed to determinate the attribute weights based on the Pythagorean uncertain linguistic entropy measure, and an
objective expert weight determination method is also proposed to determine the weight of experts with respect to each
attribute by calculating the similarity degree among evaluation values in which the attribute values are expressed as
Pythagorean uncertain linguistic variables. Based on the above research, an extended VIKOR method is proposed to solve
Pythagorean uncertain linguistic multi-attribute group decision making problems. Finally, an example of domestic airline
service quality evaluation is provided to demonstrate the effectiveness and feasibility of the proposed method.
Keywords: Pythagorean uncertain linguistic variables；VIKOR method；multi-attribute group decision making method

0 引 言

作为传统模糊集的一种重要拓展, Atanassov
提出的直觉模糊集 (IFS)[1]可以同时表达隶属度、非

隶属度和犹豫度 3方面的信息,相比传统模糊集,更
适合在实际问题中描述模糊性和不确定性.最近,
Yager在文献 [2]中指出, IFS无法描述现实中可能存

在的隶属度与非隶属度之和大于1的情况.例如,专
家在评价方案属性时,可能给出的隶属度为

√
3/2,非

隶属度为1/2,由于
√
3/2 + 1/2 ⩾ 1,无法直接用传

统的 IFS来表达.为此, Yager提出Pythagorean模糊集
(PFS)的概念. PFS作为 IFS的一种扩展,允许隶属度
和非隶属度之和大于等于1,但平方和小于等于1.由
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于(
√
3/2)2+(1/2)2 ⩽ 1,可以直接利用PFS来描述类

似信息.相比直觉模糊集, PFS具有更大范围的约束
空间和更强的建模能力.目前, PFS已经引起国内外
学者的广泛关注,并取得了一定的研究成果. Yager[2]

提出了一种基于 Pythagorean模糊聚合算子的多属
性决策方法; Zhang等[3]给出了 Pythagorean模糊数
(PFN)的定义,提出了Pythagorean模糊TOPSIS多属
性决策方法; Peng等[4]进一步定义了PFN的减法和
除法操作,并详细讨论了运算性质; Reformat等[5]将

PFN应用到协作推荐系统的设计中; Bustince等[6]明

确指出了直觉模糊集是PFS的特例.
然而, PFS与直觉模糊集一样,只能粗略表达隶

属和非隶属于某个特定模糊概念“好”、“坏”的程

度,所属对象不是很清晰和具体[7].而在一些现实问
题中,人们更习惯对某些准则进行定性评价,比如员
工绩效评估考核时,习惯用“优”、“良”、“一般”、“差”
等语言术语来评价.基于文献 [7]的研究思路,结
合Pythagorean模糊集和不确定语言变量,本文提出
Pythagorean不确定语言集的概念.一方面,它综合了
PFS和不确定语言变量的优点;另一方面,直觉语言
集[7]、不确定语言变量[8]、Pythagorean语言集[9]都可

以看作其特例.因此,研究Pythagorean不确定语言集
的相关理论、方法以及在群决策中的应用更具有普

适性,具有重要的研究价值.
VIKOR方法是Opricovic[10]提出的一种基于理

想点和折衷规划的排序方法,其最大特点在于同时考
虑了群体效用最大化和个体遗憾最小化,并考虑了专
家的主观偏好.之后, Opricovic等[11-12]将VIKOR方
法与TOPSIS、ELECTRE和PROMETHEE方法进行
对比分析,指出VIKOR方法能够得到更为合理的排
序结果.近年来,许多学者已经将VIKOR方法扩展到
了直觉模糊集、二元语义、犹豫模糊语言等决策环

境,并应用到供应商选择[13]、能源管理[14]、投资决

策[15]等多种领域.本文则进一步将VIKOR方法扩展
到Pythagorean不确定语言多属性决策环境.
综上所述,本文首先研究Pythagorean不确定语

言集的基本理论,提出考虑语义变化的Pythagorean
不确定语言变量的运算法则、 大小比较方法和

Hamming距离测度等;然后提出基于熵权的属性权
重确定方法和基于相似度的专家权重确定方法,进而
提出扩展的VIKOR方法来解决Pythagorean不确定
语言环境下的多属性群决策问题;最后通过航空服
务质量评估实例验证所提方法的有效性.

1 基本知识

1.1 直觉模糊集

定义 1 [1] 设X是一个非空有限集合,X上的
直觉模糊集可以定义为A = ⟨x, µA(x), νA(x)|x ∈
X⟩.其中,函数µA(x) : X → [0, 1]和νA : X → [0, 1]

分别表示元素x属于X的隶属度和非隶属度,且满
足约束条件0 ⩽ µA(x) + νA(x) ⩽ 1. πA(x) = 1 −
µA(x)− νA(x)称为犹豫度.

Xu等[16]对直觉模糊决策理论和方法进行了综

述,归纳总结了直觉模糊集在信息聚合、排序方法、
属性权重确定方法等方面的研究进展,并指出未来值
得关注的研究热点.然而,直觉模糊集一方面无法表
示隶属度和非隶属度之和大于1的情况,另一方面只
能粗略表达隶属于或非隶属于某个特定模糊概念的

程度,所属对象不是很清晰和具体[7].

1.2 不确定语言变量

设S = {si|i = 0, 1, · · · , t}是一个有序的奇数
个数的离散语言术语集,其中si表示可能的语言术语

值.通常, t可取4、6或者8. S需满足以下约束条件.
1) S是有序的,即若i ⩾ j,则有si ⩾ sj .
2)非负算子. Neg(si) = sj ,其中j = t− 1− i.
3)最大算子.若i ⩾ j,则有max{si, sj} = si.
4)最小算子.若i ⩽ j,则有min{si, sj} = sj .
为了尽量避免和减少计算中可能存在的信息丢

失问题, Xu[17]将离散语言术语集S扩展成连续语言

术语集 S̃ = {s̃i|i ∈ [0, r]},其中r ⩾ t.此外,为了描述
语言评估值可能界于预定义的两个语言术语之间的

情况, Xu[8]进一步提出了不确定语言变量的概念.
定义2 [2] 设 s̃ = [sα, sβ], sα, sβ ∈ S̃,且0 ⩽ α ⩽

β, sα和sβ分别是 s̃的下限和上限,则称 s̃为不确定语

言变量.
设 s̃1 = [sα1

,sβ1
]和 s̃2 = [sα2

, sβ2
]为任意两个不

确定语言变量,λ ⩾ 0,其运算法则[8]定义如下:
s̃1 ⊕ s̃2 = [sα1

, sβ1
]⊕ [sα2

, sβ2
] = [sα1+α2

, sβ1+β2
],

s̃1 ⊗ s̃2 = [sα1
, sβ1

]⊗ [sα2
, sβ2

] = [sα1×α2
, sβ1×β2

],

λs̃1 = λ[sα1
, sβ1

] = [sλα1
, sλβ1

],

(s̃1)
λ = ([sα1

, sβ1
])λ = [(sα1

)λ, (sβ1
)λ] = [sαλ

1
, sβλ

1
].

1.3 Pythagorean模糊集
定义3 [2-3] 设X为一个非空有限集合,则X上

的 Pythagorean模糊集 (PFS)可以定义为P = ⟨x,
P (µP (x), νP (x))⟩|x ∈ X .其中,函数µp(x) : X →
[0, 1]和νp(x) : X → [0, 1]分别定义为x属于P的隶

属度和非隶属度,并满足µ2
P (x) + ν2

P (x) ⩽ 1.对于任
意元素x和集合P ,称πP (x) =

√
1− µ2

P (x)− ν2
P (x)

为Pythagorean模糊指标.为了方便,称α = P (µα, να)
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为Pythagorean模糊数(PFN).
设α = P (µα, να)和β = P (µβ, νβ)为任意两个

PFNs, Zhang等[3]提出运算法则,定义如下:

αc = P (να, µα);

α⊕ β = P (
√

µ2
α + µ2

β − µ2
αµ

2
β, νανβ);

α⊗ β = P (µαµβ,
√
ν2
α + ν2

β − ν2
αν

2
β);

λα = P (
√

1− (1− µ2
α)

λ, (να)
λ), λ > 0;

αλ = P ((µα)
λ,
√

1− (1− ν2
α)

λ), λ > 0.

2 Pythagorean不确定语言集及相关定义
定义4 设X = {x1, x2, · · · , xn}是有限论域集,

X上的Pythagorean不确定语言集(PULS)形式如下:

P̃ =

{⟨xi|([sθ(xi), sτ(xi)], P̃ (µP̃ (xi), νP̃ (xi)))⟩|xi ∈ X}.

其中: sθ(xi), sτ(xi) ∈ S̃;µP̃ : X → [0, 1]和νP̃ : X →
[0, 1]分别表示xi隶属于和非隶属于 [sθ(xi), sτ(xi)]的

程度,满足0 ⩽ µ2
P̃
(xi)+ν2

P̃
(xi) ⩽ 1,∀xi ∈ X . ϖP̃ (xi)

=
√

1− µ2
P̃
(xi)− ν2

P̃
(xi),∀xi ∈ X ,表示 xi隶属

于 [sθ(xi), sτ(xi)]的犹豫度.为表示方便, 4元组 α̃ =⟨
[sθ(xi), sτ(xi)], P̃ (µP̃ (xi), νP̃ (xi))

⟩
称为 Pythagorean

不确定语言数(PULN).
定义5 [18] 如果任给θi ∈ R+(R+ = {r|r ⩾ 0,

r ∈ R})为实数值,则语言刻度函数f表示为映射f :

si → θi(i = 0, 1, · · · , t),其中0 ⩽ θ0 < θ1 < · · · < θt.
显然, f是下标 i的严格单调递增函数. θi反映了

专家使用si ∈ S时的偏好值. Wang等[18]总结了几种

可能的语言刻度函数.例如,简单的基于语言下标的
平均函数

f(si) = θi =
i

t
, i = 0, 1, · · · , t. (1)

这种方式虽然简单,易于使用,但是无法反映专
家的主观感觉变化. Wang等[18]在文献 [19]的基础上,
提出一种新的复合语言刻度函数

f(si) = θi =


α

t
2 − α

t
2−i

2α
t
2 − 2

, 0 ⩽ i ⩽ t

2
;

α
t
2 + αi− t

2 − 2

2α
t
2 − 2

,
t

2
< i ⩽ t.

(2)

其中α, β ∈ (0, 1].如果α = β = 1,则式 (2)转换为
式 (1).此外,随着术语从中间向两端扩展,式 (2)能够
表达相邻两个术语绝对偏差的降低.同样,为了避免
信息丢失, f可以扩展成 f̄ : S̃ → R+(R+ = {r|r ⩾
0, r ∈ R}),满足 f̄(si) = θi,且 f̄是严格单调递减的连

续函数. f̄的逆函数表示为 f̄−1.
定义 6 设 α̃ =

⟨
[sα̃1

, sα̃2
], P̃ (µα̃, να̃)

⟩
和 β̃ =⟨

[sβ̃1
, sβ̃2

], P̃ (µβ̃, νβ̃)
⟩
为任意两个PULNs,则考虑语

义变化的Pythagorean不确定语言运算法则定义如
下:
α̃⊕̃β̃ =

⟨[
f̄−1(f̄(sα̃1

) + f(sβ̃1
)), f̄−1(f̄(sα̃2

)+

f̄(sβ̃2
))], P

(√
µ2
α̃ + µ2

β̃
− µ2

α̃µ
2
β̃
, να̃νβ̃

)⟩
;

α̃⊗̃β̃ =
⟨
[f̄−1(f̄(sα̃1

) + f̄(sβ̃1
)), f̄−1(f̄(sα̃1

)+

f̄(sβ̃1
))], P (µα̃µβ̃,

√
ν2
α̃ + ν2

β̃
− ν2

α̃ν
2
β̃
)
⟩
;

λα̃ =
⟨
[f̄−1(λf̄(sα̃1

)), f̄−1(λf̄(sα̃2
))],

P (
√
1− (1− µ2

α̃)
λ, (να̃)

λ)
⟩
;

α̃λ =
⟨
[f̄−1(λf̄(sα̃1

)), f̄−1(λf̄(sα̃2
))],

P ((µα̃)
λ,
√

1− (1− ν2
α̃)

λ)
⟩
;

α̃c =
⟨
[f̄−1(f̄(st)− f̄(sα̃2

)), f̄−1(f̄(st)− f̄(sα̃1
))],

P (να, µα)
⟩

定义7 设 α̃ =
⟨
[sα̃1

, sα̃2
], P̃ (µα̃, να̃)

⟩
是任意的

PULN,则其期望值和精确函数值定义如下:

E(α̃) = (µ2(α̃) + 1− ν2(α̃))× (f̄(sα̃1
) + f̄(sα̃2

))

4
,

(3)

H(α̃) = (µ2(α̃) + ν2(α̃))× f̄(sα̃1
) + f̄(sα̃2

)

2
. (4)

定义 8 设 α̃ = ⟨[sα̃1
, sα̃2

], P̃ (µα̃, να̃)⟩和 β̃ =

⟨[sβ̃1
, sβ̃2

], P̃ (µβ̃, νβ̃)⟩为任意两个PULNs,则 α̃与 β̃之

间的大小关系可以定义为: 1)如果E(α̃) > E(β̃),则
α̃ ≻ β̃. 2)如果E(α̃) = E(β̃),则若H(α̃) > H(β̃),有
α̃ ≻ β̃;若H(α̃) = H(β̃),有 α̃ = β̃.
定义 9 设 α̃ = ⟨[sα̃1

, sα̃2
], P̃ (µα̃, να̃)⟩和 β̃ =

⟨[sβ̃1
, sβ̃2

], P̃ (µβ̃, νβ̃)⟩为任意两个PULNs,则 α̃与 β̃之

间的Hamming距离定义为
dH(α̃, β̃) =

1

4

∣∣(1 + µ2
α − ν2

α)(f̄(sα̃1
) + f̄(sα̃2

))−

(1 + µ2
β − ν2

β)(f̄(sβ̃1
) + f̄(sβ̃2

))
∣∣. (5)

定义10 设αi=⟨[sθ(αi), sτ(αi)],P (µ(αi), ν(αi))⟩
(i = 1, 2, · · · , n)为一组PULNs, PULWAA:Ωn → Ω,
若

PULWAA(α1, α2, · · · , αn) =
n∑

i=1

wiαi, (6)

则称 PULWAA为 Pythagorean不确定语言加权算术
平均算子.其中:Ω为Pythagorean不确定语言集合, w
= (w1, w2, · · · , wn)

T为αi的权重向量,wi ∈ [0, 1]且
n∑

i=1

wi = 1.

定理1 设 αi=⟨[sθ(αi), sτ(αi)], P (µ(αi), ν(αi))⟩
(i = 1, 2, · · · , n)为一组PULNs,则式 (6)的计算结果
仍为PULN,且有
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PULWAA(α1, α2, · · · , αn) =⟨[
f̄−1

( n∑
i=1

wif(sθ(αi)

)
, f̄−1

( n∑
i=1

wif(sτ(αi))
)]

,

(√√√√1−
n∏

i=1

(1− µ2(αi))wi ,

√√√√ n∏
i=1

(ν(αi))2wi

)⟩
. (7)

3 基于VIKOR的Pythagorean不确定语言
多属性群决策方法

3.1 决策问题描述

基于PULN的多属性群决策问题描述为:设X =

{x1, x2, · · · , xm}为有限备选方案集,C = {c1, c2,
· · · , cn}为属性集合,属性权重向量为W = {w1, w2,

. . . , wn}T,

n∑
i=0

wi = 1, wi ⩾ 0, E = {e1, e2, · · · ,

ep}为专家集合.为方便描述,设M = {1, 2, · · · ,m},
N = {1, 2, · · · , n},P = {1, 2, · · · , p}.由于不同专家
拥有的知识、经验及所属行业不同,对不同专家分属
性赋予不同权重,并非对所有属性赋予相同权重,可
以获得更为合理的决策结果.设专家权重为λ

(j)
k (k ∈

P, j ∈ N),且0 ⩽ λ
(j)
k ⩽ 1,

p∑
k=1

λ
(j)
k = 1.设专家ek

对方案xi在属性 cj下的评估值用PULN表示为 r
(k)
ij

= ⟨[sθ(k)(xij), sτ(k)(xij)], P (µ
(k)
ij , ν

(k)
ij )⟩, ek给出的评估

矩阵表示为R(k) = [r
(k)
ij ]m×n, k ∈ P .

3.2 专家权重确定方法

首先将专家 ek提供的决策矩阵R(k)(k ∈ P )

转换成关于每个属性的评估矩阵,即D(1), D(2), · · · ,
D(n),表示如下:

D(j) = (ξ
(j)
ki )p×m =

x1 x2 · · · xm

e1

e2
...
ep


ξ
(j)
11

ξ
(j)
21

...
ξ
(j)
p1

ξ
(j)
12

ξ
(j)
22

...
ξ
(j)
p2

· · ·
· · ·
. . .

· · ·

ξ
(j)
1m

ξ
(j)
2m

...
ξ
(j)
pm

 , (8)

其中 ξ
(j)
ki 等价于 r̃

(k)
ij .基于文献 [20-21],对于矩阵

D(j),方案xi关于属性cj的评估均值为

ξ̂
(j)
i = ⟨[s

θ̂(x
(j)
i )

, s
τ̂(x

(j)
i )

], P (µ̂
(j)
i , ν̂

(j)
i )⟩. (9)

其中

s
θ̂(x

(j)
i )

= f̄−1
(1
p

p∑
k=1

f̄(sθ(j)(xki))
)
,

s
τ̂(x

(j)
i )

= f̄−1
(1
p

p∑
k=1

f̄(sτ(j)(xki))
)
,

µ̂
(j)
i =

1

p

p∑
k=1

µ
(j)
ki ,

ν̂
(j)
i =

1

p

p∑
k=1

ν
(j)
ki .

对于方案xi ∈ X , ek提供的ξ
(j)
ki 与均值 ξ̂

(j)
i 之间

的相似度s
(j)
ki 可以定义为

s
(j)
ki = 1− d(ξ

(j)
ki , ξ̂

(j)
i )

p∑
k=1

d(ξ
(j)
ki , ξ̂

(j)
i )

, (10)

k ∈ P, i ∈ M, j ∈ N,

其中d(ξ
(j)
ki , ξ̂

(j)
i )为式(5)定义的 ξ

(j)
ki 与均值 ξ̂

(j)
i 之间

的距离.对于属性 cj ∈ C,利用相似度s
(j)
ki 可以构造

相似度矩阵为

S(j) = (s
(j)
ki )p×m =

x1 x2 · · · xm

e1

e2
...
ep


s
(j)
11

s
(j)
21

...
s
(j)
p1

s
(j)
12

s
(j)
22

...
s
(j)
p2

· · ·
· · ·
. . .

· · ·

s
(j)
1m

s
(j)
2m

...
s
(j)
pm

 ,

(11)

其中j ∈ N.基于相似度矩阵S(j),专家ek(k ∈ P )关

于属性cj ∈ C的总体相似度计算如下:

γ
(j)
k =

m∑
i=1

s
(j)
ki , k ∈ P, i ∈ M, j ∈ N. (12)

最后,专家ei关于属性cj的权重可以计算如下:

λ
(j)
k =

γ
(j)
k

p∑
k=1

γ
(j)
k

, k ∈ P, j ∈ N. (13)

显然, 0 ⩽ λ
(j)
k ⩽ 1,且

p∑
k=1

λ
(j)
k = 1.

3.3 属性权重确定方法

设A={⟨xi|([sθ(xi),sτ(xi)], P (µ(xi), ν(xi)))⟩xi ∈
X}和B = {⟨xi|([sθ̃(xi)

, sτ̃(xi)], P (µ̃(xi), ν̃(xi)))⟩xi ∈
X}为任意两个PULNs,则当且仅当 sθ(xi) ⩽ sθ̃(xi)

,
sτ(xi) ⩾ sτ̃(xi),µ(xi) ⩽ µ̃(xi), ν̃(xi) ⩾ ν(xi), ∀xi ∈
X时,有A ⊆ B. X上的Pythagorean不确定语言数集
合用PULN(X)表示.
定义 11 设A = {⟨xi|([sθ(xi), sτ(xi)], P (µ(xi),

ν(xi)))⟩,xi ∈ X},令

E(A) = 1

n

n∑
i=1

[2− |f̄(sθ(xi))− f̄(sτ(xi))| − |µ2(xi)−

ν2(xi)|+ πP (xi)]/[2 + |f̄(sθ(xi))−

f̄(sτ(xi))|+ |µ2(xi)− ν2(xi)|+ πP (xi)].

显然,当方案在某一属性下的评价信息熵值越小
时,赋予该属性的权重应越大;反之,权重应越小.依
据这一基本原则及文献 [22],给出属性客观权重确定
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方法如下:
首先,利用式 (14)计算专家评估信息的熵值,建

立Pythagorean不确定语言熵矩阵为

DE =

c1 c2 · · · c1n

x1

x2

...
xp


E11

E21

...
Em1

E12

E22

...
Em2

· · ·
· · ·
. . .

· · ·

E1m

E2m

...
Epm

 ;

然后,聚合和标准化Pythagorean不确定语言模
糊熵值

Sj =

m∑
i=1

Eij

m∑
i=1

n∑
j=1

Eij

, j ∈ N, (14)

其中Eij为备选方案xi在属性cj下的Pythagorean不
确定语言模糊熵;
最后,计算属性权重

wj =
1− Sj

n∑
j=1

(1− Sj)

, j ∈ N. (15)

3.4 决策步骤

Step 1: 构建 Pythagorean不确定语言决策矩阵
R(k) = (r

(k)
ij )m×n(k ∈ P ),并进行标准化处理,获得

标准化决策矩阵 R̃(k) = (r̃
(k)
ij )m×n(k ∈ P ).

r̃
(k)
ij =

r
(k)
ij , 效益型属性Ib;(
r
(k)
ij

)c
, 成本型属性Ic.

(16)

其中: i ∈ M, j ∈ N ; (r
(k)
ij )c是r

(k)
ij 的补集,且 (r

(k)
ij )c

= ⟨[f̄−1(f̄(st) − f̄(s
(k)
τ(xij)

)), f̄−1(f̄(st) − f̄(s
(k)
θ(xij)

))],

P (ν
(k)
ij , µ

(k)
ij )⟩.

Step 2: 利用3.2节中专家权重确定方法,计算专
家对不同属性的权重λ

(j)
k (k ∈ P, j ∈ N).

Step 3: 利用Pythagorean不确定语言加权平均算
子PULWAA(式 (7))对方案xi在属性cj下的评估信息

进行集结,将个体决策矩阵 R̃(k)聚合为群体决策矩

阵G = {ηij}m×n = ⟨[sθ̃(ηij)
, sτ̃(ηij)], P (µ̃ηij

, ν̃ηij
)⟩.

Step 4: 利用3.3节中的属性权重确定方法,基于
群体决策矩阵G和Pythagorean不确定语言模糊熵公
式,求解属性权重wj(j ∈ N).

Step 5: 对群体决策矩阵G,确定方案正理想解
g+ = {g+1 , g+2 , · · · , g+n }和负理想解 g− = {g−1 , g−2 ,
· · · , g−n },其中

g+j =⟨[max
i

sθ(ηij),max
i

sτ(ηij)],

P (max
i

µ̃ηij
,min

i
ν̃ηij

)⟩,

g−j =⟨[min
i

sθ(ηij),min
i

sτ(ηij)],

P (min
i

µ̃ηij
,max

i
ν̃ηij

)⟩.

Step 6:将VIKOR方法扩展到Pythagorean不确定
语言环境,计算各方案的群体效益值S(xi)、个体遗憾

值R(xi)和折衷值Q(xi),有

S(xi) =
n∑

j=1

wj

d(g+j , ηij)

d(g+j , g
−
j )

, (17)

R(xi) = max
j

{
wj

(d(g+j , ηij)
d(g+j , g

−
j )

)}
, (18)

Q(xi) = ϕ
S(xi)− S+

S− − S+
+ (1− ϕ)

R(xi)−R+

R− −R+
. (19)

其中: i ∈ M, j ∈ N ; wj表示属性权重, d表示任意
两个PULNs之间的距离;S+ = min

i
{S(xi)},S− =

max
i

{S(xi)},R+ = min
i
{R(xi)},R− = max

i
{R(xi)};

ϕ ∈ [0, 1]表示折衷系数, 1 − ϕ表示个体遗憾值权

重.当ϕ > 0.5时,专家倾向于按最大化群体效用方
式进行决策;当ϕ < 0.5时,专家倾向于按个体遗憾最
小方式进行决策;当ϕ = 0.5时,专家按均衡方式,即
群体效用和个体遗憾同等重要的方式进行决策.

Step 7:分别根据S(xi)、R(xi)和Q(xi)对方案进

行升序排列,得到3个排序,数值越小表明方案越优.
Step 8: 确定折衷方案.设按照Q(xi)值升序的排

列结果为 x(1), x(2), · · · , x(m).如果 x(1)同时满足以

下两个条件,则x(1)为折衷方案:
1) Q(x(2))−Q(x(1)) ⩾ 1

m− 1
;

2)在依据S(xi)和R(xi)进行排列时,x(1)至少有

一个依然排列为最小值.
如果上述条件不能同时满足,则可以依据以下情

况分别得到妥协解方案: 1)如果不满足条件2,则方案
x(1)和x(2)均是折衷方案; 2)如果不满足条件1,则折
衷方案为x(1), x(2), · · · , x(d),其中x(d)满足Q(x(d))−
Q(x(1))d <

1

m− 1
.

4 实例分析

由于高速铁路的快速发展,国内航空市场面临着
激烈的竞争,越来越多的航空公司意识到服务质量是
在激烈的航空市场中生存和竞争的关键因素.现由
4位专家 (e1 ∼ e4)组成的评估委员会需要对4家航
空公司 (x1 ∼ x4)进行客服质量评估.选择文献 [23]
中提出的有型性、可靠性、保证性和服务人员作为

评价指标 (c1 ∼ c4).专家以PULN形式给出评估值,
用到的语言术语集S = {s0 = 非常差, s1 = 差,

s2 = 稍微差, s3 = 一般, s4 = 稍微好, s5 = 好, s6 =

非常好}.专家给出的决策矩阵为R(k) = ⟨[sθ(k)(xij),
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sτ(k)(xij)], P (µ
(k)
ij , ν

(k)
ij )⟩, i, j, k = 1, 2, · · · , 4,如表 1

∼表4所示.现要求选出服务质量最优的公司.

表 1 专家e1给出的决策矩阵R(1)

c1 c2

x1 ⟨[s2, s3], (0.7, 0.4)⟩ ⟨[s2, s2], (0.6, 0.3)⟩
x2 ⟨[s2, s4], (0.6, 0.3)⟩ ⟨[s1, s3], (0.7, 0.4)⟩
x3 ⟨[s1, s2], (0.5, 0.6)⟩ ⟨[s1, s2], (0.6, 0.3)⟩
x4 ⟨[s3, s4], (0.8, 0.3)⟩ ⟨[s3, s3], (0.5, 0.4)⟩

c3 c4

x1 ⟨[s2, s4], (0.8, 0.3)⟩ ⟨[s4, s6], (0.8, 0.4]⟩
x2 ⟨[s2, s4], (0.6, 0.2)⟩ ⟨[s3, s4], (0.9, 0.2)⟩
x3 ⟨[s3, s5], (0.7, 0.6)⟩ ⟨(s2, s4], (0.6, 0.4)⟩
x4 ⟨[s1, s4], (0.9, 0.3)⟩ ⟨[s1, s3], (0.5, 0.3)⟩

表 2 专家e2给出的决策矩阵R(2)

c1 c2

x1 ⟨[s2, s4], (0.6, 0.3)⟩ ⟨[s1, s2], (0.8, 0.3)⟩
x2 ⟨[s3, s4], (0.8, 0.4)⟩ ⟨[s2, s4], (0.6, 0.2)⟩
x3 ⟨[s1, s3], (0.7, 0.5)⟩ ⟨[s2, s3], (0.7, 0.4)⟩
x4 ⟨[s2, s3], (0.7, 0.2)⟩ ⟨[s1, s3], (0.5, 0.3)⟩

c3 c4

x1 ⟨[s3, s4], (0.7, 0.4)⟩ ⟨[s5, s6], (0.5, 0.3]⟩
x2 ⟨[s1, s3], (0.6, 0.5)⟩ ⟨[s3, s4], (0.7, 0.3)⟩
x3 ⟨[s2, s5], (0.8, 0.4)⟩ ⟨[s4, s5], (0.6, 0.5)⟩
x4 ⟨[s1, s3], (0.5, 0.4)⟩ ⟨[s2, s4], (0.8, 0.3)⟩

表 3 专家e3给出的决策矩阵R(3)

c1 c2

x1 ⟨[s1, s2], (0.8, 0.1)⟩ ⟨[s2, s4], (0.7, 0.5)⟩
x2 ⟨[s2, s2], (0.9, 0.2)⟩ ⟨[s1, s2], (0.5, 0.3)⟩
x3 ⟨[s2, s4], (0.6, 0.3)⟩ ⟨[s1, s4], (0.8, 0.3)⟩
x4 ⟨[s2, s4], (0.5, 0.3)⟩ ⟨[s3, s4], (0.6, 0.5)⟩

c3 c4

x1 ⟨[s2, s4], (0.5, 0.4)⟩ ⟨[s4, s5], (0.7, 0.5]⟩
x2 ⟨[s3, s4], (0.7, 0.2)⟩ ⟨[s4, s5], (0.8, 0.4)⟩
x3 ⟨[s3, s3], (0.9, 0.1)⟩ ⟨[s3, s4], (0.7, 0.3)⟩
x4 ⟨[s2, s2], (0.8, 0.2)⟩ ⟨[s5, s6], (0.9, 0.3)⟩

表 4 专家e4给出的决策矩阵R(4)

c1 c2

x1 ⟨[s4, s4], (0.9, 0.2)⟩ ⟨[s2, s4], (0.5, 0.4)⟩
x2 ⟨[s1, s4], (0.7, 0.2)⟩ ⟨[s1, s3], (0.7, 0.4)⟩
x3 ⟨[s3, s5], (0.8, 0.2)⟩ ⟨[s3, s4], (0.9, 0.2)⟩
x4 ⟨[s1, s2], (0.8, 0.4)⟩ ⟨[s2, s4], (0.7, 0.4)⟩

c3 c4

x1 ⟨[s2, s3], (0.8, 0.3)⟩ ⟨[s3, s4], (0.8, 0.5]⟩
x2 ⟨[s3, s3], (0.7, 0.1)⟩ ⟨[s4, s6], (0.8, 0.4)⟩
x3 ⟨[s3, s4], (0.7, 0.2)⟩ ⟨[s3, s4], (0.7, 0.2)⟩
x4 ⟨[s3, s4], (0.9, 0.1)⟩ ⟨[s3, s5], (0.7, 0.4)⟩

4.1 评估方案排序

下面给出基于上述方法进行评估的具体步骤,其
中语言刻度函数选择式(2),参数α取值为1.4[18].

Step 1: 由于4个属性均是效益型,不需要进行规

范化处理,即
R̃(k) = R(k) = ⟨[sθ̃(k)(xij)

, sτ̃(k)(xij)], P (µ̃
(k)
ij , ν̃

(k)
ij )⟩,

i, j, k = 1, 2, · · · , 4.

Step 2:基于3.2节中提出的基于相似度的专家权
重确定方法,计算专家权重,结果如下:

λ
(1)
1 = 0.271 5, λ

(1)
2 = 0.218 8,

λ
(1)
3 = 0.256 7, λ

(1)
4 = 0.253;

λ
(2)
1 = 0.220 5, λ

(2)
2 = 0.261 2,

λ
(2)
3 = 0.272 6, λ

(2)
4 = 0.245 7;

λ
(3)
1 = 0.219, λ

(3)
2 = 0.278 7,

λ
(3)
3 = 0.245 5, λ

(3)
4 = 0.256 7;

λ
(4)
1 = 0.271 5, λ

(4)
2 = 0.218 8,

λ
(4)
3 = 0.256 7, λ

(4)
4 = 0.253.

Step 3: 将个体决策矩阵R̃(k)(k = 1, 2, · · · , 4)利
用PULWAA算子 (式 (7))聚合成群体决策矩阵G =

{ηij}m×n = ⟨[sθ̃(ηij)
, sτ̃(ηij)], P (µ̃ηij

, ν̃ηij
)⟩,结果如

表5所示.

表 5 专家群体决策矩阵G

c1 c2

x1 ⟨[s1.96, s3.19], (0.77, 0.22)⟩ ⟨[s1.75, s3.04], (0.67, 0.37)⟩
x2 ⟨[s2.02, s3.45], (0.80, 0.27)⟩ ⟨[s1.19, s2.94], (0.64, 0.32)⟩
x3 ⟨[s1.57, s3.54], (0.66, 0.38)⟩ ⟨[s1.60, s3.21], (0.78, 0.29)⟩
x4 ⟨[s1.98, s3.39], (0.71, 0.28)⟩ ⟨[s2.20, s3.65], (0.59, 0.40)⟩

c3 c4

x1 ⟨[s2.19, s3.77], (0.73, 0.34)⟩ ⟨[s4.11, s5.35], (0.72, 0.42)⟩
x2 ⟨[s2.17, s3.57], (0.66, 0.21)⟩ ⟨[s3.55, s4.88], (0.81, 0.32)⟩
x3 ⟨[s2.75, s4.36], (0.79, 0.27)⟩ ⟨[s3.06, s4.31], (0.66, 0.33)⟩
x4 ⟨[s1.65, s3.33], (0.84, 0.22)⟩ ⟨[s2.80, s4.75], (0.78, 0.32)⟩

Step 4: 利用熵公式 (14),建立专家群体决策
Pythagorean不确定语言熵矩阵DE , 进而利用式 (16)
计算属性权重为

w1 = 0.251 0, w2 = 0.242 4,

w3 = 0.254 7, w4 = 0.251 9.

Step 5:基于矩阵G,确定方案正负理想解为

g+ ={⟨[s2.016 3, s3.542 1], (0.796 8, 0.215 5)⟩,
⟨[s2.197 5, s3.56], (0.783 5, 0.289 3)⟩,
⟨[s2.750 4, s4.360 4], (0.836 5, 0.204 6)⟩,
⟨[[s4.106 1, s5.347], (0.809 9, 0.317 9)⟩},

g− ={⟨[s1.572 7, s3.194], (0.662 6, 0.379)⟩,
⟨[s1.193 4, s2.938 8], (0.588 8, 0.399)⟩,
⟨[s1.647 9, s3.326 2], (0.655, 0.342 9)⟩,
⟨[s2.792 6, s4.306 5], (0.655 7, 0.414 5)⟩}.

Step 6: 根据式 (18)和 (19),结合距离公式 (5),计
算各方案的群体效益值S(xi)和个体遗憾值R(xi)为
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S(x1) = 0.469 5, S(x2) = 0.490 5,

S(x3) = 0.551 5, S(x4) = 0.542 6,

R(x1) = 0.162 6, R(x2) = 0.206 4,

R(x3) = 0.220 9, R(x4) = 0.154 7;

根据式(20),λ = 0.5,计算折衷值为

Q(x1) = 0.059 2, Q(x2) = 0.517 9,

Q(x3) = 1.0, Q(x4) = 0.445 5.

Step 7:根据S(xi)、R(xi)和Q(xi)的值进行升序

排列,分别得到备选方案的3个排序,结果见表6.
Step 8:由表6可以看出,x1满足Q(x1)−Q(x4) =

0.386 3 ⩾ 1

(4− 1)
= 0.333 3,且x1在依据S(xi)排

表 6 按Si, Ri, Qi的值升序排列结果

1 2 3 4

按Si x1 x2 x4 x3

按Ri x4 x1 x2 x3

按Qi x1 x4 x2 x3

序时仍然是最小值,即x1同时满足条件1和条件2.因
此,λ = 0.5时,x1为折衷方案.

4.2 敏感性分析

在实际决策中,专家可能有不同的决策态度,进
而采取不同的折衷系数,即ϕ可取 [0, 1]之间的任何

值.下面分析折衷参数ϕ的变化对最终排序结果的影

响,计算结果如表7所示.

表 7 折衷系数ϕ对方案排序的影响

ϕ Q(x1) Q(x2) Q(x3) Q(x4) 方案排序 折衷方案

0.0 0.118 3 0.780 3 1.0 0.0 x4 ≻ x1 ≻ x2 ≻ x3 x1, x4

0.1 0.106 5 0.727 8 1.0 0.089 1 x4 ≻ x1 ≻ x2 ≻ x3 x1, x4

0.3 0.082 8 0.622 9 1.0 0.267 3 x1 ≻ x4 ≻ x2 ≻ x3 x1, x4

0.5 0.059 2 0.517 9 1.0 0.445 5 x1 ≻ x4 ≻ x2 ≻ x3 x1

0.7 0.035 5 0.413 0 1.0 0.623 7 x1 ≻ x2 ≻ x4 ≻ x3 x1

0.9 0.011 8 0.308 0 1.0 0.801 9 x1 ≻ x2 ≻ x4 ≻ x3 x1, x2

1.0 0.0 0.255 5 1.0 0.891 0 x1 ≻ x2 ≻ x4 ≻ x3 x1, x2

显然,从表 7可以看出ϕ会对结果产生影响.当
ϕ取值为 {0, 0.1, 0.3},即专家较多考虑个体遗憾时,
折衷方案为 {x1, x4};当ϕ = 0.5,即专家认为群体
效用和个体遗憾同等重要时,折衷方案为x1;当ϕ取

值为 0.9或 1,即较多考虑群体效用时,折衷方案为
{x1, x2}.此外,当ϕ分别取两个极端值,即当ϕ = 0,只
考虑个体遗憾时,排序结果等价于依据个体遗憾最小
R(xi)进行排序;当ϕ = 1,即只考虑群体效用时,排序
结果等价于依据群体效用最大S(xi)进行排序.由此

可见,ϕ描述了最大群体效用和最小个体遗憾之间的
妥协,ϕ值的变化可以表达专家不同的主观偏好,提
高决策的灵活性和可用性.

4.3 方法对比分析

将本文提出的方法 (PUL-VIKOR)同Pythagorean
不确定语言TOPSIS方法 (PUL-TOPSIS,扩展自文献
[3])和 Pythagorean不确定语言算术加权平均方法
(PULWAA)进行比较,计算结果如表8所示.

表 8 方法对比

方案
PUL-VIKOR(ϕ = 0) PUL-VIKOR(ϕ = 0.5) PUL-VIKOR(ϕ = 0) PUL-TOPSIS PULWAA

Q(xi) 排序 Q(xi) 排序 Q(xi) 排序 贴近度 排序 得分 排序

x1 0.118 3 2 0.059 2 1 0 1 0.507 1 1 0.375 7 1
x2 0.780 3 3 0.517 9 3 0.255 5 2 0.476 3 2 0.366 0 2
x3 1.0 4 1.0 4 1.0 4 0.454 1 3 0.366 2 4
x4 0.0 1 0.445 5 2 0.891 0 3 0.433 3 4 0.365 4 3

从表7和表8可以看出:当ϕ = 0时, PUL-VIKOR
方法得到的排序为x4 ≻ x1 ≻ x2 ≻ x3,折衷方案为
x1和x4,而当ϕ = 0.5或1时,折衷方案均为x1; PUL-
TOPSIS方法和PULWAA方法得到的最优选择均为
x1.虽然3种方法产生的排序结果存在一定差异,但
得到的最优选择均为x1,这也验证了本文所提方法
的有效性.产生差异的原因可能在于PUL-TOPSIS方
法和PULWAA方法都没有考虑专家的主观偏好.此
外, PUL-VIKOR方法考虑了群体最大和个体遗憾最

小来获得妥协解,同时结合语言刻度函数, 可以适应
不同语义环境.

5 结 论

Pythagorean不确定语言变量集成了Pythagorean
模糊数和不确定语言变量的优点,是直觉语言数的
扩展和一般化,更适合表达语言信息,具有更广泛的
使用场合和较强的使用价值.本文提出了一种扩展
的VIKOR方法来处理Pythagorean不确定语言环境
下的多属性群决策问题,通过航空公司客服质量评估
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示例分析,说明了该方法的有效性,并进行了参数的
敏感性分析以及对比分析.下一步将针对专家和属
性之间可能存在关联关系、权重部分未知的多属性

决策问题,提出相应的Pythagorean不确定语言多属
性群决策方法.
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