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白化权函数已知的区间灰数的核与灰度
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摘 要: 针对在白化权函数已知的情形下,区间灰数的核与灰度的构造问题进行研究.给出该情形下区间灰数的
核与灰度的重构定义,提出区间灰数间并的核与灰度,并对它们的相关性质进行分析.探讨当区间灰数具有典型
白化权函数时相应的核与灰度,特别地,当白化权函数退化成在区间灰数内取值为1,即缺乏区间灰数的取值分布
信息时,核、灰度的结果与原有定义一致.所提出的核与灰度是对已有研究的一种拓广.
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Abstract: This paper studies the structural problems of kernel and grayness of interval gray numbers under the known
whitening weight function. Firstly, the definition of kernel and gray scale reconstruction of the interval grey number is
given. The kernel and grayness of the union of grey numbers are proposed, and their correlation properties are analyzed.
Then, the kernel and gray scale are discussed when the interval grey number is a typical function of the white power.
Particularly, when the whitening weight function is reduced to being one within the interval grey number, namely the grey
number is lack of the distribution information, the results of the kernel and the grayness are consistent with the original
definition. The proposed kernel and gray level are extended to the existing research.
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灰代数系统是灰色系统理论的基础,关于灰代
数系统的研究一直备受学者们的关注和重视.邓聚
龙[1]以认知模式为前提,提出了灰朦胧集,构建了灰
数学的基本框架,为灰色系统奠定了理论基础.部分
学者对灰朦胧集的差异信息理论、灰生成空间的结

构、灰生成的矩阵表示以及广义累加生成空间进行

了研究[2-3].
区间灰数的表示方法和运算法则是灰代数系统

中较重要的一部分内容,一些学者先后提出了3种区
间灰数的表示方法及其运算法则:第1种是区间灰数
的普通表示方法 (如⊗ ∈ [a, b])[4],第2种是标准区间
灰数表示方法[5],这两种区间灰数之间可以相互转
换,但没有考虑灰数所产生的背景或论域;第 3种表
示方法建立在论域的基础上,称为基于论域的核与
灰度的表示方法,该方法提出了灰度不减公理和运
算法则[6]. Liu等[7]对基于核和灰度的灰数加和减的

灰度合成进行了深入探讨.针对第3种区间灰数之间
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的运算结果可能不在论域中的问题,提出了合成灰
数及其灰度的定义[8].有学者认为灰度不减公理存
在一定的局限性,并对基于核和灰度的灰数加、减和
数乘运算法则进行了修正,但该修正还存在一定的
缺陷[9].也有学者对基于灰色白化权函数的灰数的灰
度进行了探讨[10].少数学者对灰集合定义了交和并
两种运算,并验证了交运算能减少灰集合的不确定
性[11]. Wang[12]给出了区间灰数序列的白化均值、白

化方差、白化协方差和白化相关系数等概念,是对经
典统计的一种尝试性拓广.

目前,关于灰数的核与灰度的定义,主要是针对
在缺乏灰数取值分布信息的情形下进行的研究.本
文主要针对在灰数取值分布信息已知,即灰数的白化
权函数已知的情形下,定义灰数的核与灰度,并给出
灰数间并与交的核与灰度.灰数有很多种类,本文主
要讨论区间灰数的核与灰度.

1 白化权函数已知的区间灰数的核与灰度

当灰数某些分布信息已知时,白化权函数可以用
来描述该灰数对其取值范围内不同数值的偏爱程度,
能够利用白化权函数描述的灰数,是一类所掌握的取
值分布信息不完全的灰数.人们对灰色系统认识的
不确定程度可以由灰数的灰度来反映,因此,灰数的
灰度与该灰数产生的论域有着紧密的联系[4].由于灰
数产生的背景或论域Ω一般为人们所共识,不含任何
有用的信息[4],此时默认论域对其取值范围内不同数
值的取值可能性相等,可以将它当作白化权函数为1
的特殊灰数加以处理.设Ω ∈ [a, b],认为论域Ω的白

化权函数[10]为

fΩ(x) =

1, x ∈ [a, b];

0, x /∈ [a, b].

定义1 设论域Ω ∈ [a, b],⊗ ∈ [a1, b1] ⊂ Ω,
f⊗(x)为灰数⊗的白化权函数,其中0 ⩽ f⊗(x) ⩽ 1,
如图1所示,则区间灰数⊗的核为

⊗̂ =

w b1

a1

f⊗(x)xdxw b1

a1

f⊗(x)dx
; (1)

区间灰数⊗的灰度为

go(⊗) =w b1

a1

f⊗(x)dxw b

a
fΩ(x)dx

=

w b1

a1

f⊗(x)dx

b− a

∆
=

µ(⊗)

µ(Ω)
. (2)

当论域Ω中任意区间灰数⊗的白化权函数未知
时,默认区间灰数对其取值范围内不同数值的取值可
能性相等,即认为区间灰数⊗的白化权函数为

xa1 b1

0

1

f x( )

图 1 区间灰数⊗的白化权函数

f⊗(x) =

1, x ∈ [a1, b1];

0, x /∈ [a1, b1].

此时⊗的核与灰度分别为

⊗̂ =

w b1

a1

xdxw b1

a1

dx
=

a1 + b1
2

,

g0(⊗) =

w b1

a1

dxw b

a
dx

=
b1 − a1
b− a

.

可得Ω的核与灰度分别为

Ω̂ =

w b

a
xdxw b

a
dx

=
a+ b

2
,

go(Ω) =

w b

a
dxw b

a
dx

= 1.

上述结果与文献[6]完全一致.
定理1 若区间灰数⊗定义其灰度为

go(⊗) =w b1

a1

f⊗(x)dxw b

a
fΩ(x)dx

=

w b1

a1

f⊗(x)dx

b− a

∆
=

µ(⊗)

µ(Ω)
,

则其满足灰度定义的4个公理.
证明 1)因为

⊗ ⊂ Ω, 0 ⩽ f⊗(x) ⩽ 1,

由定积分的几何意义可知

0 ⩽
w b1

a1

f⊗(x)dx ⩽
w b

a
fΩ(x)dx,

即

0 ⩽ µ(⊗) ⩽ µ(Ω).

从而得到

0 ⩽ go(⊗) ⩽ 1.

2)当⊗ ∈ [a1, b1]时, a1 ⩽ b1,当a1 = b1时, go(⊗)

= 0.
3)公理3和公理4显然成立. 2
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定义2 [6] 设论域Ω ∈ [a, b],⊗1 ∈ [a1, b1] ⊂ Ω,
a1 < b1, ⊗̂1为⊗1的核, go(⊗1)为⊗1的灰度,则称
⊗̂1(go(⊗1))为区间灰数⊗1的简化形式.
定义3 [4] 设论域Ω ∈ [a, b],⊗1 ∈ [a1, b1] ⊂ Ω,

a1 < b1,⊗2 ∈ [a2, b2] ⊂ Ω, a2 < b2,则称⊗1

∪
⊗2 =

{ξ|ξ ∈ [a1, b1]或ξ ∈ [a2, b2]}为灰数⊗1,⊗2的并.
对于两个区间灰数并的核与灰度的定义,借助文

献[7]的方法,可得如下定义.
定义4 设论域Ω ∈ [a, b],⊗1 ∈ [a1, b1] ⊂ Ω,

a1 < b1,⊗2 ∈ [a2, b2] ⊂ Ω, a2 < b2, 0 ⩽ f⊗1
(x) ⩽

1, 0 ⩽ f⊗2
(x) ⩽ 1分别为灰数⊗1,⊗2的白化权函

数, ⊗̂1, ⊗̂2分别为⊗1,⊗2的核, go(⊗1), g
o(⊗2)分别为

⊗1,⊗2的灰度,则⊗1

∪
⊗2的核为

̂(⊗1

∪
⊗2) =

1

2
(⊗̂1 + ⊗̂2) =

1

2

(w b1

a1

xf⊗1
(x)dxw b1

a1

f⊗1
(x)dx

+

w b2

a2

xf⊗2
(x)dxw b2

a2

f⊗2
(x)dx

)
; (3)

⊗1

∪
⊗2的灰度为

go(⊗1

∪
⊗2) =

1

̂(⊗1

∪
⊗2)

[⊗̂1g
o(⊗1) + ⊗̂2g

o(⊗2)]. (4)

定 理 2 go(⊗1

∪
⊗2) 至 少 不 小 于 go(⊗1)、

go(⊗2)中的一个.
证明 不妨设⊗̂1 ⩽ ⊗̂2,则有

go(⊗1

∪
⊗2) =

1

̂(⊗1

∪
⊗2)

[⊗̂1g
o(⊗1) + ⊗̂2g

o(⊗2)] =

1

1

2
(⊗̂1 + ⊗̂2)

[⊗̂1g
o(⊗1) + ⊗̂2g

o(⊗2)] ⩾

1

1

2
(⊗̂2 + ⊗̂2)

[⊗̂1g
o(⊗1) + ⊗̂2g

o(⊗2)] =

⊗̂1g
o(⊗1)

⊗̂2

+ go(⊗2) ⩾ go(⊗2).

当⊗̂1 ⩾ ⊗̂2时,同理可证

go(⊗1

∪
⊗2) ⩾ go(⊗1). 2

2 白化权函数已知的区间灰数的运算法则

设论域Ω ∈ [a, b],⊗1 ∈ [a1, b1] ⊂ Ω, a1 < b1,⊗2

∈ [a2, b2] ⊂ Ω, a2 < b2, ⊗̂1, ⊗̂2分别为⊗1,⊗2的核,
go(⊗1)

∆
= go1 , go(⊗2)

∆
= go2分别为⊗1,⊗2的灰度.利

用文献 [7]的结果,给出白化权函数已知的区间灰数
的运算法则.
法则1 ⊗̂1(go

1)
+ ⊗̂2(go

2)
= (⊗̂1 + ⊗̂2)(ω1go

1+ω2go
2)
,

ωi =
⊗̂i

⊗̂1 + ⊗̂2

, i = 1, 2.

法则2 −⊗̂1(go
1)

= (−⊗̂1)(go
1)

.
法则3 ⊗̂1(go

1)
−⊗̂2(go

2)
= (⊗̂1 − ⊗̂2)(ω1go

1+ω2go
2)

,ωi

同上.
法则4 ⊗̂1(go

1)
× ⊗̂2(go

2)
= (⊗̂1 ×⊗̂2)(go

1∨go
2)

.
法则5 若⊗̂1 ̸= 0,则1/⊗̂1(go

1)
= (1/⊗̂1)(go

1)
.

法则6 若⊗̂2 ̸= 0, 则⊗̂1(go
1)

÷ ⊗̂2(go
2)

= (⊗̂1 ÷
⊗̂2)(go

1∨go
2)

.
法则7 若k为实数,则k⊗̂1(go

1)
= (k⊗̂1)(go

1)
.

3 典型白化权函数已知情形下的区间灰数

的核与灰度

常见的白化权函数有典型白化权函数、上限测

度白化权函数、下限测度白化权函数和适中测度白

化权函数[4],本文主要讨论典型白化权函数已知情形
下的区间灰数的核与灰度,当区间灰数具有其他情
形的白化权函数时,对应的核与灰度可用类似方法讨
论.
设论域为Ω ∈ [a, b],⊗ ∈ [a1, b1], a1 < b1,论域的

白化权函数为

fΩ(x) =

1, x ∈ [a, b];

0, x /∈ [a, b].

区间灰数⊗的白化权函数如图2所示.

a1 b1

0

1

f x( )

xc1 d1

图 2 ⊗的白化权函数

区间灰数⊗白化权函数具体表达式为

f⊗(x) =



0, x /∈ [a1, b1];
x− a1
c1 − a1

, x ∈ [a1, c1];

1, x ∈ [c1, d1];

b1 − x

b1 − d1
, x ∈ [d1, b1].

可求出区间灰数⊗的核及灰度为

⊗̂ =

w b1

a1

xf⊗(x)dxw b1

a1

f⊗(x)dx
=

w c1

a1

x(x− a1)

c1 − a1
dx+

w d1

c1
xdx+

w b1

d1

x(b1 − x)

b1 − d1
dx

1

2
(b1 − a1 + d1 − c1)

=
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1

6
(b21 + b1d1 + d21 − a21 − a1c1 − c21)

1

2
(b1 − a1 + d1 − c1)

=

b21 + b1d1 + d21 − a21 − a1c1 − c21
3(b1 − a1 + d1 − c1)

, (5)

go(⊗) =w b1

a1

f⊗(x)dx

b− a
=

1

2
(b1 − a1 + d1 − c1)

b− a
=

b1 − a1 + d1 − c1
2(b− a)

. (6)

4 算例分析

设某论域Ω ∈ [−6, 30],⊗1 ∈ [−2, 20],⊗2 ∈ [16,

25],⊗1,⊗2的白化权函数如图 3和图 4所示,具体表
达式分别为

f⊗1
(x) =



0, x /∈ [−2, 20];
x+ 2

3
, x ∈ [−2, 1];

1, x ∈ [1, 18];
20− x

2
, x ∈ [18, 20].

f⊗2
(x) =



0, x /∈ [16, 25];
x− 16

3
, x ∈ [16, 19];

1, x ∈ [19, 22];
25− x

3
, x ∈ [22, 25].

f x
1
( )

x

1

-2 0 1 18 20

图 3 区间灰数⊗1的白化权函数

f x
2
( )

x
0

1

16 19 22 25

图 4 区间灰数⊗2的白化权函数

1)试求出区间灰数⊗1,⊗2的核与灰度;
2)试求出⊗1

∪
⊗2的核与灰度;

3)试用核与灰度的形式表示⊗1+⊗2,−⊗1,⊗1×
⊗2.
解 1)由式(5)可求出⊗1,⊗2的核分别为

⊗̂1 =
b21 + b1d1 + d21 − a21 − a1c1 − c21

3(b1 − a1 + d1 − c1)
= 9.2.

其中: a1 = −2, b1 = 20, c1 = 1, d1 = 1.

⊗̂2 =
b21 + b1d1 + d21 − a21 − a1c1 − c21

3(b1 − a1 + d1 − c1)
= 20.5.

其中: a1 = 16, b1 = 25, c1 = 19, d1 = 22.
由式(6)可求出⊗1、⊗2的灰度分别为

go(⊗1) =
b1 − a1 + d1 − c1

2(b− a)
=

13

24
,

go(⊗2) =
b1 − a1 + d1 − c1

2(b− a)
=

1

6
.

2)由式(3)、(4)分别求出⊗1

∪
⊗2的核与灰度为

̂(⊗1

∪
⊗2) =

1

2
(⊗̂1 + ⊗̂2) =

1

2
(9.2 + 20.5) = 14.85,

go(⊗1

∪
⊗2) =

1

̂(⊗1

∪
⊗2)

[⊗̂1g
o(⊗1) + ⊗̂2g

o(⊗2)] = 0.57.

3)因为

⊗̂1 + ⊗̂2 = 9.2 + 20.5 = 29.7,

ω1g
o(⊗1) + ω2g

o(⊗2)= 0.28.

由法则1可得

⊗1 +⊗2 = ⊗̂1(go
1)
+ ⊗̂2(go

2)
= (29.7)(0.28).

因为

(−̂⊗1) = −⊗̂1 = −9.2.

由法则2可得

−⊗1 = (−9.2)( 13
24 )

.

因为

⊗̂1 × ⊗̂2 = 9.2 × 20.5 = 188.6,

go(⊗1)
∨

go(⊗2) =
13

24
.

由法则4可得

⊗1 ×⊗2 = ⊗̂1(go
1)
× ⊗̂2(go

2)
= (188.6)( 13

24 )
.

5 结 论

本文对取值分布信息已知情形下的区间灰数的

核与灰度进行了初步探讨,给出了区间灰数的核与灰
度的构造定义.在此基础上,提出了区间灰数间并的
核与灰度,对其相关性质进行了分析,并给出了区间
灰数的运算法则.最后,讨论了当区间灰数具有典型
白化权函数时的核与灰度,并进行了实例验证,表明
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了所提出方法的有效性和可行性.目前已有的核与
灰度只适用于区间灰数取值分布信息未知的情形,即
白化权函数未知;当白化权函数已知时,已有的研究
不再适用,本文方法正是为了解决这一类问题而提出
的.下一步的工作将着重解决白化权函数已知情形
下的区间灰数与其核、灰度之间的相互转化问题,这
将是建立基于白化权函数已知的区间灰数的核与灰

度的灰色预测模型的重点和难点.
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