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反临拦截弹中制导弹道在线优化设计
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(1. 空军工程大学防空反导学院，西安 710051；2. 西安交通大学电子信息与工程学院，西安 710049)

摘 要: 为了实现反临拦截弹中制导段的弹道在线优化,基于邻域最优控制 (NOC)理论和改进间接高斯伪谱法
(GPM)设计一种弹道在线生成算法.根据临近空间拦截作战特点设计弹道优化模型,基于NOC理论推导关于修
正状态量和协态量的两点边值问题.对横截条件进行二阶变分,通过逆向递推将终端最优协态修正值表示成跟踪
偏差和终端约束修正量的表达式.将拦截弹的当前状态量作为初始约束值,终端最优协态修正值作为干扰量,利
用标称弹道数据,基于改进间接GPM求得控制修正量.仿真结果表明,所提出的方法可以快速生成一条修正弹道,
且具有较高的终端修正精度.
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Design of midcourse trajectory online optimization for near space
interceptor
LI Ning-bo1,2†, LEI Hu-min1, ZHOU Jin1, SHAO Lei1, WANG Bin1

(1. Air and Missile Defense College，Air Force Engineering University，Xi’an 710051，China；2. School of Electronic
and Information Engineering，Xi’an Jiaotong University，Xi’an 710049，China)

Abstract: In order to realize online trajectory optimization for midcourse guidance of the near space interceptor, an
online trajectory generation algorithm is designed based on the neighboring optimal control(NOC) theory and improved
indirect Gauss pseudospectral method(GPM). A trajectory optimization model is designed according to the features of
operation in the near space. The two points boundary value problem is deduced based on the NOC theory. The
transversality conditions are further differentiated to second order and the optimal co-state modifications are expressed
in terms of current state derivations and terminal constraint modifications by backward recursion. By treating the current
states and the optimal co-state modifications as initial constraints and perturbations, the feedback control variables are
obtained based on the improved indirect GPM and nominal trajectory information. The simulation results show that this
method can generate a modified trajectory effectively with high precision of terminal modifications.
Keywords: online trajectory optimization；midcourse guidance；neighboring optimal control；indirect Gauss
pseudospectral method

0 引 䀰

近年来,由于临近空间高超声速武器的迅猛发
展,研究反临近空间的先进拦截技术和防御手段已迫
在眉睫.面对高超声速武器这种高速、高机动性目标,
拦截弹应采用复合制导策略远程拦截,从而保证拦截
的成功率.从初段程序控制飞行结束到末制导捕获
目标,拦截弹大部分时间飞行在中制导段,因此其中
制导段的飞行性能决定了整体性能.
中制导的任务是要使拦截弹在飞行过程中消

耗的能量最少,且以最佳的相对几何关系进入末制

导[1].考虑到各种终端约束和一系列过程特征,中制
导段弹道优化实际上是一个复杂的非线性严格受约

束问题[2].此外,拦截弹在沿标称弹道实际飞行过程
中,空域和速域的变化范围都比较大,由于受初始条
件误差、大气环境变化等因素的影响,其气动模型、导
航设备方面都存在很大的不确定性[3],因而会造成跟
踪误差;且在弹目接近的过程中,对目标的轨迹预测
精度会不断提升,预测交班条件即拦截弹终端约束条
件也需要相应调整,这时就要求所设计的优化弹道具
有在线更新的能力.
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弹道在线生成一直是弹道设计领域所追求的目

标,许多国内外学者对此进行了研究. Lin等[4-5]通过

对模型进行简化处理,得到了一种弹道成型制导律,
实现了弹道的在线生成; Oleg等[6-8]基于虚拟域动态

逆的方法提出了一种轨迹成型制导律.通过引入虚
拟弧长,将动态方程从时间域转换到了虚拟域,保证
了轨迹的优化不受速度影响 (速度由发动机推力剖
面决定),同时,减少了所需优化变量的个数,且避免
了多次迭代或积分过程,收敛性好,可以实现弹道的
快速生成.

目前,大多数学者对在线弹道优化问题的研究主
要侧重于弹道重新规划,由于完全舍弃了原有弹道数
据再次大范围寻优,计算量较大,耗时较长,对弹载计
算机的存储容量和计算能力提出了较高的要求,工程
上不易实现.而实际上,根据邻域最优控制理论,在跟
踪偏差及终端约束条件变化不大的情况下,可以利用
原有弹道数据在标称弹道邻域内快速生成一条满足

过程约束和终端约束的修正弹道.
采用上述修正算法仍然需要解决两点边值问题

(TPBVP)[9],其复杂的迭代和积分过程给在线实施带
来了困难.最近, Fahroo等[10-11]在求解TPBVP时,提
出了一种间接伪谱法,通过状态量偏差的初始值和
标称最优轨迹求解所有状态量和协态量的偏差值,进
而求得反馈控制修正量,形成了实时的闭环反馈控
制.本文首先基于NOC理论推导关于修正状态量和
协态量的两点边值问题;其次,在求解的过程中,借鉴
间接伪谱法的思想,结合逆向递推算法,通过终端协
态修正值和标称最优轨迹求解所有状态量和协态量

的偏差值,进而实时得到反馈控制修正量;最后,进行
相关的仿真验证.

1 标称最优弹道

1.1 拦截弹运动模型

从利于拦截角度考虑,选择目标飞行相对平稳的
滑翔段或巡航段,即临近空间30∼ 40 km高度范围进
行拦截作战.该段有利于预测命中点的计算和拦截
交会,且此高度范围内的大气内存在稀薄大气,有利
于对拦截弹实施气动控制.

在离线生成标称最优弹道时,拦截弹应是朝向预
测命中点飞行的,所以,考虑如下纵向平面内的拦截
弹质点运动模型[12]:

v̇ =
P cosα− CxqS

m
− g sin θ, (1)

θ̇ =
P sinα+ CyqS

mv
− g cos θ

v
, (2)

ẋ = v cos θ, (3)

ẏ = v sin θ. (4)

其中: v为拦截弹速度; θ为弹道倾角,x、y分别为横程
和纵程;m为拦截弹质量;P为作用在拦截弹上的推
力; q为动压;S为参考面积; g为重力加速度;α为攻
角,作为模型的控制输入量;Cx、Cy分别为阻力系数

和升力系数,可分别表示为马赫数和攻角α的函数

Cy = Cα
y α, (5)

Cx = Cx0 +K · C2
y , (6)

Cx0为零升阻力系数,Cα
y 为升力对于攻角的偏导数,

K 为诱导阻力系数.对大气密度的假设是

ρ = ρ0 exp(−y/y0). (7)

其中: ρ0 = 1.225 0 kg/m3为地面空气密度; ρ为飞行
器高度处的空气密度.

1.2 弹道优化模型

设 t0表示初始时刻, tf表示终端时刻,为保证拦
截弹的杀伤效果,一般将终端时刻的速度最大作为优
化指标J ,即

J = ϕ(v(tf ), tf ) = −vf . (8)

由预测命中点给出终端时刻位置约束 (xf , yf ),
由末制导捕获条件给出终端时刻的弹道倾角约束

θf .那么标称弹道的终端约束条件如下所示:
ψf = [θ − θf , x− xf , y − yf ]

T = 0, (9)

其中0表示具有相应维度的全零矩阵.
为了保证飞行过程中弹体结构的稳定性以及弹

道的可实现性,设置如下的控制量、动压、过载及热
流[13]约束:

∥α∥ ⩽ αmax; (10)

q = 0.5ρv2 ⩽ qmax; (11)

n =
CyqS

mg ⩽ nmax; (12)
Q = QaQr ⩽ Qm,

Qa = h0 + hαα+ hα2α2,

Qr = 117 700
√
ρ(10−4v)3.07.

(13)

上述弹道优化模型采用GPM离线求解获得标称
最优弹道.

2 基于邻域最优的弹道修正

首先,基于最小值原理推导出最优控制的一阶必
要条件,引入哈密尔顿方程[14]

H = λTf = λV v̇ + λθθ̇ + λxẋ+ λyẏ. (14)

其中:λ = [λv,λθ,λx,λy]
T为与状态变量同维的协

态变量,f = [v̇, θ̇, ẋ, ẏ]
T
为系统状态方程.
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然后将终端约束条件引入最优性指标中得到增

广的优化指标J ′,即

J ′ = ϕ+ vTψ. (15)

其中:ν = [νθ, νx, νy]
T,满足终端约束 (9)的条件下使

性能指标 (15)取得最小值.正则方程、耦合方程和横
截条件可以表示为

ẋ =
∂H

∂λ
,

λ̇ = −∂H

∂x
,

(16)

∂H

∂u
= 0, (17)

ψ(x(tf )) = 0, (18)

λ(tf ) = −
(∂ϕ
∂x

+ νT ∂ψ

∂x

)
t=tf

. (19)

对式(16)和(17)进行二阶变分,可得

δẋ =
∂2H

∂λ∂x
δx+

∂2H

∂λ∂u
δu, (20)

δλ̇ = −∂2H

∂x2
δx− ∂2H

∂x∂λ
δλ− ∂2H

∂x∂u
δu, (21)

0 =
∂2H

∂u∂x
δx+

∂2H

∂u∂λ
δλ+

∂2H

∂u2
δu. (22)

如果∂2H/∂u2在整个飞行过程中非奇异,则由
式(22)可以得到控制修正量δu的表达式为

δu = −
(∂2H

∂u2

)−1( ∂2H

∂u∂x
δx+

∂2H

∂u∂λ
δλ

)
. (23)

将式 (23)代入 (20)和 (21)中, δx和 δλ的动态方

程可以表示为

δẋ = A(t)δx−B(t)δλ, (24)

δλ̇ = −C(t)δx−AT(t)δλ. (25)

其中

A(t) =
∂2H

∂λ∂x
− ∂2H

∂λ∂u

(∂2H

∂u2

)−1 ∂2H

∂u∂x
,

B(t) =
∂H

∂λ∂u

(∂2H

∂u2

)−1 ∂2H

∂u∂λ
,

C(t) =
∂2H

∂x2
− ∂2H

∂x∂u

(∂2H

∂u2

)−1 ∂2H

∂u∂x
.

(26)

式 (24)、(25)满足初始条件δx(t0) = δx0, δλ(t0)
= δλ0,与终端条件 (18)、(19)构成了一个关于δx, δλ
的两点边值问题.

3 弹道修正模型求解

3.1 逆向递推算法

考虑到终端约束条件的变化,对式(18)、(19)再次
进行变分,即

δψ =
[∂ψ
∂x

δx
]
t=tf

, (27)

δλ(tf ) =
[[∂2ϕ

∂x2
+ νT

f

∂2ψ

∂x2

]
δx+

(∂ψ
∂x

)T
dν

]
t=tf

.

(28)

有2n + q个未知数,分别是n维δx变量,n维δλ

变量, q维dν变量,由于 q维dν变量与n − q维终端

时刻自由的状态变量为自由变量,并记作向量dµ =

[dν1,dν2, · · ·,dνq, δxq+1, δxq+2, · · ·, δxn].对式 (27)
和 (28)进行整理,P为δx和dν的系数组成的矩阵,根
据dµf、dψf将P写成分块矩阵的形式,构成如下方
程组:[

δx

δλ

]
t=tf

= P

[
dµf

dψf

]
=

[
P11 P12

P21 P22

][
dµf

dψf

]
. (29)

令δΘ = (δx, δλ)T,式 (24)和 (25)可以表示成如
下形式:

δΘ̇ =

[
A(t) B(t)

−C(t) −AT(t)

]
δΘ = GδΘ. (30)

对上述微分方程中的变量以时间间隔∆t离散

为M + 1(k = 0, 1, 2, · · · ,M)个点,进行逆向递推,即

δΘM−1 =

δΘM +GMδΘM (−∆t) = (I −GM∆t)δΘM , (31)

δΘk = δΘk+1 +Gk+1δΘk+1(−∆t) =

(I −Gk+1∆t)δΘk+1 =

(I −Gk+1∆t)(I −Gk+2∆t)δΘk+2. (32)

同理依次递推到第M + 1个点,即

δΘ0 = GδΘM , (33)

其中G = (I −G1∆t)(I −G2∆t) · · · (I −GM∆t).将
式(29)代入(33)中,可得[

δx(t0)

δλ(t0)

]
=

[
G1 G2

G3 G4

][
P11 P12

P21 P22

][
dµf

dψf

]
=

[
Π1 Π2

Π3 Π4

][
dµf

dψf

]
. (34)

其中 

Π1 = G1P11 +G2P21,

Π2 = G1P12 +G2P22,

Π3 = G3P11 +G4P21,

Π4 = G3P12 +G4P22.

若Π1可逆,则可以得到dµ的表达式

dµf =Π−1
1 (δx0 −Π2dψf ). (35)

将式(35)代入(29)可以得到
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δλf = P21Π
−1
1 (δx0−Π2dψf ) + P22dψf . (36)

3.2 基于间接高斯伪谱法求解

本节将根据δλf采用改进的间接高斯伪谱法求

解修正后的最优弹道.由于上节在求解δλf时,已经
将弹道跟踪偏差考虑在内,本节求解修正弹道时可以
把拦截弹的当前状态量作为初始约束值,将δλf作为

干扰量,利用标称弹道数据求得修正控制量和修正状
态量.
上节中的边界条件变为如下形式:

ψ′ = [θ − θ0, x− x0, y − y0]
T = 0, (37)

λ(t0) = −
(
vT ∂ψ′

∂x

)
t=t0

. (38)

式(37)和(38)可以表示为如下形式:

Ω(x(t0),λ(t0)) = 0. (39)

对式(39)进行变分可以得到[∂Ω
∂x

δx+
∂Ω

∂λ
δλ

]
t=t0

= 0. (40)

下面采用改进间接高斯伪谱法进行求解.首先
将变量在勒让德-高斯 (LG)点离散, LG点为 ṖN的零

点, ṖN为勒让德多项式PN的导数
[15],引入时间变量

τ进行时域变换,即

τ =
2t

tf − t0
− tf + t0

tf − t0
. (41)

在高斯伪谱法近似中, τl = 1, 2, · · · , N − 1, l

为分布在 (−1, 1)之间的N − 1个LG点,定义 τ0 =

−1, τN = 1,状态和控制量近似如下:

δx ≈ δxN (τ) =
N−1∑
l=0

δx(τl)Ll(τ), (42)

δλ ≈ δλN (τ) =
N−1∑
l=0

δλ(τl)Ll(τ). (43)

其中: l = 0, 1, · · · , N − 1;

Ll =

K∏
j=0,j ̸=l

τ − τj
τl − τj

. (44)

式 (44)是N阶拉格朗日插值多项式, δxN (τ)和

δλN (τ)在τl点处的导数通过对式 (42)和 (43)求导获
得,即

δẋ(τk) ≈ δẋN (τk) =

N−1∑
l=0

δx(τl)L̇l(τ) =

N−1∑
l=0

Dklδx(τl), (45)

δλ̇(τk) ≈ δλ̇N (τk) =

N−1∑
l=0

δλ(τl)L̇l(τ) =

N−1∑
l=0

Dklδλ(τl), (46)

其中Dkl为(N − 1)×N维的差分矩阵,即

Dkl =


(1 + τk)ṖK(τk) + PK(τk)

(τk − τi)[(1 + τi)ṖK(τi) + PK(τi)]
, i ̸= k;

(1 + τi)P̈K(τi) + 2ṖK(τi)

2[(1 + τi)ṖK(τi) + PK(τk)]
, i = k.

(47)

将δx, δλ的两点边值问题离散后转换成如下代

数方程:
N∑
j=1

Dijδxj(τ)−

tf − t0
2

(Ai(t)δxi(t)−Bi(t)δλi(t)) = 0, (48)
N∑
j=1

Dijδλj(τ)+

tf − t0
2

(Ci(t)δxi(t) +A
T
i (t)δλi(t)) = 0, (49)

[∂Ωxδx+ ∂Ωλδλ]t=t0 = 0, (50)

其中0为具有相应维度的全零矩阵.为表达更加简
便,可进行如下替代:X = [δxT

0 , δx
T
1 , · · · , δxT

N−1]
T,

Λ = [δλT
0 , δλ

T
1 , · · · , δλT

N−1]
T.由此可得

EX − tf − t0
2

FΛ = 0, (51)

tf − t0
2

GX +HΛ = 0. (52)

其中E、F、G、H是 [n(N − 1)× nN ]维矩阵,且有

[E]ij =

DijIn, i ̸= j;

DijIn − tf − t0
2

Ai, i = j.
(53)

[F ]ij =

0n, i ̸= j;

Bi, i = j.
(54)

[G]ij =

0n, i ̸= j;

Ci, i = j.
(55)

[H]ij =

DijIn, i ̸= j;

DijIn +
tf − t0

2
AT

i , i = j.
(56)

其中In和0n分别为n×n维的单位矩阵和零矩阵.将
式(50)∼ (52)归纳为下式:

Γ1 Γ2

E − tf − t0
2

F

tf − t0
2

G H


[
X

Λ

]
= V Z =

00
0

 . (57)

其中:ZT = [XT,ΛT],Γ1、Γ2为n×nN维矩阵,Γ1 =

[∂Ω/∂x,0n, · · · ,0n],Γ2 = [∂Ω/∂λ,0n, · · · ,0n].
把矩阵V = [Ve,Vf ]代入式(57)可得

VeZe + VfδλN = 0. (58)
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其中:Vf和Ve分别为关于矩阵V 的 [(2nN − 1)× n],
[(2nN − 1)×n(2N − 1)]维分块矩阵.向量Ze定义为

Ze = [δxT
0 , δx

T
1 , · · · , δxT

N−1, δλ
T
0 , · · · , δλT

N−2]
T,可

通过式(59)求得

Ze = −Ve\VfδλN−1 =W δλN−1. (59)

由Z = [δxT
0 , · · · , δxT

N , δλT
0 , · · · , δλT

N ]T可得

Z =

[
Ze

δλN−1

]
=

[
W

In

]
δλN−1 =

[
Wx

Wλ

]
δλN−1.

(60)

其中:Wx和Wλ是矩阵 [W , In]
T的分块矩阵,维数

都是nN × n.由此可以得到

δxk =WxkδλN−1, δλk =WλkδλN−1. (61)

其中:Wλk和Wxk分别为Wλ和Wx的n × n维分块

矩阵,下标k为第k个LG点.
把式(61)代入(23),得到最优修正控制量

δu(τi) = −H−1
uu (f

T
uWλi +HuxWxi)δλN . (62)

由于δλN = δλf , δλf在上节中已求出,则LG配
点处的状态量、协态量和控制量可以通过式 (61)和
(62)求得,节点间变量的值可以通过插值得到.并且
以上求解没有进行任何的积分或者迭代过程,因而可
以保证算法的计算效率.弹道在线优化的流程框图
如图1所示.
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图 1 弹道在线优化

4 仿真验证

为了验证本文所设计算法的有效性,设计如下的
拦截作战想定:假设拦截弹发射20 s后对终端预测命
中点进行修正,分别将高度增加2 km,弹道倾角增加
5◦,此时弹道倾角跟踪偏差为0.1◦,高度跟踪偏差为
10 m,验证弹道修正能力.

GPM求解最优化问题时具有较高的求解精度,
因此本文将采用GPM重新规划的弹道作为基准最
优修正弹道进行对比,仿真中基于GPM的求解采用
Matlab程序包GPOPS[16]实现.弹道对比与约束量变
化曲线如图2和图3所示.图2中点线表示基于本文
算法求解的修正弹道,实线表示标称弹道,虚线表示
终端约束条件变化后基于GPM重新规划的弹道.图

3中点线表示约束值上限,虚线表示Nominal曲线,实
线表示Noc曲线.
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图 3 控制量约束及过程约束曲线

由图2可知,采用本文算法得到的修正弹道与基
于GPM重新规划的弹道基本重合,满足终端约束修
正的要求,验证了本文设计算法的有效性.在修正初
始时刻,基于本文算法得到的攻角与标称弹道的攻角
相差不大,说明攻角没有发生较大的跳变,保证了控
制的稳定性.由图3可知,沿本文设计的修正弹道飞
行的过程中,满足控制量约束和过程约束要求.
为了验证改进间接GPM具有较高的优化精度

和求解效率,设计如下的对比实验:在3.1节中,通过
逆向递推算法,根据跟踪偏差和终端约束修正量得
到δxf、δλf ,代入第2节的弹道修正模型中逆向积分
微分方程并求解反馈控制量,进而得到修正弹道数
据.积分过程中分别选取21个 (采用间接GPM求解
时使用了21个节点)和1 000个节点,弹道倾角修正量
曲线和高度修正量曲线如图4和图5所示,消耗时间
和终端时刻修正量对比如表1所示.

表 1 消耗时间和终端时刻修正量对比

方法 GPOPS NOC 21 1 000
t / s 25.68 0.12 0.58 2.02
δΘf/ deg 5.00 4.97 1.80 4.48
δyf/m 2 000 2 003 −56 1 887

由图4、图5及表1可知,采用本文方法所设计的
修正弹道与基于GPM重新规划相比,弹道倾角修正
量曲线除刚修正后的几秒有约0.4◦的偏差外,其余部
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分基本重合,高度修正量曲线除刚修正后的几秒有约
100 m的偏差外,其余部分基本重合,且终端时刻的修
正量具有相似的精度,消耗时间远小于GPM.
采用基于直接求解微分方程的方法,当选取与

本文算法同样的21个节点时,所生成的弹道与基于
GPM重新规划相比,两者修正量曲线偏差相对较大,
且难以满足改变后的终端约束条件.随着节点数的
增加,偏差逐渐减小,终端时刻修正量精度逐渐增加,
但消耗时间也相应增加,即使选取1 000个节点,其终
端时刻修正精度与本文算法相比仍有一定的差距,而
消耗时间却大幅增加.
综上,利用标称弹道数据设计修正弹道的思路可

以在保证一定修正精度的条件下大幅提升求解效率;
基于改进间接GPM的求解方法在精度和效率上都优
于直接求解微分方程的方法.

5 结 论

本文以拦截临近空间目标为背景,基于邻域最优
控制理论和改进间接GPM设计了一种弹道在线优化
算法.该算法满足了消除跟踪偏差和修正终端约束
条件的要求,在标称弹道邻域内可以快速生成一条
满足二阶最优性的修正弹道,实现了弹道的在线生
成.本文设计思路可以为临近空间飞行器的轨迹在
线生成系统设计提供借鉴,但当终端约束修正量的变
化较大,超出标称弹道的邻域范围时,本文设计的在
线生成算法不再适用,需要重新寻优规划弹道.
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