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基于灰关联度的面板数据聚类方法

及在空气污染分析中的应用

党耀国, 朱晓月†, 丁 松, 王俊杰
(南京航空航天大学经济与管理学院，南京 211106)

摘 要: 针对面板数据的三维特征、正负相关性以及灰色关联模型缺乏有效检验等问题,构建面板数据灰色关联
模型,拓展了面板数据聚类方法;引入灰熵,提出灰色关联聚类的检验模型.研究发现,灰色关联度模型能够反映面
板数据的正、负相关关系,且具有对称性、唯一性和可比性.通过在苏南4市空气质量区域划分中的应用,表明基于
面板数据灰关联模型的聚类方法具有良好的效果,各类别的灰色关联度差异明显,层次清晰.
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Panel data clustering method based on grey correlation degree and its
application in air pollution analysis
DANG Yao-guo, ZHU Xiao-yue†, DING Song, WANG Jun-jie

(College of Economics and Management，Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，Nanjing 211106，China)

Abstract: According to some problems of the grey relational model for panel data, such as the three-dimensional feature,
the positive and negative relation of the panel data, and the model being lack of effective testing, the panel data grey
relational model is built to expand the panel data clustering method. Grey entropy is introduced into the model and the
test model of grey clustering model is proposed. The study shows that the grey relational model can reflect the positive
and negative relation of the panel data and possess symmetry property, unique property and comparable property. The
application of example in air pollution analysis indicates that the method has good effect, and the grey correlation degree
of each category is obvious.
Keywords: grey relational degree；panel data；clustering method；slope

0 引 䀰

随着我国经济的快速发展和城镇化进程的加快,
汽车保有量急剧上升,空气污染现象愈演愈烈,特别
是近年来大规模的雾霾现象已严重影响人们的正常

生活.空气污染的形成原因较为复杂,影响因素众多,
其中污染源排放和当期气象条件对污染物的分布和

扩散起主要作用.空气污染源的排放与地区经济发
展速度和水平紧密相关,而经济发展水平和气象条件
都呈现出明显的区域性特征,因此研究空气污染的区
域性划分将有助于提高各地区的空气污染治理效率,
推动空气污染区域协同治理.

在空气污染区域划分研究方面,段玉森等[1]运用

EOF及Morlet小波方法分析了全国47个环保重点城
市API指数的时空分布特征;蔺雪芹等[2]基于空气质

量空间效应检验模型对全国受控的161个城市的空
气质量区域特征进行了研究;薛安等[3]以城市作为节

点,以城市间PM2.5浓度的相关性与距离的比值作为
边的权重,构建了中国城市PM2.5加权网络,并采用
GN算法对网络进行划分,得到不同季节中国PM2.5
污染的区域分布情况;张宝春等[4]利用GIS技术,采
用网格化方法研究了珠三角区域近5年来的空气质
量特征,解决了空气质量分等定级过程中的区域边界
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划分问题.上述研究为我国空气污染区域划分提供
了研究思路,但目前研究者们主要采用单个空气质量
指标来进行区域划分,综合多维指标信息来进行区域
划分的研究尚不多见.另外,由于我国对空气污染现
象的研究起步较晚,多维指标数据不完整,可用数据
偏少,因此本文采用以“小样本、贫信息”的不确定系
统为研究对象的面板数据灰色关联分析方法对空气

污染区域划分进行研究.
目前,国内对面板数据灰色关联分析的研究处于

起步阶段.张可等[5]基于面板数据的曲面簇描述方

法,在三维空间讨论面板数据各指标的几何特征相似
性;郭昆等[6]将灰关联分析与谱聚类结合,利用序列
的均衡接近度描述数据点的相似程度;钱吴永等[7]将

表征面板数据时空特征的“水平”距离、“增量”距离

和“变异”距离引入灰色关联度计算模型中;吴利丰
等[8]用海塞矩阵定义凸度,用数据的凸性表征样本之
间的相似程度,提出了三维灰色凸关联度;刘震等[9]

利用面板数据的几何特征构建了灰色网格关联度;
崔立志等[10]用发展指数和增长速度指数度量相关因

素矩阵和系统特征行为矩阵的接近程度,构建了灰
色矩阵相似关联度模型;李雪梅等[11]构造了所有指

标不同对象下时间序列的累加生成序列,用生成序列
的平均生成速率表征原序列的动态变化趋势,综合偏
离、差离和分离的三重差异信息,构建了指标关联分
析模型.上述研究推动了面板数据灰关联分析的发
展,丰富了面板数据灰色关联分析理论,但仍存在以
下几个问题:

1)用曲面簇描述面板数据,曲面簇的表示方式不
同将影响关联度的大小;

2)通过降维或者提取时空特征来构建灰色关联
模型会导致信息缺失;

3)通过平均加权的方式来综合各维度的灰色关
联度,忽视了各维度灰关联度的差异,导致聚类结果
可靠性不高;

4)对模型的性质讨论以及应用有待进一步的研
究.

本文基于灰色斜率关联度的基本思想,针对面板
数据的三维特征,将样本的行为矩阵划分为时间维和
指标维,对各维度点的增量进行标准化,同时综合利
用增量的构成比和构成差来定义灰关联系数,构建面
板数据灰关联度模型.此外,引入灰熵对模型的聚类
结果进行检验,并将模型应用于苏南4市空气质量区
域划分中.

1 面板数据灰色关联模型及检验模型构建

1.1 多指标面板数据的表示

面板数据是多个样本在不同时点的多个指标值

构成的数据集,包含时间维、对象维和指标维3个维
度的信息.每个样本中的各个指标在不同时点的观
测值可映射为三维空间中的点.
定义 1 设面板数据X中第 i个样本的第 s个

指标在t时刻的值记为xi(s, t),其中: i = 1, 2, · · · , N ,
s = 1, 2, · · · ,m, t = 1, 2, · · · , n,则称

Xi(s, t) =


xi(1, 1) xi(1, 2) · · · xi(1, n)

xi(2, 1) xi(2, 2) · · · xi(2, n)

...
...

. . .
...

xi(m, 1) xi(m, 2) · · · xi(m,n)


为样本 i(i = 1, 2, · · · , N)的行为矩阵,则面板数据可
表示为

X = {X1(s, t), X2(s, t), · · · , XN (s, t)},

s = 1, 2, · · · ,m, t = 1, 2, · · · , n.

1.2 面板数据灰关联模型构建

本文提出的面板数据灰色关联模型综合了面板

数据的三维特征和斜率关联度的建模思想,将样本的
行为矩阵划分为时间维和指标维.在各维度,首先将
各点的增量进行标准化,同时综合利用增量的构成比
和构成差来定义关联系数,更充分地利用数据序列所
包含的信息,提升聚类效果.此外,引入一个符号函数
来反映不同样本在同一维度的正负相关关系,使得当
增量方向一致或者相等时,关联系数为正;当增量方
向相反时,关联系数为负.
若样本数据多维指标的量纲不同,则需要对样本

的行为矩阵进行初始化处理.
定义2 设多指标面板数据中第 i个样本在时刻

t的第 s个指标的观测值为 xi(s, t),在初始时刻 t0

的第s个指标观测值为xi(s, t0).若xi(s, t)满足

xi(s, t)D = xi(s, t)/xi(s, t0),

则称D为初值化算子.
定义3 设样本i的行为矩阵为

Xi(s, t) =


xi(1, 1) xi(1, 2) · · · xi(1, n)

xi(2, 1) xi(2, 2) · · · xi(2, n)

...
...

. . .
...

xi(m, 1) xi(m, 2) · · · xi(m,n)

 ,

其中i = 1, 2, · · · , N .令

Hi(s, t) = xi(s, t)D − xi(s− 1, t)D,

s = 2, 3, · · · ,m, t = 1, 2, · · · , n;
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Wi(s, t) = xi(s, t)D − xi(s, t− 1)D,

s = 1, 2, · · · ,m, t = 2, 3, · · · , n.

则称Hi(s, t)为样本i在时刻t从指标s−1到指标s的

增量,Wi(s, t)为样本 i的s指标在时点 t − 1到时点 t

的增量.

Ci(t) =

m∑
s=2

|Hi(s, t)|

m− 1
,

i = 1, 2, · · · , N, t = 1, 2, · · · , n;

Di(s) =

n∑
t=2

|Wi(s, t)|

n− 1
,

i = 1, 2, · · · , N, s = 1, 2, · · · ,m.

Ci(t)表示对象 i在时刻 t指标维增量绝对值的平均

值,Di(s)表示对象 i的s指标在各个时段增量绝对值

的平均值.

Ui(s, t) =
Hi(s, t)

Ci(t)
,

i = 1, 2, · · · , N, s = 2, 3, · · · ,m, t = 1, 2, · · · , n;

Vi(s, t) =
Wi(s, t)

Di(s)
,

i = 1, 2, · · · , N, s = 1, 2, · · · ,m, t = 2, 3, · · · , n.

Ui(s, t)表示对象i在时刻t从指标s− 1到s的增量均

值化,Vi(s, t)表示对象i的s指标在时点t− 1到时点t

的增量均值化.
灰色斜率关联度按照序列曲线的相对变化势

态的接近程度来计算关联度,斜率之间越接近,关联
程度越大.考虑数据均为单位时距序列,指标间的距
离也视为1,因此在指标维,从指标s − 1到指标s的

斜率等于Hi(s, t);在时间维,从时刻 t − 1到 t的斜率

等于Wi(s, t).通过标准化得到Ui(s, t)和Vi(s, t),则
|Ui(s, t)|与 |Uj(s, t)|越接近,面板数据Xi与Xj在指

标s − 1到s的关联程度越大; |Vi(s, t)|与 |Vj(s, t)|越
接近,面板数据Xi与Xj在时点 t − 1到时点 t的关联

程度越大.因此,给出如下定义.
定义 4 设有面板数据Xi和Xj ,若Ui(s, t)和

Uj(s, t)不同时为0,令

rHij (s, t) =

sgn(Ui(s, t)× Uj(s, t))
/[

1 +
1

2
||Ui(s, t)|−

|Uj(s, t)||+
1

2

(
1− min(|Ui(s, t)|, |Uj(s, t)|

max(|Ui(s, t)|, |Uj(s, t)|

)]
,

若Ui(s, t)和Uj(s, t)同时为 0,令 rHij (s, t) = 1,则称
rHij (s, t)(s = 2, 3, · · · ,m, t = 1, 2, · · · , n)为Xi与Xj

在指标维的灰色关联系数.

同理,若Vi(s, t)和Vj(s, t)不同时为0,令

rWij (s, t) =

sgn(Vi(s, t)× Vj(s, t))
/[

1 +
1

2
||Vi(s, t)|−

|Vj(s, t)||+
1

2

(
1− min(|Vi(s, t)|, |Vj(s, t)|

max(|Vi(s, t)|, |Vj(s, t)|

)]
,

若Vi(s, t)和Vj(s, t)同时为 0,令 rWij (s, t) = 1,则称
rWij (s, t)(s = 1, 2, · · · ,m, t = 2, 3, · · · , n)为Xi与Xj

在时间维的灰色关联系数.其中

sgn(Ui(s, t)× Uj(s, t)) =1, Ui(s, t)× Uj(s, t) ⩾ 0;

−1, Ui(s, t)× Uj(s, t) < 0;

sgn(Vi(s, t)× Vj(s, t)) =1, Vi(s, t)× Vj(s, t) ⩾ 0;

−1, Vi(s, t)× Vj(s, t) < 0.

定义5 设有矩阵数据Xi和Xj ,称

γH
ij =

m∑
s=2

n∑
t=1

rHij (s, t)

n(m− 1)

为Xi与Xj在指标维的灰色关联度,称

γW
ij =

m∑
s=1

n∑
t=2

rWij (s, t)

m(n− 1)

为Xi与Xj在时间维的灰色关联度.
通过初值化算子将样本行为矩阵无量纲化后,按

文中定义3、定义4和定义5计算得到的增量、灰关联
系数和灰关联度均为无量纲数据.面板数据间的关
联度包含多个维度的关联信息,各维度的关联度γH

ij、

γW
ij 越大,则面板数据间的关联程度越大,由此给出如
下定义.
定义6 设有矩阵数据Xi和Xj ,若

γij =
1

2
(γH

ij + γW
ij ),

则称γij为面板数据Xi与Xj间的灰色综合关联度.

1.3 检验模型构建

从定义6可以看出,面板数据Xi与Xj间的灰色

综合关联度γij由时间维、指标维的灰色关联度γH
ij

和γW
ij 加权平均得到,当不同维度的灰色关联度γH

ij

与γW
ij 差异过大时,灰色综合关联度γij不能体现其

维度的关联程度差异,导致基于灰色综合关联度γij

的聚类结果可靠性不高.因此,引入灰熵来刻画面板
数据Xi与Xj各维度的关联度差异,进一步验证灰关
联聚类结果的合理性.
定义7 设有面板数据Xi和Xj , γH

ij 和γW
ij 分别
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为Xi与Xj在时间维和指标维的灰色关联度,令Pij

= |γH
ij |+ |γW

ij |,则称

PH
ij =

|γH
ij |

Pij
,

PW
ij =

|γW
ij |
Pij

为面板数据Xi与Xj灰关联分布映射,定义 Tij =

−PH
ij lnPH

ij − PW
ij lnPW

ij 为面板数据Xi与Xj灰色综

合关联度的检验系数.
由定义7可知,面板数据Xi与Xj检验系数T ij

越大,表明面板数据Xi与Xj在时间维和指标维的灰

色关联度 |γH
ij |与 |γW

ij |差异程度越小,则灰色综合关
联度γij 可靠性越高.

1.4 面板数据聚类方法

基于灰色综合关联度和检验模型的面板数据聚

类步骤如下:
Step 1:根据定义1,将面板数据转化为样本行为

矩阵Xi与Xj ;
Step 2:对原始数据进行初值化处理,消除量纲影

响;
Step 3:计算样本在时间维和指标维的增量,并进

行标准化;
Step 4:按照定义 4计算样本行为矩阵Xi与Xj

在时间维和指标维的灰色关联矩阵 γH
ij (s, t)和

γW
ij (s, t).

Step 5:按照定义5和定义6计算面板数据Xi与

Xj在时间维和指标维的灰色关联度γH
ij、γ

W
ij 及灰色

综合关联度γij .
Step 6:按照定义7计算灰色关联度检验系数T ij ,

判别灰色综合关联度的可靠性.
Step 7:设定关联度临界值γ,根据灰色综合关联

度和检验系数对样本进行聚类分析.

2 面板数据灰色综合关联度模型性质

定理1 面板数据灰色综合关联度γ具有如下性

质: 1)−1 ⩽ γ ⩽ 1; 2)对称性; 3)接近性,即Xi与Xj

越接近, γ越大; 4)唯一性; 5)可比性.
证明 1)由于−1 ⩽ rHij (s, t) ⩽ 1,则

−1 ⩽

m∑
s=2

n∑
t=1

rHij (s, t)

n(m− 1)
⩽ 1.

同理可证

−1 ⩽

m∑
s=1

n∑
t=2

rWij (s, t)

m(n− 1)
⩽ 1.

因为

1 ⩽ 1

2

( m∑
s=2

n∑
t=1

rHij (s, t)

n(m− 1)
+

m∑
s=1

n∑
t=2

rWij (s, t)

m(n− 1)

)
⩽ 1,

所以−1 ⩽ γij ⩽ 1.
2)

γij =
1

2

( m∑
s=2

n∑
t=1

rHij (s, t)

n(m− 1)
+

m∑
s=1

n∑
t=2

rwij(s, t)

m(n− 1)

)
,

由面板数据灰色综合关联度的定义,性质2) ∼ 性质

5)显然成立. □
3 模型应用及分析

3.1 样本数据来源

本文以江苏省为研究区域,根据 2012年中国颁
布的《环境空气质量标准》(GB3095-2012),同时考虑
数据的可获取性,选取市区环境空气质量达二级标准
天数 (以下简称为DAQ)、二氧化硫年平均浓度/微克
每立方米 (以下简称为SO2年平均浓度)、二氧化氮年
平均浓度/微克每立方米 (以下简称为NO2年平均浓

度)、可吸入颗粒物年平均浓度/微克每立方米 (以下
简称为PM10年平均浓度)4项指标来综合反映各城
市的空气质量状况,数据来源于2012年∼ 2015年各
城市环境状况公报.由于部分城市统计数据不完整,
选取南京、苏州、无锡、镇江4个城市的空气质量
指标建立面板数据,具体如表1所示.基于面板数据
灰色关联聚类模型和检验模型分析苏南4市空气污
染的区域性特征.

表 1 南京、苏州、无锡、镇江4个城市空气质量指标

地区 年份 DAQ
SO2年平

均浓度

NO2年平

均浓度

PM10年平

均浓度

南京

2015 235 96 50 19
2014 190 123 54 25
2013 202 137 55 37
2012 317 102 51 33

苏州

2015 244 80 54 21
2014 232 86 53 24
2013 217 95 53 31
2012 339 79 49 30

无锡

2015 211 94 41 26
2014 234 105 45 29
2013 199 104 47 45
2012 344 81 44 49

镇江

2015 263 82 42 25
2014 240 107 46 24
2013 223 124 42 30
2012 347 93 34 29
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3.2 模型计算及分析

由表1得到样本行为矩阵为

X1 =


235 96 50 19

190 123 54 25

202 137 55 37

317 102 51 33

 ,

X2 =


244 80 54 21

232 86 53 24

217 95 53 31

339 79 49 30

 ,

X3 =


211 94 41 26

234 105 45 29

199 104 47 45

344 81 44 49

 ,

X4 =


263 82 42 25

240 107 46 24

223 124 42 30

347 93 34 29

 .

按面板数据聚类Step 1 ∼ Step 5计算得到样本行
为矩阵在时间维和指标维的灰色关联度矩阵及灰色

综合关联度矩阵,结果如下:

γH
ij =


1 0.623 0.483 0.423

1 0.592 0.590

1 0.478

1

 ,

γij
W =


1 0.531 0.319 0.439

1 0.284 0.553

1 0.162

1

 ,

γij =


1 0.577 0.401 0.431

1 0.438 0.571

1 0.320

1

 .

按照定义7计算灰关联检验系数,得到检验矩阵
为

Tij =


1 0.690 0.672 0.693

1 0.630 0.693

1 0.566

1

 .

按照文献[9]所介绍的基于面板数据的灰色网格
关联度模型,计算得到灰关联矩阵

γij =


1 0.595 0.434 0.497

1 0.439 0.605

1 0.336

1

 .

取γ = 0.5,将灰色综合关联度γij大于等于0.5
的城市划分为相同的空气污染级别,将灰色综合关联
度 γij小于 0.5的城市划分为不同的污染级别.由文
献 [9]灰色网格关联度矩阵得到的聚类结果为南京、
苏州、镇江为一类,无锡为一类.由灰色综合关联度
矩阵得到的聚类结果为南京、苏州、镇江为一类,无锡
为一类,两个模型结论基本一致.但当各维度灰关联
度的差异过大时,文献 [9]面板数据的灰色网格关联
度模型无法有效识别,本文提出检验模型对灰关联聚
类的结果进行评估.从检验矩阵可以发现,南京和苏
州、苏州和镇江的灰关联度检验系数较高,因此南京
和苏州、苏州和镇江的灰色综合关联度可靠性较高.
结合灰色关联矩阵和检验矩阵给出的信息,可将

南京、苏州和镇江划分为同一类别.这与现实情况
基本相符,南京与苏州经济发展方式和城市化水平相
近,空气污染状况较为严重;南京与镇江地理位置相
邻,空气质量相互影响较大;无锡市空气质量优于其
他3个城市.空气污染的流动性特征决定其治理无法
由某一地方政府独立而有效地完成,基于本文的聚类
分析结果,在空气污染治理方式上,南京、苏州和镇江
的政府企业相互合作、协同治理,将极大提高空气污
染治理效率.

4 结 论

本文针对面板数据的三维特征和正负相关性,基
于斜率关联度基本思想,构建了面板数据灰色关联度
模型,并讨论了模型性质,拓展了灰色关联度聚类方
法;提出了灰色关联聚类的检验模型,进一步丰富了
面板数据灰色关联分析理论,并为研究多维数据灰色
关联检验模型提供了研究思路;在此基础上,应用面
板数据灰色关联度模型和检验模型分析苏南4市空
气污染的区域特征,划分了空气污染治理区域,验证
了模型的有效性,为空气污染区域协同治理提供了理
论依据.
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