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事件触发机制下的二阶多智能体系统的一致性
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摘 要: 研究二阶多智能体系统的一致性问题.为了减少智能体之间的信息通信量,给出一种改进的事件触发控
制方法, 在该方法下,每个智能体仅在自身事件触发时刻执行控制任务.利用模型转化、线性矩阵不等式方法和
Lyapunov稳定性理论给出系统达到一致性的充分条件,同时,理论计算结果表明,系统在所提出的方法下不存在
Zeno现象.仿真实例验证了理论分析的有效性.
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Abstract: The consensus problem of second-order multi-agent systems are studied. In order to reduce the information
communication between agents, a novel event-triggered control scheme is proposed, in which each agent executes the
control update only at its own event triggering moment. By using the model transformation method, linear matrix
inequality(LMI) method and Lyapunov stability theory, some sufficient conditions for the consensus of second-order
multi-agent systems are given. Similarly, theoretical calculation shows that under the proposed scheme, Zeno behavior
does not exist in the systems. Simulation results demonstrate the effectiveness of the theoretical results.
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0 引 言

作为复杂性科学的重要研究分支,多智能体系统
已成为众多研究领域的前沿课题[1].一致性问题是多
智能体系统协调控制的基础,近年来,因其被广泛应
用于机器人编队、无人飞行机作战、蜂拥、传感器网

络等方面,故受到越来越多研究者的关注[2-4].
所谓一致性,就是设计合理的控制协议,使得系

统中所有智能体的状态随着时间的推移最终趋于一

个共同值[5].为了实现一致,智能体之间需要通过网
络进行局部的信息交换,而在实际应用中,网络带宽
和智能体自身的能量都是有限的,因此需要设计有
效的控制协议,在保证系统性能的前提下,尽可能地
降低资源消耗.在事件触发机制下,控制任务按需执
行,智能体与邻居之间只有当一个特定事件发生 (如

状态误差超过规定的阈值)时才进行信息传递,避免
了智能体之间大量的冗余信息传输[6-8].基于此,事件
触发机制能有效应用到多智能体系统的一致性问题

研究中[9-19].文献 [9-11]基于事件触发机制研究了一
阶多智能体系统的一致性问题,其中文献 [9]给出了
一种集中式事件触发控制策略,系统中的所有智能体
共享一个触发函数,当一个事件发生时,所有智能体
同时更新采样状态和控制输入;文献 [10-11]提出了
一种分散式事件触发控制策略,系统中每个智能体的
触发时刻仅由自身的触发函数决定,相比于集中式事
件触发控制策略,分散式事件触发控制策略能够更有
效地减少智能体之间的信息通讯量;随后,文献 [12]
基于分散式事件触发控制策略研究了带有时滞的一

阶多智能体系统的一致性问题;文献 [13]分析了一阶

收稿日期: 2016-09-30；修回日期: 2016-12-28.
基金项目: 国家自然科学基金项目 (71371156)；国家自然科学基金青年基金项目 (71401142).
作者简介: 黄红伟 (1987−), 女, 博士生, 从事多智能体系统协调控制、最优控制的研究；黄天民 (1958−), 男, 教授,

博士生导师,从事智能控制、优化与决策等研究.
†通讯作者. E-mail: hhw.8076@163.com



2262 控 制 与 决 策 第32卷

离散多智能体系统的一致性问题.当把驱动力 (加速
度)视为控制输入时,每个智能体建模为一个二阶积
分器.文献 [14-17]基于事件触发机制探讨了二阶多
智能体系统的一致性问题,其中文献 [14]研究了二阶
多智能体系统在固定无向拓扑下的平均一致性问题,
构造了依赖于时间变化的触发函数,并对系统存在时
滞的情形进行了讨论;文献 [15]探讨了二阶多智能体
系统在有向拓扑下的一致性问题,给出了集中式和分
散式事件触发两种控制策略;文献 [16-17]针对二阶
领导跟随多智能体系统的一致性问题进行了分析和

研究.然而,在上述文献中给出的事件触发控制方法
下,系统中的每个智能体不仅在自身的事件触发时刻
更新控制输入,在邻居的事件触发时刻也需更新控制
输入,这就增加了系统的控制更新频率,从而不利于
节省系统资源.基于此,本文在文献 [15]的基础上,针
对二阶多智能体系统给出一种新的事件触发控制方

法.在该方法下,系统中的每个智能体仅在自身的事
件触发时刻更新控制输入,无需考虑邻居的事件触发
时刻,从而降低系统的控制更新频率.采用模型转化
方法将系统的一致性问题转化为稳定性问题,并利用
线性矩阵不等式方法和Lyapunov稳定性理论给出系
统达到一致性的充分条件.

1 亴༷知䇶৺问题描述

1.1 代数图论

在多智能体系统中,如果将每个智能体视为一
个节点,则智能体之间的通讯拓扑可以用有向图
G = (V, E , A)来描述.其中:V = (1, 2, · · · , N)为节

点集合, E ⊆ V×V为边集合,A = (aij)N×N为加权邻

接矩阵.图中的一条有向边eji ∈ E表示一有序节点
对 (j, i),其中j为起始节点, i为目标节点,表示节点 i

可以接受到节点j的信息,同时称节点j为节点i的邻

居,节点 i的邻居集表示为Ni = {j ∈ V : (j, i) ∈ E}.
图中的一条有向路径是指从节点 i到节点k的一有

序边序列(i, i + 1), (i + 1, i + 2), · · · , (k − 1, k) ∈ E .
称有向图G是强连通的,当且仅当图中任意两个不同
的节点之间都存在一条有向路径.邻接矩阵A中的

元素与边相关,若(j, i) ∈ E ,则aij = 1,否则aij = 0.
本文假设 (i, i) ̸∈ E ,即图中不存在自环,对所有 i =

1, 2, · · · , N ,都有aii = 0.图的度矩阵定义为D =

diag{din(i)},其中 din(i) =
∑
j∈Ni

aij为节点 i的入

度.相应地,图的Laplacian矩阵L定义为L = D −A.
引理1 [20] 矩阵L不可约,当且仅当有向图 G是

强连通的.
引理2 [20] 若矩阵L不可约,则L1N = 0,且存

在向量ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξN )T > 0满足ξTL = 0,这
里 ξT1N = 1.令Ξ = diag{ξ1, ξ2, · · · , ξN},则 L̂ =
ΞL+ LTΞ

2
是对称半正定的.

引理3 [16] 对于任意的x, y ∈ R和a > 0,如下
性质成立: 1)xy ⩽ a

2
x2 +

1

2a
y2; 2)x2 + y2 ⩽ (x +

y)2,xy > 0.

1.2 二阶多智能体系统的一致性

对于二阶多智能体系统,智能体 i的动态方程描

述为 ẋi(t) = vi(t), i = 1, 2, · · · , N ;

v̇i(t) = ui(t), i = 1, 2, · · · , N.
(1)

其中:xi(t) ∈ Rm、vi(t) ∈ Rm和ui(t) ∈ Rm分别表

示智能体 i在 t时刻的位置状态、速度状态和控制

输入 (加速度).不失一般性,本文仅讨论m = 1的情

形,m > 1的相关结论可用Kronecker积进行推广.
定义 1 如果对于任意的初始状态 xi(0)和

vi(0)(i = 1, 2, · · · , N),都存在控制协议ui(t),使得系
统的状态满足下式:

lim
k→∞

∥xi(t)− xj(t)∥ = 0, i = 1, 2, · · · , N ;

lim
k→∞

∥vi(t)− vj(t)∥ = 0, i, j = 1, 2, · · · , N.

则称二阶多智能体系统 (1)在ui(t)作用下状态逐渐

趋于一致.

2 主要结果

2.1 一致性协议

为了达到二阶一致, Ren等[21]设计了如下的一

致性协议:

ui(t) = −
∑
j∈Ni

aij [xi(t)− xj(t) + γ(vi(t)− vj(t)],

(2)

其中γ为耦合系数.
接下来将结合式 (2)针对多智能体系统 (1)给出

一种改进的基于事件触发机制的一致性控制算法.
对于系统中的每个智能体 i ∈ V ,设计事件触发

函数fi(t),并根据fi(t)定义一个单调递增的时间点

列 tik(k = 0, 1, · · · ),这里, tik即为智能体 i的第k个事

件触发时刻.令xi(t
i
k)、vi(t

i
k)和xj(t

i
k)、vj(t

i
k)分别表

示智能体i和j在 tik时刻的采样状态,代入式(2)可得

ui(t) =

−
∑
j∈Ni

aij [xi(t
i
k)− xj(t

i
k) + γ(vi(t

i
k)− vj(t

i
k))],

t ∈ [tik, t
i
k+1). (3)

式 (3)即为基于事件触发机制的一致性算法.可以看
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出,智能体i仅在事件触发时刻才更新控制输入,在两
个相邻事件触发时刻之间,控制输入保持不变.此外,
智能体 i的控制输入只受自身事件触发时刻的影响,
与邻居的事件触发时刻无关,就这个角度而言,本文
给出的事件触发控制算法进一步降低了采样数据传

输和控制输入更新频率,从而更多地节省了通讯和计
算资源.

2.2 一致性分析

在上一节中给出了基于事件触发机制的一致性

协议,本节将在一致性协议 (3)的作用下分析多智能
体系统(1)的状态一致性问题.令

x̂i(t) =
∑
j∈Ni

aij(xi(t)− xj(t)),

v̂i(t) =
∑
j∈Ni

aij(vi(t)− vj(t)),

则式(3)可转化为

ui(t) = −(x̂i(t
i
k) + γv̂i(t

i
k)), t ∈ [tik, t

i
k+1). (4)

定义采样数据测量误差exi
(t) = x̂i(t

i
k)− x̂i(t), evi

(t)

= v̂i(t
i
k)− v̂i(t),则式(4)可进一步表示为

ui(t) = −(x̂i(t) + exi
(t) + γ(v̂i(t) + evi(t))) =

−
∑
j∈Ni

aij [xi(t)− xj(t) + γ(vi(t)− vj(t))]−

exi
(t)− γevi(t), t ∈ [tik, t

i
k+1). (5)

将一致性协议 (5)代入到系统 (1)中,得到闭环多智能
体系统为 ˙x(t) = v(t),

˙v(t) = −(Lx(t) + ex(t) + γ(Lv(t) + ev(t))).

(6)

其中

x(t) = (xT
1 (t), x

T
2 (t), · · · , xT

N (t))T,

v(t) = (vT
1 (t), v

T
2 (t), · · · , vT

N (t))T,

ex(t) = (eT
x1
(t), eT

x2
(t), · · · , eT

xN
(t))T,

ev(t) = (eT
v1
(t), eT

v2
(t), · · · , eT

vN
(t))T.

令ε(t) = [xT(t), vT(t)]T, e(t) = [eT
x (t), e

T
v (t)]

T,则系
统(6)可以等价地表示为如下矩阵形式:

ε̇(t) =

[
0N×N IN

−L −γL

]
ε(t) +

[
0N×N 0N×N

−IN −γIN

]
e(t).

(7)

对于智能体i ∈ V ,定义事件触发函数

fi(t) =
(η + β)∥Σ∥2

2a
(∥exi

∥2 + γ∥evi∥2)−

σi

(
η − aη(1 + γ)

2

)
∥x̃i∥2−

σi

(
γβ − κ− aβ(1 + γ)

2

)
∥ṽi∥2.

其中: a,β, η为正实数; 0 < σi < 1;Σ = diag{ωi},ωi

=
√
ξi, i = 1, 2, · · · , N ; x̃ = ΣLx, ṽ = ΣLv, x̃i,ṽi分

别为 x̃, ṽ对应的分量.
下面给出本节主要结论.
定理1 考虑多智能体系统 (1),假设有向图G是

强连通的,且对于智能体 i ∈ V ,限制事件触发条件为
fi(t) ⩽ 0,如果以下不等式条件成立,则系统 (1)在一
致性协议(3)的作用下状态可以逐渐趋于一致,即

α >
η2

βb(L)
ξmax, b(L) > 0; (8)

κLTΞL− ηL̂ ⩾ 0, κ > 0; (9)

η − aη(1 + γ)

2
> 0; (10)

γβ − κ− aβ(1 + γ)

2
> 0. (11)

其中α为正实数

证明 构造如下Lyapunov函数:

V =
1

2
εT

[
αLTΞL ηLTΞ

ηΞL βL̂

]
ε, (12)

可得

V =

1

2
(αxTLTΞLx+ ηxTLTΞv + ηvTΞLx+ βvTL̂v).

类似于文献[15],定义

b(L) = min
Lv ̸=0,v ̸=0

vTL̂v

vTv
. (13)

L̂是对称半正定的,故存在可逆阵P使 L̂ = PΛPT.
其中:Λ = diag{λ1, λ2, · · · , λN},P = [p1, p2, · · · ,
pN ],λi(i = 1, 2, · · · , N)为矩阵 L̂的第 i个特征值, pi
为λi对应的特征向量.不失一般性,假设λ1 = 0, p1 =

1N ,令y = [y1, y2, · · · , yN ]T = PTv,可得

b(L) = min
Lv ̸=0,vTv=1

vTL̂v = min
Lv ̸=0,vTv=1

vTPΛPTv =

min
LPy ̸=0,yTy=1

yTΛy = min
LPy ̸=0,yTy=1

N∑
i=1

ωiy
2
i ⩾ 0.

假设b(L) = 0,则有LPy ̸= 0, yTy = 1且y2 = · · · =
yN = 0,得到y1 = 1,于是有

LPy = L[p1, p2, · · · , pN ][1, 0, · · · , 0]T = Lp1 =

L1N = 0,

这与LPy ̸= 0矛盾,因此b(L) > 0.
根据式(13)可得vTL̂v ⩾ b(L)vTv,进而有

V ⩾ 1

2
εT

[
αLTΞL ηLTΞ

ηΞL βb(L)

]
ε.
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根据Schur补引理[16],若

[
αLTΞL ηLTΞ

ηΞL βb(L)

]
> 0,当且

仅当βb(L) > 0且αLTΞL− ηLTΞ(βb(L))−1ηΞL =

αLTΞL − η2

βb(L)
LTΞ2L > 0,结合不等式条件 (8)可

得V ⩾ 0,等号成立当且仅当系统状态达到一致.
沿系统(7)的轨线对V 求导,可得

V̇ = εT

[
αLTΞL ηLTΞ

ηΞL βLTΞ

]
ε̇ =

εT

[
αLTΞL ηLTΞ

ηΞL βLTΞ

]
×

([
0N×N IN

−L −γL

]
ε +[

0N×N 0N×N

−IN −γIN

]
e

)
=

εT

[
−ηLTΞL (α− γη)LTΞL

−βLTΞL ηΞL− γβLTΞL

]
ε+

εT

[
−ηLTΞ − γηLTΞ

−βLTΞ − γβLTΞ

]
e. (14)

由不等式条件(9)可得,式(14)的前半部分为

εT

[
−ηLTΞL (α− γη)LTΞL

−βLTΞL ηΞL− γβLTΞL

]
ε =

− ηxTLTΞLx+ (α− γη)xTLTΞLv−

βvTLTΞLx+ ηvTΞLv − γβvTLTΞLv ⩽

− ηxTLTΞLx+ (α− γη)xTLTΞLv−

βvTLTΞLx+ (κ− γβ)vTLTΞLv =

− η∥x̃∥2 + (α− β − γη)x̃Tṽ + (κ− γβ)∥ṽ∥2.

令α = β + γη,则有

εT

[
−ηLTΞL (α− γη)LTΞL

−βLTΞL ηΞL− γβLTΞL

]
ε ⩽

− η∥x̃∥2 + (κ− γβ)∥ṽ∥2.

由引理3可得,式(14)的后半部分为

εT

[
−ηLTΞ − γηLTΞ

−βLTΞ − γβLTΞ

]
e =

− ηxTLTΞex − γηxTLTΞev−

βvTLTΞex − γβvTLTΞev ⩽

η∥x̃TΣex∥+ γη∥x̃TΣev∥+

β∥ṽTΣex∥+ γβ∥ṽTΣev∥ ⩽
aη(1 + γ)

2
∥x̃∥2 + aβ(1 + γ)

2
∥ṽ∥2+

(η + β)∥Σ∥2

2a
(∥ex∥2 + γ∥ev∥2),

于是有

V̇ ⩽ −
(
η − aη(1 + γ)

2

)
∥x̃∥2−(

γβ − κ− aβ(1 + γ)

2

)
∥ṽ∥2+

(η + β)∥Σ∥2

2a
(∥ex∥2 + γ∥ev∥2).

当fi(t) ⩽ 0时,有

V̇ ⩽ − (1− σmax)
(
η − aη(1 + γ)

2

)
∥x̃∥2−

(1− σmax)
(
γβ − κ− aβ(1 + γ)

2

)
∥ṽ∥2 ⩽ 0,

其中等号成立当且仅当系统的状态达到一致.因此,
根据LaSalle不变原理,有

lim
k→∞

Lx(t) = 0,

lim
k→∞

Lv(t) = 0.

即
lim
k→∞

∥xi(t)− xj(t)∥ = 0, i, j = 1, 2, · · · , N ;

lim
k→∞

∥vi(t)− vj(t)∥ = 0; i, j = 1, 2, · · · , N.

由此定理得证. 2
从定理1的证明可以看出,当且仅当fi(t) = 0时

智能体 i触发事件.由状态误差的定义可知,在每个
事件触发tik时刻,有exi

(tik) = x̂i(t
i
k)− x̂i(t

i
k) = 0,

evi(t
i
k) = v̂i(t

i
k)− v̂i(t

i
k) = 0.

因此,限制触发条件fi(t) ⩽ 0是合理的.
为了表明在整个事件触发控制过程中不会产生

Zeno现象,给出如下定理.
定理2 考虑多智能体系统 (1),假设有向图G是

强连通的,且对于智能体 i ∈ V ,限制事件触发条件
为fi(t) ⩽ 0,则在控制协议 (3)作用下,至少存在一
个智能体q,其任意两个连续事件触发时刻之间的间
隔tqk+1−tqk不小于τ

′

q = ∆q[(1+
√
1 + γ2∥L∥)(

√
N×

∥Σ−1∥+∆q)]
−1.其中∆q =

( 2aσqχmin

(η + β)χmax∥Σ∥2
) 1

2

.

证明 根据事件触发控制原理,智能体 i的

任意两个连续事件触发时刻之间的间隔时间为
(η + β)∥Σ∥2

2a
(∥ex∥2 + γ∥ev∥2)从 0增长到 σi

(
η −

aη(1 + γ)

2

)
∥x̃i∥2 + σi

(
γβ − κ− aβ(1 + γ)

2

)
∥ṽi∥2所

需的时间,记为τi.

令τ
′

i表示
(η + β)∥Σ∥2

2a
χmax(∥ex∥2 + γ∥ev∥2)从

0增长到σiχmin(∥x̃i∥2 + ∥ṽi∥2)所需的时间,这里有

χmax = max{1, γ},

χmin = min
{
η − aη(1 + γ)

2
, γβ − κ− aβ(1 + γ)

2

}
.
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容易看出, τi ⩾ τ
′

i .
令q = arg max

i∈V
(∥x̃i∥2 + ∥ṽi∥2),则有

∥exq
∥2 + ∥evq∥2

N(∥x̃q∥2 + ∥ṽq∥2)
⩽ ∥ex∥2 + ∥ev∥2

∥x̃∥2 + ∥ṽ∥2
=

∥e∥2

∥ε̃∥2
.

对
∥e∥
∥ε̃∥
求导,可得

d
dt

∥e∥
∥ε̃∥

=
eTė

∥e∥∥ε̃∥
− ε̃T ˙̃ε∥e∥

∥ε̃∥2∥ε̃∥
⩽ ∥ė∥

∥ε̃∥
+

∥e∥∥ ˙̃ε∥
∥ε̃∥2

.

由于

∥ė∥ = ∥ ˙̂ε∥ =∥∥∥∥∥ Lv

LLx+ Lex + γ(LLv + Lev)

∥∥∥∥∥ =∥∥∥∥∥ Σ−1ṽ

LΣ−1x̃+ γLΣ−1ṽ + Lex + γLev

∥∥∥∥∥ ⩽

∥Σ−1∥(1 +
√
1 + γ2∥L∥)(∥ε̃∥+ ∥Σ∥∥e∥),

∥ ˙̃ε∥ =∥∥∥∥∥
[

Σ 0N×N

0N×N Σ

]
×

[
Lv

−LLx− Lex − γ(LLv + Lev)

]∥∥∥∥∥ ⩽∥∥∥∥∥
[
0N×N IN

0N×N 0N×N

]
ε̃

∥∥∥∥∥+∥∥∥∥∥
[

0N×N 0N×N

ΣLΣ−1 γΣLΣ−1

]
(ε̃+ I2 ⊗Σe)

∥∥∥∥∥ ⩽

(1 +
√
1 + γ2∥ΣLΣ−1∥)∥ε̃∥+√

1 + γ2∥ΣLΣ−1∥∥Σ∥∥e∥ ⩽

(1 +
√

1 + γ2∥ΣLΣ−1∥)(∥ε̃∥+ ∥Σ∥∥e∥),

进而有

d
dt

∥e∥
∥ε̃∥

⩽

(1 +
√

1 + γ2∥L∥)∥Σ−1∥(∥ε̃∥+ ∥Σ∥∥e∥)
∥ε̃∥

+

(1 +
√

1 + γ2∥ΣLΣ−1∥)∥e∥∥ε̃∥+ ∥Σ∥∥e∥
∥ε̃∥2

=

∥ε̃∥+ ∥Σ∥∥e∥
∥ε̃∥

(
∥Σ−1∥(1 +

√
1 + γ2∥L∥)+

(1 +
√

1 + γ2∥ΣLΣ−1∥)∥e∥
∥ε̃∥

)
⩽

∥Σ−1∥(1 +
√

1 + γ2∥L∥)
(
1 +

∥Σ∥∥e∥
∥ε̃∥

)2
.

因此,类似文献[15]的证明可得

√
N

∥Σ−1∥(1 +
√

1 + γ2∥L∥)τ ′

q

1− (1 +
√
1 + γ2∥L∥)τ ′

q

=

( 2aσqχmin

(η + β)χmax∥Σ∥2
) 1

2

.

解得

τ
′

q = ∆q[(1 +
√

1 + γ2∥L∥)(
√
N∥Σ−1∥+∆q)]

−1,

其中∆q =
( 2aσqχmin

(η + β)χmax∥Σ∥2
) 1

2

.2
3 仿真实验

本节用Matlab仿真实验验证理论方案的有效
性.考虑一个由6个智能体组成的多智能体系统,其
对应的Laplacian矩阵为

L =



2 −1 0 0 −1 0

−1 2 −1 0 0 0

−1 0 3 −1 −1 0

0 0 0 1 0 −1

0 −1 0 −1 2 0

−1 0 0 −1 0 2


.

通过计算可得

ξ =

[0.183 0 0.150 0 0.050 0 0.333 3 0.116 7 0.1667].

为了体现本文方法的优越性,仿真过程中分别采
用文献 [15]中的控制方法和本文给出的控制方法进
行实验.其中,在文献 [15]的控制方法下,参数设置为
α = β = 7, η = 3.4, k1 = 0.4, k2 = 3.5, r = k1β +

αη = 26.6;在本文的控制方法下,参数设置为γ =

2,β = 3.5, η = 0.4,α = β + γη = 4.3,κ = 3, a = 0.5.
图1 ∼ 图6为多智能体系统 (1)在两种控制方法下的
仿真结果,其中i = 1, 2, · · · , 6.
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图 1 文献 [15]算法中智能体 i的位置状态轨迹
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图 2 文献 [15]算法中智能体 i的速度状态轨迹
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图 3 文献 [15]算法中智能体 i的触发时刻
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图 4 本文算法中智能体 i的位置状态轨迹
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图 5 本文算法中智能体 i的速度状态轨迹
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图 6 本文算法中智能体 i的触发时刻

从图1、图2、图4、图5中可以看出,在这两种控
制方法下,随着时间的推移,系统的状态最终均可逐
渐趋于一致.
图 3和图 6分别给出了多智能体系统在两种控

制方法下各智能体的事件触发时刻图.从图3和图6
中可以看出,采用本文给出的控制方法所得的仿真结
果中,智能体 i(i = 1, 2, · · · , 6)的触发次数较少,表明
采用本文给出的事件触发控制方法可以更有效地减

少智能体之间的通讯次数,从而更多地节省系统的资
源.

4 结 论

本文研究了在事件触发机制下的二阶多智能体

系统的一致性问题,给出了一种新的事件触发控制协
议.理论分析表明,系统在该协议作用下可以达到状
态渐近一致.仿真结果验证了理论分析的正确性.接
下来,将进一步研究异质多智能体系统在事件触发机
制下的一致性问题.
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