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离散随机Markov跳跃系统有限时间有界控制
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摘 要: 研究一类带乘性噪声的离散时间随机Markov跳跃系统的有限时间控制问题.首先,定义系统的有限时间
稳定和有限时间有界,通过逐次迭代和条件期望给出系统有限时间稳定的充分必要条件;其次,针对含干扰的系
统,利用Lyapunov方法和线性矩阵不等式技术得到系统有限时间有界的充分条件并设计状态反馈镇定控制器;然
后,进一步考虑转移概率信息不完全下的有限时间有界问题;最后,通过数值例子验证了所提出方法的有效性.
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Finite-time boundedness control of discrete stochastic Markov jumping
systems
ZHOU Shao-wei1,2†, CHEN Bing1

(1. Institute of Complexity Science，Qingdao University，Qingdao 266071，China；2. College of Mathematics and
Systems Science，Shandong University of Science and Technology，Qingdao 266590，China)

Abstract: The finite-time control of discrete-time stochastic Markov jumping systems with multiplicative noise is studied.
Firstly, the definitions of finite-time stability and finite-time boundedness are given. The necessary and sufficient condition
of finite-time stability is obtained by successive iteration and conditional expectation. Then, the sufficient condition and
the state feedback controller design of the system with disturb are realized by using the Lyapunov method and linear
matrix inequality technology. Furthermore, the finite-time boundedness is considered under the incomplete information
of transition probability. Finally, the effectiveness of the introduced method is verified by a numerical example.
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0 ᕅ 言

稳定性分析是各种控制系统设计和综合的基础.
关于稳定性有多种形式的定义:二阶矩稳定、δ阶矩
稳定、几乎处处稳定、鲁棒稳定等等,这些关注的都
是系统在无限时域内的渐近行为,刻画了系统的稳态
性能,却无法反映其暂态性能.事实上,稳定的暂态性
能对某些实际系统更加重要,如汽车悬架系统[1]、存

储式系统[1]、航天器姿态跟踪系统[2]等.因此,有限时
间稳定 (FTS)的概念应运而生. FTS最早出现在20世
纪50年代的俄文文献中[3], 60年代西方杂志也发表
了一些相关结果[4],这里人们关注的是系统的暂态稳
定性,即在有限时间内系统状态满足给定要求.近年

来,以Amato为代表的一批学者对FTS的概念进行了
发展.例如,考虑到系统总是不可避免地受到外部干
扰的影响, Amato等提出了有限时间有界 (FTB)的概
念[5].随后,又相继提出了输入-输出有限时间稳定[6]、

鲁棒有限时间稳定[7]等.另外,时变系统[8-9]、非线性

系统[10-11]、Markov跳跃系统[12-17]、切换系统[18]、奇异

系统[19-20]、随机 Itô系统[21-23]、大系统[24]的有限时间

稳定性问题也受到了人们的关注.
以上研究主要是关于连续时间系统的,针对离

散时间系统,也得到了许多相关结果. Amato等在文
献 [25]中提出并研究了确定性离散时间线性系统的
FTB问题,得到了FTB的充分条件,随后扩展到了离
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散时变系统[26],利用状态转移矩阵和差分Lyapunov
不等式得到了FTS的充分必要条件;文献 [27]考虑了
离散时间时滞系统,通过建立一类新的Lyapunov泛
函给出了系统FTS的充分条件.

另一方面, Markov跳跃系统在描述工业生产中
的突变现象时有着无可比拟的优势,被广泛应用于许
多实际系统[12-17,28].本文将考虑带乘性噪声的离散
时间随机Markov跳跃系统,这类系统不仅存在跳变
参数,而且含有与状态、控制、干扰相乘的噪声,更利
于描述真实系统中的随机性和复杂性.针对这类系
统,研究其FTB和FTS问题.对于跳跃系统而言,状态
转移概率在很大程度上影响和决定着系统运行,通常
假设它是完全已知的.然而,在实际中要获得精确的
转移概率是非常困难的.基于此,将分为转移概率信
息完全以及信息不完全两种情况进行研究.

1 系统描述

考虑如下的带乘性噪声的离散时间随机Markov
跳跃系统:x(k + 1) = A(rk)x(k) + C(rk)x(k)w(k), k ∈ NT ;

x(0) = x0.

(1)

它所对应的受控系统为

x(k + 1) =

A(rk)x(k) +B(rk)u(k)+

[C(rk)x(k) +D(rk)u(k)]w(k), k ∈ NT ;

x(0) = x0.

(2)

如果考虑干扰,则系统变为

x(k + 1) =

A(rk)x(k) +G(rk)v(k)+

[C(rk)x(k) +H(rk)v(k)]w(k), k ∈ NT ;

x(0) = x0.

(3)

对应的受控系统为

x(k + 1) =

A(rk)x(k) +B(rk)u(k) +G(rk)v(k)+

[C(rk)x(k) +D(rk)u(k) +H(rk)v(k)]w(k),

k ∈ NT ;

x(0) = x0.

(4)

其中:x(k) ∈ Rn为系统状态,x0 ∈ Rn为系统初始状

态;u(k) ∈ Rm为控制输入; v(k) ∈ Rp为外部干扰;

A(rk), B(rk), C(rk), D(rk), G(rk), H(rk)为适当维

数的实矩阵;NT = {0, 1, · · · , T}为时间集;w(k)(k ∈
NT )为定义在概率空间(Ω,F , P )上的实随机变量序

列,满足E[w(k)] = 0, E[w(k)w(s)] = δ(k−s), δ(·)为
Kronecker函数;跳跃过程rk(k ∈ NT )为离散时间齐

次Markov链,其状态空间为S = {1, 2, · · · , l}.转移
概率为P (rk+1 = j|rk = i) = πij ,表示由k时刻

模态 i转移到k + 1时刻模态 j的概率,πij ⩾ 0且有
l∑

j=1

πij = 1.转移概率矩阵为Γ ,w(k)(k ∈ NT )与

rk(k ∈ NT )相互独立.
转移概率矩阵的信息可以是完全的也可以是不

完全的.假设转移概率矩阵的信息是不完全的,即Γ

中的某些元素是未知的,以四阶为例,则可能为以下
形式:

Γ =


π11 π12 π13 π14

π21 ∆ ∆ ∆

∆ π32 ∆ π34

π41 ∆ π43 ∆

 . (5)

其中:∆为未知元素,其余为已知元素.

注1 由于
l∑

j=1

πij = 1,Γ中至少有两个未知元

素,且某行中若有未知元素,则至少有两个.
当转移概率矩阵的信息不完全时,为了方便,采

用以下记号:任意i ∈ S,S = Si + Si
u,其中有

Si = {j|πij已知},Si
u = {j|πij未知}. (6)

由假设可知,集合S1,S2, · · · ,Sl至少有一个非空,集
合S1

u,S2
u, · · · ,Sl

u至少有一个非空.另外,若Si ̸= ∅,
则可记为Si = {ki

1, k
i
2, · · · , ki

mi
}, 1 ⩽ mi ⩽ l.

为了简单起见, rk = i时的系统矩阵A(i),B(i),
C(i),D(i),G(i),H(i)可分别简记为Ai,Bi,Ci,Di,Gi,
Hi.
定义1 如果有

E(xT
0 Rx0) ⩽ c1 ⇒ E[xT(k)Rx(k)] < c2, ∀k ∈ NT ,

(7)

则系统 (1)为关于 (c1, c2, T,R)有限时间稳定的.其
中: c2 > c1 > 0,T > 0为给定常数;R > 0为给定

矩阵.
定义2 如果有

E(xT
0 Rx0) ⩽ c1 ⇒ E[xT(k)Rx(k)] < c2,

v(k) :

T∑
k=0

vT(k)v(k) ⩽ d, ∀k ∈ NT , (8)

则系统(3)为关于(c1, c2, T,R, d)有限时间有界的.其
中: c2 > c1 > 0,T > 0, d ⩾ 0为给定常数;R > 0为给
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定矩阵.
注2 FTS要求系统状态在有限的时间区间内

不超过某个界;而 FTB是针对含干扰的系统而言
的.若干扰v(k) = 0,则FTB退化为FTS.

2 主要结果

首先,给出系统(1)FTS的充要条件.
定理 1 系统 (1)关于 (c1, c2, T,R)有限时间稳

定的充分必要条件是

E(xT
0 Rx0) ⩽ c1 ⇒ Tr[RQi(k)] < c2, ∀k ∈ NT , (9)

其中:Qi(k)(i ∈ S)为差分方程
Qi(k + 1) =

l∑
j=1

πji[AjQj(k)A
T
j + CjQj(k)C

T
j ],

Qi(0) = E(x0x
T
0 I{r0=i})

(10)

的解; Tr(·)为矩阵的迹; I{·}为示性函数.
证明 令

Qi(k) = E[x(k)xT(k)I{rk=i}], (11)

则

E[xT(k)Rx(k)] = ETr[Rx(k)xT(k)] = Tr[RQi(k)].

(12)

另外,通过逐次迭代和条件期望公式可得Qi(k)为式

(10)的解 (文献 [28]中的定理2.1), 结合定义1即可得
证. 2
下面给出含干扰的系统(3)的FTB的充分条件.
定理2 如果对于某个α ⩾ 1,存在矩阵Qi > 0,

Pi > 0, ∀i ∈ S,使得
l∑

j=1

πij(A
T
i QjAi + CT

i QjCi)− αQi

∗
→

←

l∑
j=1

πij(A
T
i QjGi + CT

i QjHi)

l∑
j=1

πij(H
T
i QjHi +GT

i QjGi)− Pi

 < 0, (13)

αT [c1λmax(Qi) + dλmax(Pi)]

λmin(Qi)
< c2, (14)

则系统 (3)关于 (c1, c2, T,R, d)有限时间有界.其中:
“∗”为对称矩阵的对称部分,λmax(·)、λmin(·)为矩阵
的最大、最小特征值,Qi = R− 1

2QiR
− 1

2 .
证明 取Lyapunov算子

V (x(k), rk = i) = xT(k)Qix(k), (15)

E[V (x(k + 1), rk+1 = j)] =

E
[
xT(k + 1)Qjx(k + 1)

l∑
j=1

P (rk+1 = j|rk = i)
]
=

l∑
j=1

πijE[(Aix+Giv)
T + (Cix+Hiv)

Tw]×

Qj [(Aix+Giv) + (Cix+Hiv)w]. (16)

为了方便,x(k),w(k), v(k)中的 k均省略了.又
由于E[w(k)] = 0, E[w2(k)] = 1,有

EV [x(k + 1)] =

[xT, vT]


l∑

j=1

πij(A
T
i QjAi + CT

i QjCi)

∗
→

←

l∑
j=1

πij(A
T
i QjGi + CT

i QjHi)

l∑
j=1

πij(H
T
i QjHi +GT

i QjGi)


[
x

v

]
. (17)

式(13)等价于

EV [x(k + 1)] < αEV [x(k)] + vT(k)Piv(k), (18)

进而有

EV [x(k + 1)] < αEV [x(k)] + λmax(Pi)v
T(k)v(k).

(19)

因此

EV [x(k)] <

αEV [x(k − 1)] + λmax(Pi)v
T(k − 1)v(k − 1) < · · · <

αkEV (x0) + λmax(Pi)

k−1∑
s=0

αk−1−svT(s)v(s) <

αkEV (x0) + λmax(Pi)α
Td, (20)

因为α ⩾ 1以及
T∑

k=0

vT(k)v(k) ⩽ d,故最后一个不等

式成立.
令Qi = R− 1

2QiR
− 1

2 ,则有

EV (x0) =

E(xT
0 Qix0) = E(xT

0 R
1
2QiR

1
2x0) ⩽ λmax(Qi)c1,

(21)

EV [x(k)] = E[xT(k)Qix(k)] =

E[xT(k)R
1
2QiR

1
2x(k)] ⩾

λmin(Qi)E[xT(k)Rx(k)], (22)

综上所述

E[xT(k)Rx(k)] ⩽ αT [c1λmax(Qi) + dλmax(Pi)]

λmin(Qi)
.

(23)
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因此,当式(14)成立时, E[xT(k)Rx(k)] ⩽ c2. 2
下面考虑系统 (4)的FTB问题,即通过状态反馈

使闭环系统(FTB).由定理2不难得到如下定理.
定理3 如果对于某个α ⩾ 1存在矩阵Q̃i > 0,

Pi > 0,Yi, ∀i ∈ S,以及正数λ1,λ2,使得
−αQ̃i 0 Φi

∗ −Pi Ψi

∗ ∗ −Θi

 < 0, (24)

λ1I < Q
i
< I, (25)

Pi < λ2I, (26)λ2d−
c2
αT

1

∗ −λ1

c1

 < 0, (27)

则系统(4)的FTB问题可解,反馈增益为Ki = YiQ̃
−1
i .

其中I为单位矩阵,且有

Φi =

[
√
πi1(AiQ̃i +BiYi)

T, · · · ,
√
πil(AiQ̃i +BiYi)

T,

√
πi1(CiQ̃i +DiYi)

T, · · · ,
√
πil(CiQ̃i +DiYi)

T],

Ψi = [
√
πi1G

T
i , · · · ,

√
πilG

T
i ,
√
πi1H

T
i , · · · ,

√
πilH

T
i ],

Θi = Diag(Q̃1, · · · , Q̃l, Q̃1, · · · , Q̃l), Qi
= R

1
2 Q̃iR

1
2 ,

其中Diag(·)为分块对角矩阵.
证明 将式(13)中的Ai换成Ai + BiKi,Ci换成

Ci + DiKi,并令Qi = Q̃−1
i ,Yi = KiQ̃i,左乘、右乘

Diag(Q̃i, I),再由Schur补可得式 (13)等价于式 (24).
作恒等变形,式(14)变为

λmax(Qi
)αT

[
c1

1

λmin(Qi
)
+ dλmax(Pi)

]
< c2. (28)

不难验证,当式(25) ∼ (27)成立时,式(28)成立. 2
由于v(k) = 0时, FTB退化为FTS,因此,由定理2

和定理3可得下面的推论,即系统FTS的判据.
推论1 1)如果对于某个α ⩾ 1,存在矩阵Qi >

0,∀i ∈ S,使得
l∑

j=1

πij(A
T
i QjAi + CT

i QjCi)− αQi < 0, (29)

αTCond(Qi) <
c2
c1
, (30)

则系统 (1)关于 (c1, c2, T,R)有限时间稳定,其中Qi

= R− 1
2QiR

− 1
2 , Cond(·)为矩阵的条件数.

2)如果对于某个α ⩾ 1,存在矩阵 Q̃i > 0,Yi >

0,∀i ∈ S,使得

[
−αQ̃i Φi

∗ −Θi

]
< 0, (31)

Cond(Q
i
)

αT
<

c1
c2
, (32)

则系统 (2)关于(c1, c2, T,R)有限时间镇定,反馈增益
为Ki = YiQ̃

−1
i .其中Φi,Θi,Qi

同定理3.
最后,考虑系统(3)、(4)在转移概率信息不完全下

的FTB问题.
定理4 1)如果对于某个α ⩾ 1,存在矩阵Qi >

0,Pi > 0, ∀i ∈ S,使得
∑
j∈Si

[
πij(A

T
i QjAi + CT

i QjCi)− αQi

]
∗

→

←

∑
j∈Si

πij(A
T
i QjGi + CT

i QjHi)∑
j∈Si

πij [(H
T
i QjHi +GT

i QjGi)− Pi]

 < 0,

(33)[
AT

i QjAi + CT
i QjCi − αQi

∗
→

←
AT

i QjGi + CT
i QjHi

HT
i QjHi +GT

i QjGi − Pi

]
< 0, j ∈ Si

u, (34)

以及式 (14)成立,则具有转移概率 (6)的系统 (3)有限
时间有界.

2)如果对于某个α ⩾ 1,存在矩阵 Q̃i > 0,Pi >

0,Yi, ∀i ∈ S,以及正数λ1,λ2,使得
−α

∑
j∈Si

πijQ̃i 0 Φi

∗ −
∑
j∈Si

πijPi Ψi

∗ ∗ −Θi

 < 0, (35)


−αQ̃i 0 (AiQ̃i +BiYi)

T (CiQ̃i +DiYi)
T

∗ −Pi GT
i HT

i

∗ ∗ −Q̃j 0

∗ ∗ ∗ −Q̃j

< 0,

j ∈ Si
u, (36)

以及式 (25) ∼ (27)成立,则具有转移概率 (6)的系统
(4)的FTB问题可解,反馈增益为Ki = YiQ̃

−1
i .这里

Φi =

[
√

πiki
1
(AiQ̃i +BiYi)

T, · · · ,√
πiki

mi
(AiQ̃i +BiYi)

T,
√

πiki
1
(CiQ̃i +DiYi)

T,

· · · ,√πiki
mi
(CiQ̃i +DiYi)

T],
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Ψi = [
√

πiki
1
GT

i , · · · ,
√

πiki
mi
GT

i ,√
πiki

1
HT

i , · · · ,
√

πiki
mi
HT

i ],

Θi = Diag(Q̃ki
1
, · · · , Q̃ki

mi
, Q̃ki
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证明 1)由于
l∑

j=1

πij = 1,式 (13)左边可整理为

不等式 (33)的左边与不等式 (34)的左边乘以
∑
j∈Si

u

πij

的和,显然式(33)、(34)成立时式(13)成立,由定理2可
知1)成立.

2)分别对式 (33)、(34)采用定理3的证明方法,可
得式(35)、(36),由定理3可知, 2)成立. 2
3 数值例子

假设系统(4)的系统矩阵为

A1 =

[
0.23 0.68

−1.10 0.06

]
, A2 =

[
0.02 −0.64
0.13 1.45

]
,

B1 =

[
2.02 1.18

0.37 0.46

]
, B2 =

[
0.47 0.11

−0.14 1.30

]
,

C1 =

[
1.10 −0.46
1.86 1.23

]
, C2 =

[
1.45 −0.10
−0.49 0.17

]
,

D1 =

[
−0.73 −1.13
−0.47 −2.37

]
, D2 =

[
1.05 1.11

−0.55 1.41

]
,

G1 =

[
−0.35 −2.09
−0.87 0.34

]
, G2 =

[
−1.01 −0.22
0.94 −1.20

]
,

H1 =

[
−0.51 0.25

−0.23 0.21

]
, H2 =

[
−1.05 0.24

−0.89 1.01

]
.

给定c1 = 10, c2 = 100,α = 1.001,R = I ,T = 20, d
= 0.01,分别考虑系统在转移概率的两种信息状态下
的FTB问题.

1)转移概率矩阵完全已知,为

Γ =

[
0.3 0.7

0.1 0.9

]
,

由定理3及解LMIs(24) ∼ (27)可得

P1 =

[
1 626.7 −17.2
−17.2 1 634.2

]
, P2 =

[
1 914.3 −320.5
−320.5 1 951.5

]
,

Y1 =

[
−0.196 −0.778
0.314 0.692

]
, Y2 =

[
−1.080 0.154

−0.073 −0.055

]
,

Q̃1 =

[
0.254 0.127

0.127 0.925

]
, Q̃2 =

[
0.969 −0.127
−0.127 0.159

]
,

λ1 = 0.137 8, λ2 = 2417.1.

因此,系统 (4)关于(10, 100, 20, I, 0.01)的FTB问题可

解,反馈增益为

K1 =

[
−0.374 −0.790
0.925 0.621

]
,

K2 =

[
−1.103 0.085

−0.134 −0.449

]
.

2)转移概率矩阵不完全已知,为

Γ =

[
0.3 0.7

∆ ∆

]
,

由定理4,解LMIs(35)、解LMIs(36)以及(25) ∼ (27)可
得

P1 =

[
1 868.8 −101.3
−101.3 1 888.7

]
,

P2 =

[
2 289.8 −270.7
−270.7 2 325.1

]
,

Y1 =

[
−0.212 −0.809
0.328 0.734

]
,

Y2 =

[
−0.899 0.106

−0.182 −0.044

]
,

Q̃1 =

[
0.254 0.153

0.153 0.952

]
,

Q̃2 =

[
0.956 −0.127
−0.127 0.144

]
,

λ1 = 0.125 5, λ2 = 2663.0.

因此,系统 (4)关于(10, 100, 20, I, 0.01)的FTB问题可
解,反馈增益为

K1 =

[
−0.358 −0.793
0.920 0.623

]
,

K2 =

[
−0.954 −0.102
−0.260 −0.529

]
.

4 结 论

本文考虑了一类更具应用前景的 (x, u, v)依赖

噪声的离散时间随机Markov跳跃系统的有限时间控
制问题,得到了转移概率信息完全与不完全下系统有
限时间有界的判据.利用线性矩阵不等式可以方便
地设计状态反馈控制器.作为推论,给出了系统有限
时间稳定和镇定的条件.
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