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区间直觉语言Frank集结算子及其在决策中的应用

杜玉琴1,2†, 侯福均2

(1. 中国社会科学院大学经济学院，北京 100089；2. 北京理工大学管理与经济学院，北京 100081)

摘 要: 基于区间直觉语言变量和Frank算子的概念,首先提出区间直觉语言环境下Frank算子的运算规则;然后
介绍几种区间直觉语言Frank信息集成算子,如:区间直觉语言Frank加权算术平均算子、区间直觉语言Frank加权
几何平均算子、区间直觉语言广义Frank加权算术平均算子等,并介绍各算子具有的性质,同时,基于上述算子提
出两种属性权重为实数且属性值为区间直觉语言变量的多属性决策方法;最后,结合示例表明所提出方法的有效
性和实用性.
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Interval intuitionistic linguistic Frank aggregation operators and their
application in decision making
DU Yu-qin1,2†, HOU Fu-jun2

(1. School of Economics, University of Chinese Academy of Social Sciences, Beijing 100089，China；2. School of
Management and Economics, Beijing Institute of Technology, Beijing 100081，China)

Abstract: Based on the interval intuitionistic linguistic variables and the Frank operator, the operational laws of the
Frank operator under the interval intuitionistic linguistic circumstance are firstly defined. Then, several interval
intuitionistic linguistic Frank aggregation operators are introduced, such as the interval intuitionistic linguistic Frank
weighted average operator, the interval intuitionistic linguistic Frank weighted geometric operator, and the interval
intuitionistic linguistic Frank generalized weighted average operator, etc. and some of their properties are discussed.
Moreover, two approaches are introduced on the basis of the interval intuitionistic linguistic Frank aggregation
operators, and an example is given to illustrate the feasibility and effectiveness of the proposed approaches.
Keywords: interval intuitionistic linguistic variables；Frank operator；multiple attribute group decision making；
aggregation operator；fuzzy information

0 ᕅ 言

1986年, Atanassov[1]在模糊集[2]的基础上定义

了直觉模糊集,由于其能较好地描述客观世界的模糊
性和不确定性,已被广泛应用于金融、物流管理、保
险、模糊决策等诸多领域.
在自然环境中,很多现象的属性信息难以用数字

进行描述,而语言评价[3]能较好地表达这种情况.针
对此类问题,徐泽水[4-5]定义了三角模糊语言变量和

不确定语言变量; Herrera等[6]定义了二元语义集; Ju
等[7]定义了梯形二元语义集;王坚强等[8]定义了直觉

模糊语言集和直觉二元语义的距离公式; Liu[9]定义

了广义直觉模糊语言集结算子、二维语言广义集结

算子[10]、直觉不确定语言集[11]、区间直觉模糊不确定

语言集[12];王佩[13]在区间直觉模糊不确定语言变量

的基础上,提出了区间直觉语言数的概念,并定义了
区间直觉语言数的加权算术平均算子 (IVILWA)、区
间直觉语言数的加权几何平均算子(IVILWG).
阿基米德T模和阿基米德S模包含代数T模和代

数S模[14-16], Enistein T模和Enistein S模[17], Hamacher
T模和Hamacher S模[18], Frank T模和Frank S模[19]

等,其中Frank T模和Frank S模具有一定的兼容性,
可依据参数的变化解决问题,能处理更多的多属性
群决策问题.例如: Casasnovas等[20]针对 Frank T模
标量基数介绍了一种公理化方法,并证明这个公理
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化特性适合其他的标准T模; Yager[21]依据两种不同

的方法介绍Frank T模和Frank S模公式; Sarkoci[22]

通过研究指出Hamacher T模和 Frank T模属于相
同类型的集结算子; Wang等[23]证明了Frank T模和
Frank S模运算规则满足概率测度公理,具有连续
单调特性; Deschrijver[24]介绍了区间模糊集扩展运

算规则; Qin等[25]介绍了三角区间二型模糊Frank加
权集结算子,以及算子所具有的性质; Qin等[26]定义

了模糊犹豫环境下 Frank算子运算规则,并介绍了
几类犹豫模糊Frank信息集成算子,如加权平均算子
(HFFWA)、有序加权平均算子 (HFFOWA)、混合几何
算子 (HFFHG)等概念; Zhang等[27]定义了几种区间

直觉模糊Frank信息集结算子,并研究了算子所具有
的相关性质; Zhang等[28]定义了几类直觉模糊Frank
幂信息集结算子,并研究了算子的性质.
目前,关于Frank T模和Frank S模的研究主要集

中在基础理论部分,在多属性群决策应用方面还很少
见.由于区间直觉模糊语言能更客观、更准确地表达
客观世界的不确定性和模糊性,研究在区间直觉模糊
语言环境下的Frank T模和Frank S模的应用问题具
有一定的理论价值.本文首先定义Frank算子在区间
直觉语言环境下的计算公式;然后定义几类区间直
觉语言Frank信息集成算子,并研究算子所具有的几
种性质;最后,将这些算子应用于解决区间直觉语言
模糊环境下的多属性群决策问题.示例计算结果表
明了本文方法的有效性.

1 亴༷知䇶

定义 1 [13] 令 S̄ = {si|s0 ⩽ si ⩽ sg, i ∈ [0, g]}
为S = {s0, s1, · · · , sg}的连续表达式, sθ(x) ∈ S̄,X

是一个给定的论域,则

A ={x⟨sτ(x), ([uL
A(x), u

U
A(x)],

[vLA(x), v
U
A(x)])⟩|x ∈ X}

为区间直觉语言集.其中:uA(x) : X → [0, 1]和

vA(x) : X → [0, 1]分别表示元素x对语言评价值

sθ(x)的隶属度和非隶属度,且有0 ⩽ uA(x)+vA(x) ⩽
1,∀x ∈ X .
定义 2 [13] 令αi = {sτ(ai), ([u

L(ai), u
U (ai)],

[vL(ai), v
U (ai)])}为一个区间直觉语言变量,αi的期

望函数定义为

E(αi) =

1

2

(uL(ai)+uU (ai)

2
+ 1− vL(ai)+vU (ai)

2

)
sτ(ai) =

sτ(ai)×(uL(ai)+uU (ai)+2−vL(ai)−vU (ai))/4. (1)

αi的精确值函数H(αi)定义为

H(αi) =(uL(ai)+uU (ai)

2
+
vL(ai)+vU (ai)

2

)
× sτ(ai) =

sτ(ai)×(uL(ai)+uU (ai)+vL(ai)+vU (ai))/2. (2)

定义3 [13] 令α1和α2为任意两个区间直觉语

言变量,则有:
1)如果E(α1) > E(α2),则α1 > α2;

2) 当E(α1) = E(α2)时,如果H(α1) > H(α2),

则α1 > α2;如果H(α1) = H(α2),则α1 = α2.

定义4 [24] Frank T-模和Frank S-模定义如下:

T (x, y) = x⊗ y = logθ

(
1 +

(θx − 1)(θy − 1)

θ − 1

)
,

∀(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1]; (3)

S(x, y) = x⊕ y =

1− logθ

(
1 +

(θ1−x − 1)(θ1−y − 1)

θ − 1

)
,

∀(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1]. (4)

2 区间直觉语言环境下Frank算子的运算
规则

根据区间直觉语言变量、Frank T模和Frank S模
的定义,本文定义区间直觉语言环境下Frank算子的
运算规则.
定义5 令αi = ⟨sτ(ai), ([u

L(ai), u
U (ai)], [v

L(ai),

vU (ai)])⟩(i = 1, 2)是两个区间直觉语言变量,则有:

1)α1 ⊕ α2 =⟨
sτ(a1)+τ(a2),

([
1− logθ

(
1+

(θ1−uL(a1) − 1)(θ1−uL(a2) − 1)

(θ − 1)

)
, 1− logθ

(
1+

(θ1−uU (a1) − 1)(θ1−uU (a2) − 1)

(θ − 1)

)]
,

[
logθ

(
1 +

(θv
L(a1) − 1)(θv

L(a2) − 1)

(θ − 1)

)
,

logθ

(
1 +

(θv
U (a1) − 1)(θv

U (a2) − 1)

(θ − 1)

)])⟩
;

2)α1 ⊗ α2 =⟨
sτ(a1)τ(a2),

([
logθ

(
1+

(θu
L(a1) − 1)(θu

L(a2) − 1)

(θ − 1)

)
, logθ

(
1+

(θu
U (a1) − 1)(θu

U (a2) − 1)

(θ − 1)

)]
,
[
1− logθ

(
1+

(θ1−vL(a1)− 1)(θ1−vL(a2)− 1)

(θ − 1)

)
, 1− logθ

(
1+
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(θ1−vU (a1) − 1)(θ1−vU (a2) − 1)

(θ − 1)

)])⟩
;

3)λα =⟨
sλτ(a),

([
1− logθ

(
1 +

(θ1−uL(a) − 1)λ

(θ − 1)λ−1

)
,

1− logθ

(
1 +

(θ1−uU (a) − 1)λ

(θ − 1)λ−1

)]
,

[
logθ

(
1 +

(θv
L(a) − 1)λ

(θ − 1)λ−1

)
, logθ

(
1+

(θv
U (a) − 1)λ

(θ − 1)λ−1

)])⟩
, λ > 0;

4)αλ =⟨
s(τ(a))λ ,

([
logθ

(
1 +

(θu
L(a) − 1)λ

(θ − 1)λ−1

)
,

logθ

(
1 +

(θu
U (a) − 1)λ

(θ − 1)λ−1

)]
,

[
1− logθ

(
1 +

(θ1−vL(a) − 1)λ

(θ − 1)λ−1

)
,

1− logθ

(
1 +

(θ1−vU (a) − 1)λ

(θ − 1)λ−1

)])⟩
, λ > 0.

易证上述计算结果仍为区间直觉语言变量.
定义6 令αi = ⟨sτ(ai), ([u

L(ai), u
U (ai)], [v

L(ai),

vU (ai)])⟩(i = 1, 2, 3)是任意三个区间直觉语言变量,
且λ, λ1, λ2 ⩾ 0,则:

1)α1 ⊕ α2 = α2 ⊕ α1;
2)α1 ⊗ α2 = α2 ⊗ α1;
3) (α1 ⊕ α2)⊕ α3 = α1 ⊕ (α2 ⊕ α3);
4) (α1 ⊗ α2)⊗ α3 = α1 ⊗ (α2 ⊗ α3);
5)λ(α1 ⊕ α2) = λα2 ⊕ λα1;
6)λ1α1 ⊕ λ2α1 = (λ1 + λ2)⊗ α1;
7)αλ1

1 ⊗ αλ2
1 = αλ1+λ2

1 ;
8) (α1 ⊗ α2)

λ = αλ
1 ⊗ αλ

2 .

3 区间直觉语言Frank信息集成算子
基于区间直觉语言变量Frank算子的运算规则,

下面定义几类信息集成算子.

3.1 区间直觉语言Frank加权算术平均算子
定义7 设αi(i = 1, 2, · · · , n)是一组区间直觉

语言变量,w = (w1, w2, · · · , wn)
T为αi的权重向量,

且有0 ⩽ wi ⩽ 1(i = 1, 2, · · · , n),其中
n∑

i=1

wi =

1, Ω为所有区间直觉语言变量集合,则区间直觉语
言Frank加权算术平均算子 (IVILFWA)可定义如下
(IVILFWA:Ωn → Ω):

IVILFWA(α1, α2, · · · , αn) =

n∑
i=1

wiαi =

⟨
s n∑
i=1

wi·τ(ai)
,
([

1− logθ

(
1 +

n∏
i=1

(θ1−uL(ai)−

1)wi

)
, 1− logθ

(
1 +

n∏
i=1

(θ1−uU (ai) − 1)wi

)]
,

[
logθ

(
1 +

n∏
i=1

(θv
L(ai) − 1)wi

)
,

logθ

(
1 +

n∏
i=1

(θv
U (ai) − 1)wi

)])⟩
. (5)

定理1 (有界性) 设αi(i = 1, 2, · · · , n)为一组
区间直觉语言变量,若

sτ− = min
1⩽i⩽n

{sτ(ai)}, sτ+ = max
1⩽i⩽n

{sτ(ai)},

uL
− = min

1⩽i⩽n
{uL(ai)}, uU

− = min
1⩽i⩽n

{uU (ai)},

uL
+ = max

1⩽i⩽n
{uL(ai)}, uU

+ = max
1⩽i⩽n

{uU (ai)},

vL− = min
1⩽i⩽n

{vL(ai)}, vL+ = max
1⩽i⩽n

{vL(ai)},

vU− = min
1⩽i⩽n

{vU (ai)}, vU+ = max
1⩽i⩽n

{vU (ai)},

则⟨sτ− , ([uL
− , uU

− ], [vL+, v
U
+ ])⟩ ⩽ IVILFWA(α1, α2, · · · ,

αn) ⩽ ⟨sτ+ , ([uL
+, u

U
+], [v

L
− , vU− ])⟩.

证明过程与文献[27]类似,此处省略.
定理2 (幂等性) 设αi(i = 1, 2, · · · , n)为一组

区间直觉语言变量,若αi = α0(i = 1, 2, · · · , n),则
IVILFWA(α1, α2, · · · , αn) = α0.

定理 3 (单调性) 设αi(i = 1, 2, · · · , n)与α′
i

(i = 1, 2, · · · , n)为两组区间直觉语言变量,若α′
i ⩽

αi, i = 1, 2, · · · , n,则 IVILFWA(α′
1, α

′
2, · · · , α′

n) =

IVILFWA(α1, α2, · · · , αn).
定理4 设αi(i = 1, 2, · · · , n)为一组区间直觉

语言变量,w = (w1, w2, · · · , wn)
T为αi(i = 1, 2, · · · ,

n)的权重向量,其中0 ⩽ wi ⩽ 1(i = 1, 2, · · · , n)且
n∑

i=1

wi = 1,如果r > 0, α是一个区间直觉语言变量,

则:
1) IVILFWA(rα1, rα2, · · · , rαn) = rIVILFWA

(α1, α2, · · · , αn);
2) IVILFWA(α1 ⊕ α, α2 ⊕ α, · · · , αn ⊕ α) =

IVILFWA(α1, α2, · · · , αn)⊕ α;
3) IVILFWA(rα1 ⊕α, rα2 ⊕α, · · · , rαn ⊕α) =

rIVILFWA(α1, α2, · · · , αn)⊕ α.
证明过程与文献[27]类似,此处省略.
定理 5 设αi(i = 1, 2, · · · , n)和α′

i(i = 1, 2,

· · · , n)是两组区间直觉语言变量,w = (w1, w2, · · · ,
wn)

T为αi(i = 1, 2, · · · , n)的权重向量,其中 0 ⩽

wi ⩽ 1(i = 1, 2, · · · , n)且
n∑

i=1

wi = 1,则
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IVILFWA(α1 ⊕ α′
1, α2 ⊕ α′

2, · · · , αn ⊕ α′
n) =

IVILFWA(α1, α2, · · · , αn)⊕

IVILFWA(α′
1, α

′
2, · · · , α′

n).

证明过程可参考文献[27],此处省略.
下面讨论IVILFWA算子的特殊情况.
1)当θ → 1时, IVILFWA算子简化为 IVILWA算

子,即

lim
θ→1

IVILFWA(α1, α2, · · · , αn) =

IVILWA(α1, α2, · · · , αn) =⟨
s n∑
i=1

wi·τ(ai)
,
([

1−
n∏

i=1

(1− uL(ai))
wi , 1−

n∏
i=1

(1− uU (ai))
wi

]
,
[
(vL(ai))

wi , (vU (ai))
wi

])⟩
;

2) 当θ → +∞时, IVILFWA算子简化为传统的
算术加权平均算子,即

lim
θ→+∞

IVILFWA(α1, α2, · · · , αn) =⟨
s n∑
i=1

wi·τ(ai)
,
([ n∑

i=1

wiu
L(ai),

n∑
i=1

wiu
U (ai)

]
,

[ n∑
i=1

wiv
L(ai),

n∑
i=1

wiv
U (ai)

])⟩
.

3.2 区间直觉语言Frank加权几何平均算子
定义8 设αi(i = 1, 2, · · · , n)为一组区间直觉

语言变量,w = (w1, w2, · · · , wn)
T为αi(i = 1, 2, · · · ,

n)的权重向量,其中0 ⩽ wi ⩽ 1(i = 1, 2, · · · , n)且
n∑

i=1

wi = 1,则区间直觉语言Frank加权几何平均算子

(IVILFWG)定义如下:

IVILFWG(α1, α2, · · · , αn) =

n∏
i=1

αwi

i =

⟨
s n∏
i=1

(τ(ai))wi
,
([

logθ

(
1 +

n∏
j=1

(θu
L (ai) − 1)wi

)
,

logθ

(
1 +

n∏
j=1

(θu
U (ai) − 1)wi

)]
,

[
1− logθ

(
1 +

n∏
i=1

(θ1−vL(ai) − 1)wi

)
,

1− logθ

(
1 +

n∏
i=1

(θ1−vU (ai) − 1)wi

)])⟩
. (6)

其中:Ω为所有区间直觉语言变量集合, IVILFWG:
Ωn → Ω.
定理6 设αi(i = 1, 2, · · · , n)是一组区间直觉

语言变量,w = (w1, w2, · · · , wn)
T为αi(i = 1, 2, · · · ,

n)的权重向量,其中0 ⩽ wi ⩽ 1(i = 1, 2, · · · , n)且

n∑
i=1

wi = 1,如果r > 0, α是一个区间直觉语言变量,

则:
1) IVILFWG((α1)

r, (α2)
r, (α3)

r, · · · , (αn)
r) =

(IVILFWG(α1, α2, · · · , αn))
r;

2) IVILFWG(α1 ⊗ α, α2 ⊗ α, · · · , αn ⊗ α) =

IVILFWG(α1, α2, · · · , αn)⊗ α;

3) IVILFWG((α1)
r ⊗ α, (α2)

r ⊗ α, · · · , (αn)
r ⊗

α) = (IVILFWG(α1, α2, · · · , αn))
r ⊗ α.

定理 7 设αi(i = 1, 2, · · · , n)和α′
i(i = 1, 2,

· · · , n)是两组区间直觉语言变量,w = (w1, w2, · · · ,
wn)

T为αi(i = 1, 2, · · · , n)的权重向量,其中 0 ⩽

wi ⩽ 1(i = 1, 2, · · · , n)且
n∑

i=1

wi = 1,则

IVILFWG(α1 ⊗ α′
1, α2 ⊗ α′

2, · · · , αn ⊗ α′
n) =

IVILFWG(α1, α2, · · · , αn)⊗

IVILFWG(α′
1, α

′
2, · · · , α′

n).

下面讨论IVILFWG算子的特殊情况.
1)当θ → 1时, IVILFWG算子简化为 IVILWG算

子,即

lim
θ→1

IVILFWG(α1, α2, · · · , αn) =

IVILWG(α1, α2, · · · , αn) =⟨
s n∑
i=1

wi·τ(ai)
,
(
[(uL(ai))

wi , (uU (ai))
wi ],

[
1−

n∏
i=1

(1− vL(ai))
wi , 1−

n∏
i=1

(1− vU (ai))
wi

])⟩
;

2)当θ → +∞时, IVILFWA算子简化为传统的
算术加权平均算子,即

lim
θ→+∞

IVILFWG(α1, α2, · · · , αn) =⟨
s n∑
i=1

wi·τ(ai)
,
([ n∑

i=1

wiu
L(ai),

n∑
i=1

wiu
U (ai)

]
,

[ n∑
i=1

wiv
L(ai),

n∑
i=1

wiv
U (ai)

])⟩
.

与区间直觉语言 Frank 加权算术平均算子
(IVILFWA)类似,区间直觉语言Frank加权几何平均
算子 (IVILFWG)同样具有幂等性、有界性、单调性等
性质.

3.3 区间直觉语言广义Frank加权算术平均算子
定义9 设αi(i = 1, 2, · · · , n)为一组区间直觉

语言变量,w = (w1, w2, · · · , wn)
T为αi的权重向量,

满足0 ⩽ wi ⩽ 1(i = 1, 2, · · · , n)且
n∑

i=1

wi = 1,则区

间 直 觉 语 言 广 义 Frank 加 权 算 术 平 均 算 子
(IVILFGWA)定义如下(IVILFGWA : Ωn → Ω):
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IVILFGWA(α1, α2, · · · , αn) =
( n∑

i=1

wiα
λ
i

)1/λ

=

⟨
s( n∑

i=1
wi(τ(ai))λ

)1/λ ,
([

logθ

(
1 +

( θ

1 + hL
− 1

)1/λ

(θ − 1)1/λ−1

)
,

logθ

(
1 +

( θ

1 + hU
− 1

)1/λ

(θ − 1)1/λ−1

)]
,

[
1− logθ

(
1 +

( θ

1 + gL
− 1

)1/λ

(θ − 1)1/λ−1

)
,

1− logθ

(
1 +

( θ

1 + gU
− 1

)1/λ

(θ − 1)1/λ−1

)])⟩
.

其中

hL =
n∏

i=1

( (θ − 1)λ − (θu
L
i − 1)λ

(θ − 1)λ−1 + (θu
L
i − 1)λ

)wi

,

hU =

n∏
i=1

( (θ − 1)λ − (θu
U
i − 1)λ

(θ − 1)λ−1 + (θu
U
i − 1)λ

)wi

,

gL =

n∏
i=1

( (θ − 1)λ − (θ1−vL
i − 1)λ

(θ − 1)λ−1 + (θ1−vL
i − 1)λ

)wi

,

gU =

n∏
i=1

( (θ − 1)λ − (θ1−vU
i − 1)λ

(θ − 1)λ−1 + (θ1−vU
i − 1)λ

)wi

,

Ω为所有直觉不确定语言变量集合,λ > 0.
特殊地,当 λ = 1时, IVILFGWA算子简化为

IVILFWA算子,与文献[28]类似,即

IVILFWA(α1, α2, · · · , αn) =

n∑
i=1

wiαi.

4 区间直觉语言模糊Frank信息集成算子
在决策中的应用

设A = {A1, A2, · · · , Am}为一组方案集,C =

{C1, C2, · · · , Cn}为属性集合,属性权重为w = (w1,

w2, · · · , wn)
T,其中wj ∈ [0, 1]且

n∑
j=1

wj = 1(j = 1, 2,

· · · , n).设专家给出的区间直觉语言决策矩阵为R

= [αij ]m×n.其中:Rij = ⟨sτ(aij), ([u
L
ij , u

U
ij ], [v

L
ij , v

U
ij ])⟩

(i = 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, · · · , n)为区间直觉语言变
量集合,表示对方案Ai在属性Cj下的评价值; sτ(aij)

∈ S, S = {s0, s1, · · · , sg}为一个语言评价集合.试选
择最佳方案.

Step 1: 运用区间直觉语言 Frank算术平均算
子 (IVILFWA)或区间直觉语言Frank几何平均算子
(IVILFWG)对方案的属性值进行集成.对矩阵R =

[αij ]m×n中的第 i行进行集成,求方案Ai的属性值αi,
有

αi = IVILFWA(αi1, αi2, · · · , ain) =
n∑

j=1

wjαij =

⟨
s n∑
j=1

wj ·τ(aij)
,
([

1− logθ

(
1 +

n∏
j=1

(θ1−uL(aij)−

1)wj

)
, 1− logθ

(
1 +

n∏
j=1

(θ1−uU (aij) − 1)wj

)]
,

[
logθ

(
1 +

n∏
j=1

(θv
L(aij) − 1)wj

)
,

logθ

(
1 +

n∏
j=1

(θv
U (aij) − 1)wj

)])⟩
, (7)

或

αi = IVILFWG(αi1, αi2, · · · , αin) =
n∏

j=1

(αij)
wj =

⟨
s n∏
j=1

(τ(aij))
wj
,
([

logθ

(
1 +

n∏
j=1

(θu
L(aij) − 1)wj

)
,

logθ

(
1 +

n∏
j=1

(θu
U (aij) − 1)wj

)]
,
[
1− logθ

(
1+

n∏
j=1

(θ1−vL(aij) − 1)wj

)
, 1− logθ

(
1+

n∏
j=1

(θ1−vU (aij) − 1)wj

)])⟩
. (8)

Step 2: 根据式 (1)计算Ai(i = 1, 2, · · · , n)方案
的期望函数E(Pi),根据式 (2)计算Ai(i = 1, 2, · · · , n)
方案的精确函数H(Pi)(i = 1, 2, · · · ,m).

Step 3:根据定义3选出最佳方案.

5 示 例

某地区教育部需要对当地的 4个学校 {A1, A2,

A3, A4}进行教学评估,从以下 4个方面进行考核:
C1 —–教学运行与监控;C2 —–教育质量与成果;
C3 —–专业建设;C3 —–社会评价及影响.这 4个方
面的属性权重为w = (0.27, 0.33, 0.22, 0.18).专家
用区间直觉语言变量给出各个学校的评价值R =

[αij ]m×n,见表1.专家采用的语言评价集s = {s0, s1,
s2, s3, s4, s5, s6},要求根据评估结果对上述4个学校
进行优劣排序.

方法1 利用IVILFWA集成算子进行集成.
决策步骤如下.
Step 1: 根据式 (7)利用 IVILFWA集成算子对矩

阵R = [αij ]m×n中的第 i行进行集成,得到方案Ai的

综合属性值αi,即
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表 1 4个学校的区间直觉语言评价值

C1 C2 C3 C4

A1 ⟨s5, [0.1, 0.2], [0.6, 0.7]⟩ ⟨s2, [0.3, 0.4], [0.5, 0.6]⟩ ⟨s5, [0.3, 0.4], [0.5, 0.55]⟩ ⟨s3, [0.1, 0.2], [0.5, 0.6]⟩

A2 ⟨s4, [0.3, 0.4], [0.5, 0.6]⟩ ⟨s5, [0.2, 0.3], [0.4, 0.5]⟩ ⟨s3, [0.1, 0.15], [0.6, 0.8]⟩ ⟨s4, [0.3, 0.4], [0.4, 0.5]⟩

A3 ⟨s3, [0.1, 0.2], [0.6, 0.7]⟩ ⟨s4, [0.1, 0.2], [0.6, 0.7]⟩ ⟨s4, [0.2, 0.3], [0.5, 0.7]⟩ ⟨s4, [0.1, 0.2], [0.6, 0.7]⟩

A4 ⟨s6, [0.4, 0.5], [0.4, 0.6]⟩ ⟨s3, [0.1, 0.2], [0.5, 0.6]⟩ ⟨s3, [0.1, 0.2], [0.5, 0.6]⟩ ⟨s3, [0.2, 0.3], [0.5, 0.6]⟩

α1 = ⟨s3.65, [s0.215, s0.316], [s0.526, s0.614]⟩,
α2 = ⟨s3.12, [s0.226, s0.317], [s0.465, s0.584]⟩,
α3 = ⟨s3.73, [s0.123, s0.223], [s0.577, s0.7]⟩,
α4 = ⟨s3.81, [s0.207, s0.309], [s0.471, s0.6]⟩.

Step 2:利用式(1)计算αi的期望值,有

E(α1) = s1.269, E(α2) = s1.165,

E(α3) = s0.997, E(α4) = s1.377.

Step 3: 对方案Ai(i = 1, 2, 3, 4)进行排序,得
A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3,可知A4为最佳选择方案.
方法2 利用IVILFWG算子进行集成.
与方法1类似,由于篇幅有限,计算过程省略.由

方法2得出的最终排序仍为A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3,可
知A4为最佳选择方案.
为了更准确地得到例题的最优排序,本文研究随

着 θ取值的变化,学校的排序是否发生变化.结果见
表2.

表 2 根据不同的θ值对各方案进行优劣排序

θ IVILFWA IVILFWG

1.001 A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3 A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3

1.4 A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3 A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3

2 A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3 A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3

3 A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3 A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3

10 A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3 A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3

60 A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3 A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3

200 A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3 A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3

1 000 A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3 A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3

研究发现,随着 θ的变化,用两种不同的决策方
法得出的优劣排序并没有变化,即A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻
A3,可知A4评估分数最高.
另外,为了进一步验证文中所提出方法的可行

性,运用文献 [29]中的区间 Pythagorean模糊语言加
权算术平均 (IVPFLWA)算子解决此问题,经计算可
得E(α1) = s1.591 955,E(α2) = s1.488 77,E(α3) =

s1.431 138,E(α4) = s1.760 241,由此可知,学校优劣排序
仍为A4 ≻ A1 ≻ A2 ≻ A3,此排序与文中所提出
的方法一致,从而验证了本文方法的有效性和实用
性.本文所用的方法涉及到参数 θ,决策者可根据承

担风险能力的强弱来适当地选择θ的数值.本文方法
比IVPFLWA算子[29]在应用时具有更大的灵活性.

6 结 论

针对Frank算子的研究目前主要集中在理论探
讨部分,在多属性群决策的应用方面尚处于起步阶
段.本文研究Frank算子在区间直觉语言环境下的多
属性群决策问题,具有较大的实用价值和理论意义.
本文首先在区间直觉语言变量和Frank算子的

基础上,定义了Frank算子在区间直觉语言环境下的
计算公式;然后提出了几种区间直觉语言Frank信息
集成算子,例如区间直觉语言Frank加权算术平均算
子、区间直觉语言Frank加权几何平均算子、区间直
觉语言广义Frank加权算术平均算子,同时给出了算
子所具有的幂等性、单调性、有界性等性质;最后,将
这些算子应用于属性权重确知且属性值以区间直觉

语言变量形式给出的多属性群决策问题中.
本文提出的方法定义清晰,是对直觉模糊决策方

法的丰富,具有很强的实用性,可以解决大量的实际
多属性群决策问题.本文方法可以进一步应用到投
资组合、风险管理、最优化理论、可靠性分析、绿

色供应商评价等领域.
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