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输入受限约束下的无抖振有限时间稳定趋近律设计

蒲 明†, 蒋 涛, 付克昌
(成都信息工程大学控制工程学院，成都 610225)

摘 要: 首先,证明最新的 fal函数趋近律第2项慢于普通幂次项,整体性能弱于普通幂次趋近律,而多幂次项趋近
律存在抖振,且在输入受限约束下,不论如何选择初始状态和参数,趋近速度总是慢于单幂次项趋近律;然后,提出
输入受限约束下的变指数幂次趋近律,满足无抖振、有限时间趋近到滑模面、提高收敛速度3项指标要求;最后,推
导其收敛时间的上界解析式,证明其收敛速度快于现有5种趋近律,并给出参数选择所需的充分条件.仿真结果表
明了改进方案的优越性.
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Finite time stable chattering-free reaching law design with bounded input
PU Ming†, JIANG Tao, FU Ke-chang

(Control Engineering College，Chengdu University of Information Technology，Chengdu 610225，China)

Abstract: Some drawbacks of the latest reaching laws are proposed as follows: the second term of the fal function
reaching law is slower and unnecessary compared with the first term; the multi-power terms reaching law is chattering and
slower than the sole power term reaching law under bounded input restriction, no matter how parameters are selected, nor
how the initial conditions are given. Then, a variable power reaching law is proposed aiming at three goals: chattering
free, reaching at sliding mode in finite time, and speeding up convergence. The analytical expression of convergence time
and its upper bound are derived, and the sufficient conditions are given. Simulation results show the superiority of the
proposed reaching law.
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0 引 言

滑模变结构控制是现代非线性控制领域中的一

种重要方法,具有鲁棒性强、构造过程简单、物理含
义清晰、实用范围广、设计灵活等特点,适用于电
机[1]、飞行器[2]、混沌系统[3]、电力电子[4]等各个行

业,且都有较为理想的应用.其控制原理可以分为系
统状态在滑模面上向原点滑动的阶段和在趋近律作

用下向滑模面趋近的阶段.因此,趋近律的优劣对系
统的稳定性、稳态精度和收敛时间等性能都有直接

影响,是滑模变结构控制设计的重要内容.
最早期滑模变结构控制采用符号函数趋近律

−λsgn(s), λ > 0.其优点是简单且具有极强的鲁棒
性,收敛速度快,特别是在靠近滑模面的区域也不会
降低收敛速度,所以从任意有限初始点出发都能在
有限时间内收敛到滑模面.这些优点得益于在滑模

面两边结构切换的符号函数,这也正是滑模控制发
展成为滑模变结构控制的关键因素.但遗憾的是符
号函数趋近律最大的缺点 (甚至是唯一缺点)也正是
在于原点附近不连续,反复高频切换而造成控制器抖
振,进而间接引起滑模面抖振和被控状态抖振[5-6],这
是理论和工程都不允许的.在后续的几十年间,研究
者花了很大精力设计无抖振而又兼顾快速性的趋近

律.高为炳院士[7]在1996年出版的著作中总结了几
种趋近律,除了符号函数对应的等速趋近律外,还有:
指数趋近律−λsgn(s) − ks, λ > 0, k > 0;幂次趋近
律−k|s|βsgn(s), β ∈ (0, 1);一般趋近律−ksgn(s) −
f(s), f(0) = 0, sf(s) > 0.这3种趋近律奠定了后
续所有趋近律改进的基础,而且又衍生出:快速幂次
项趋近律−ks − λ|s|βsgn(s), β ∈ (0, 1)[8],可加快远
离滑模面阶段趋近速度,保证有限时间收敛到滑模
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面且无抖振,趋近律中两项分别主导远离和靠近滑模
面阶段的收敛,且具有一定的自适应调节趋近速度的
能力;双幂次趋近律−k|s|αsgn(s) − λ|s|βsgn(s), α >

1,在快速幂次趋近律的基础上进一步加快远离滑
模面阶段的趋近速度[9],但仍然采用固定的指数和
固定的增益.文献 [10]研究了一种新型快速滑模面
−k|s|f(s)sgn(s) − λ|s|g(s)sgn(s), f(s) > 1, g(s) ∈
(0, 1),并给出了两种f(s)、g(s)的具体结构,保证滑
模面具有固定时间收敛的能力,即收敛时间上界与
初始误差无关.文献 [11]在文献 [10]的基础上提出了
一种相似结构的快速滑模面.从动力学角度看,滑模
面与趋近律并无区别,因此,可将文献 [10]和文献 [11]
提出的新型滑模面推广到趋近律设计,得到固定时间
收敛的新型趋近律且无抖振,这将是在文献 [8-9]这
一系列有限时间收敛趋近律基础上的一次提升.但
目前尚无文献开展相关研究和应用 (文献 [10]和文献
[11]中仍采用快速幂次项趋近律).
在最新的文献中,文献 [12]采纳 fal函数作为趋

近律,其优点包括: fal函数第1项因β ∈ (0, 1),所以
当 s ∈ (0, 1)时有 sβ > s,因此,比一般的指数趋近
律在该区间内具有更快的趋近速度,且s越小,相对速
度差sβ − s越大.又因1 − β ∈ (0, 1),故δ1−β虽然大

于δ但仍然远小于1,所以第2项s/ δ1−β > s,也起到
了加快趋近速度的作用.特别是当δ较小时,对s的放

大作用十分明显.其次,这两项均为连续函数,特别是
当s → 0时有 lim

s→0

s

δ1−β
= 0,因此在原点不存在间

断点,也就不会引起抖振.另外, fal函数的第1、第2项
在s = δ 点分别为δβ和δ/δ1−β ,显然这两项在该点的
值是相等的.因此,对于s ∈ (0,∞)区间内任一点,采
用 fal函数的趋近律是连续的,所以既能加快趋近速
度又不存在抖振.但 fal函数存在一些问题,其中最大
的问题在于第2项虽然相对于线性项加快了收敛速
度,但相对于第1项,收敛速度却更慢,所以是不必要
的.而仅含第 1项的 fal函数趋近律则与普通的幂次
趋近律没有区别.文献 [13]在双幂次趋近律和指数
趋近律的基础上提出了含有一个线性项和3个幂次
项的多幂次趋近律,其中最大的特色是变指数的幂次
项具有极强的自适应能力.目前大多数趋近律都可
以看成它的一种特例,且它具有更快的收敛速度,同
时也是有限时间收敛的趋近律.然而,多幂次趋近律
最大的问题是原点处蜕化为符号函数趋近律,该点不
连续从而引起滑模面抖振.最后,以上所有趋近律设
计,均假设控制器输入是不受限的,因此,所得结论仅
在控制器输入能量无限大的理想前提下成立.这一

点与所有工程系统输入受限的实际情况均有不同.
针对上述问题,本文首先详细讨论和证明 fal函

数趋近律、多幂次项趋近律存在的缺陷;然后,受已
有趋近律的启发设计一种新型的变幂次趋近律,并证
明它能连续无抖振、有限时间收敛,在输入受限约束
下快于现有的5种趋近律,并给出参数选择所需的充
分条件和收敛时间的解析解;最后,通过仿真验证所
提出方案的优越性.

1 问题陈述

在最新的滑模趋近律设计的文献中,所使用的
fal函数改进指数趋近律,其表达形式如下:

fal(s, β, δ) =

|s|βsign(s), |s| > δ;
s

δ1−β
, |s| ⩽ δ.

(1)

其中:β ∈ (0, 1), 0 < δ ≪ 1.考虑到趋近律在负半轴
与正半轴分析证明的过程类似,因此下文仅给出s为

正的分析及证明过程.
fal函数的优点如引言所述,而 fal函数的缺点同

样明显: 1)在s ∈ (0, δ]区间,
s

δ1−β
对s的放大倍率是

固定的,即
1

δ1−β
,不具备自适应能力.但趋近律在原

点附近需要较高的收敛速度,所以应用中总是希望对
s的放大倍率随着 s的减小而逐步增大,同时又满足
趋近律f(s) = 0, s = 0这一约束以避免抖振. 2)虽然
第2项

s

δ1−β
相比线性项s的确起到了加快速度的作

用,但相比第1项 |s|βsign(s),在s ∈ (0, δ)区间内,收
敛速度反而变慢了.于是有如下结论成立:
引理1 对于任意常数δ ∈ (0, 1)和β ∈ (0, 1), fal

函数 (1)中的第2项
s

δ1−β
收敛速度在s ∈ (0, δ)范围

内慢于第1项sβ 的收敛速度.
证明 设比较函数 g(s) = sβ − s/δ1−β =

s(1/s1−β − 1/δ1−β),代表 fal函数趋近律的第1项与
第 2项在状态 s处的速度差值.因为 s > 0, s < δ,

s1−β < δ1−β ,所以有g(s) > 0在s ∈ (0, δ)范围内

对任意δ ∈ (0, 1)和β ∈ (0, 1)均成立,即 fal函数第2
项在给定范围内慢于第1项. 2

取参数β = 0.5, δ = 0.1,则 fal函数第1项、第2
项在区间x ∈ [0, δ]内的趋近速度如图1所示.
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图 1 fal函数两项的趋近速度对比
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图1中除了s = 0和s = δ两点外, fal函数第1
项趋近速度均快于第2项的趋近速度.这一缺陷被现
有文献忽视了.根据引理1, fal函数趋近律实际上只
需要第1项即可,第2项反而降低了s ∈ (0, δ)区间的

趋近速度.但若用第1项代替第2项,即全论域内仅含
fal函数的第1项,则与普通的幂次趋近律无异,并未
起到改进的作用.
相对于 fal函数趋近律,多幂次趋近律具有更佳

的动态性能,其表达式为

ṡ = − k1|s|αsgn(s)− k2|s|βsgn(s)−

k3|s|γsgn(s)− k4s. (2)

其中: k1 > 0, k2 > 0, k3 > 0, k4 > 0, α > 1, 0 <

β < 1. γ作为变参数指数其取值由下式给出:

γ =

max{α, |s|}, |s| ⩾ 1;

min{β, |s|}, |s| < 1.
(3)

但多幂次趋近律也存在两个问题,分别由如下引理2
和引理3给出.
引理2 多幂次趋近律(2)存在抖振.
证明 式 (2)中第1项、第2项、第4项均是s的连

续函数,所以这3项在滑模面上s = 0是连续的,不会
引起抖振.但第3项,变指数项k3|s|γsgn(s)在滑模面
上的极限是

lim
s→0

k3|s|γsgn(s) =

k3, s → 0+;

−k3, s → 0−.
(4)

所以变指数项k3|s|γsgn(s)会产生抖振,从而使得多
幂次趋近律(2)存在抖振. 2
变指数项在 [−1, 1]区间的曲线如图2所示,其中

参数取为k3 = 1, β = 0.5.曲线在原点处存在不连续
跳变,将引起抖振.
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图 2 原点附近变指数项曲线

由于有 lim
s→0

−k3|s|γsgn(s) = −k3sgn(s),在原点
附近的足够小邻域内,整个多幂次趋近律蜕变为符号
函数趋近律.该问题无法通过定义 lim

s→0
ss

∆
= 0解决,

因为此时尽管原点处变指数项连续,但在0 ± ∆处仍

存在不连续点,其中∆为无穷小正数.此时一个不连
续点变为两个不连续点,抖振将更加严重.

另一方面,多幂次趋近律没有考虑实际控制输入
均是有界的这一前提.工程应用中不允许变指数项
k3|s|γsgn(s)任意大.在考虑输入受限的情况下其快
速性的优势不再成立,于是有如下结论:

引理3 1)多幂次趋近律 (2)中,对于任意给定的
参数k1 > 0, k2 > 0, k4 > 0, α > 1, β ∈ (0, 1),
在区间s ∈ (0,+∞)内某一点均存在参数k3 > 0,
使得变指数项−k3|s|γsgn(s)趋近能力与其他3项相
当; 2)考虑输入受限的约束,多幂次趋近律 (2)在空
间 s ∈ [β, s0], s0 ⩾ β中任意点慢于幂次趋近律

ṡ = −k5s
βsgn(s), k5 > 0, 0 < β < 1.

证明 1)只给出s > 0区间的证明即可.记g1(s)

= k3s
γ ,且记式 (2)中其他 3项为 g2(s) = k1s

α +

k2s
β + k4s.当 s ≪ 1时, g2(s) ≈ k2s

β .若β > s,
则g1(s) = k3s

s;若β < s,则g1(s) = k3s
β .所以对

于任意点 s均存在k3使得 g1(s) ≈ g2(s).当 s ≈ 1

时, g2(s) ≈ (k1 + k2 + k4)s, g1(s) ≈ k3s,取 k3 =

k1 + k2 + k4,有g1(s) ≈ g2(s).当s ≫ 1时, g2(s) ≈
k1s

α.若α ⩾ s,则g1(s) = k1s
α;若α < s,则g1(s) =

k1s
s.所以对于任意点s也存在k3使得g1(s) ≈ g2(s).

2)将幂次趋近律记为 g1(s) = k5s
β ,多幂次趋

近律记为 g2(s) = k1s
α + k2s

β + k3s
γ + k4s,其参

数取值仍同式 (2).由于输入u受限,记最大输入量为
umax > 0.因为趋近控制是滑模控制的组成部分,
所以趋近律与控制输入存在一定的映射关系,鉴于
仅针对趋近律讨论,现假设趋近律的最大允许量为
smax > 0.一般地,在初始状态s0 > 0处,总是希望对
应的趋近律取最大值,从而拥有最大的控制能力,所
以存在如下约束:

smax = g1(s0) = k5s
β
0 ,

smax = g2(s0) = k1s
α
0 + k2s

β
0 + k3s

γ
0 + k4s0,

s ⩽ smax, ∀s ∈ [0, s0].

(5)

这两种趋近律都是收敛的,因此s < s0对于任意

t > 0均成立.由式(5)可设比较函数为

g(s) = g1(s)− g2(s) =

k1s
α
0 + k2s

β
0 + k3s

γ
0 + k4s0

sβ0
sβ−

k1s
α − k2s

β − k3s
γ − k4s =

k1s
α(sα−β

0 sβ−α − 1) + k2(s
β − sβ)+

k3s
γ(sγ−β

0 sβ−γ − 1) + k4s(s
1−β
0 sβ−1 − 1). (6)

其中第2项恒为0.剩下3项中因为α > β及s0 ⩾ s一

定成立,所以如下不等式组对于任意可能的α, β, s0
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在s给定范围内均成立:

sα−β
0 sβ−α =

(s0
s

)α−β

> 1, s ∈ (0, s0);

sγ−β
0 sβ−γ =

(s0
s

)γ−β

⩾ 1, γ ⩾ β;

s1−β
0 sβ−1 =

(s0
s

)1−β

> 1, s ∈ (0, s0).

(7)

当s0 ⩾ β时,对于任意s ∈ [β, s0]点均有g(s) >

0成立.因为g1(s)在s ∈ (0, s0)上是s的增函数并有

g1(s0) = smax,所以g1(s) < smax对于s ∈ (0, s0)内的

任意点均成立.再根据上述证明中已得结论 g(s) >

0,所以g2(s) < smax在s ∈ (β0, s0)内的任意点也均

成立,即满足输入受限这一条件. 2
图 3给出了引理 3中结论 2)的仿真曲线.其中:

smax = 100, s0 = 5, k1 = 0.1, k2 = 0.1, k3 =

0.031 4, k4 = 0.1, k5 = 44.721 4,α = 1.5, β =

0.5.可以验证g1(5) = g2(5) = smax.
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图 3 输入受限下g1(s)和g2(s)的趋近速度

仿真结果表明,在输入受限的约束下,区间 (β,

s0)中每一点处, g1(s)的趋近速度均大于 g2(s)的趋

近速度.通过进一步分析可知,这两种趋近律都存在
闲置量smax − gi(s), i = 1, 2.例如s = 2时,系统可以
允许的最大趋近速度为100,这两种趋近律解算所得
结果分别为g1(2) = 63.245 6,闲置36.754 4; g1(2) =

0.749 9,闲置 99.250 1 .下文设计的目的就是满足各
种约束情况下,尽量减小各点处趋近能力闲置的量,
从而最大程度提升趋近律的控制性能.

注1 引理3的结论1)表明,式 (2)的4项中,只有
变指数项是必须的.若取k3 = ki, i = 1, 2, 4,则变
指数项在相当大的论域内将远优于其他3项.例如
x ≫ α ≫ 1时, k3sγ ≫ k1s

α ≫ k4s ≫ k2x
β .引理

3的结论2)进一步说明,若考虑输入受限的约束,则
在k1|s|αsgn(s), k3|s|γsgn(s), k4s这3项中任意一项
的趋近律将慢于不含这些项的普通指数趋近律.
注2 当s0 < β时,虽然g(s)的符号难以确定,但

可知在原点附近的足够小邻域内, g1(s)是s的增函数

且g1(0) = 0, g2(s)是s的减函数且g2(0) = k3 > 0,所
以对于任意一组给定参数ki, i = 1, 2, · · · , 5,总会存
在一个足够小的相关常数ξ(ki, i = 1, 2, · · · , 5) > 0,

使得任意点s ∈ [0, ξ(ki, i = 1, 2, · · · , 5)]均有g(s) >

0成立.这说明在这一足够小的区域内,多幂次趋近
律是快于普通指数趋近律的.然而,这一优势是伴随
着抖振的,这一点已由引理2证明.多幂次趋近律的
优点和缺点均源自变指数项,这非常类似于符号函数
趋近律.
注3 由于快速幂次趋近律、双幂次趋近律都是

多幂次指数趋近律的一种特例,引理3的结论也适合
这两种趋近律.
在上述问题陈述基础上,本文趋近律设计的目标

是:在有限时间稳定、无抖振、输入受限条件下,保证
趋近速度快于fal函数趋近律、多幂次趋近律、指数趋
近律、快速幂次趋近律和双幂次趋近律.

2 输入受限的新型无抖振有限时间稳定趋

近律设计

首先给出下文所需的引理.
引理4 [8] 对于方程s = ẋ+ β|x|γsgn(x) = 0和

s = ẋ + αx + β|x|γsgn(x) = 0,其中α, β > 0, 0 <

γ < 1,从初始点x0收敛到0的时间分别为

T =
1

β(1− γ)
|x0|1−γ , (8)

T =
1

α(1− γ)
ln α|x0|1−γ

+ β

β
. (9)

受文献 [10]中新型快速Terminal滑模面启发,基
于多幂次趋近律,下面的定理将给出在输入受限约束
条件下无抖振有限时间稳定的新型趋近律.

定理1 在输入受限条件 |s| ⩽ smax约束下,新
型趋近律如下式所示(β ∈ (0, 1)):

f(s) = −k|s|φsgn(s),

k = smax, φ =

β, |s| < 1;

0, |s| ⩾ 1.

(10)

则有:
1)该趋近律是连续无抖振的、稳定的,且可在有

限时间T内从任意有限初始点s0收敛到滑模面上. T
的解析式由下式给出:

T =


|s0|1−β

smax(1− β)
, s0 ⩽ 1;

s0(1− β) + β

smax(1− β)
, s0 > 1.

(11)

2)当s0 > 1或s0 ∈ (0, δ)时, f(s)在 (0, s0)内每

一点收敛速度快于 fal函数趋近律;当s0 ∈ [δ, 1]时在

区间(0, δ]内每一点收敛速度快于fal函数趋近律.
3)对于任意给定的s0 ∈ (0, 1),总存在参数β ∈(

0,
1− s20
1 + s20

)
使得该趋近律在 (0, s0)内每一点均快于

双幂次趋近律、快速幂次趋近律和由下式所示的与
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文献[10]快速Terminal滑模面相同结构的趋近律:

f3(s) = −k1f̄(s)sgn(s)− k2|s|βsgn(s),

β =
k3
k4

∈ (0, 1), ki > 0, i = 1, 2, 3, 4;

f̄(s) =


x

2(k4−k3)+k3
k4 , x > 1;

4

π
arctanx, x ⩽ 1.

(12)

对于任意给定的s0 ⩾ 1,也存在参数β ∈ (0, 1),同样
有如上结论.

4)在区间s ∈ [β, s0], s0 ⩾ β内每一点,该趋近律
均快于多幂次趋近律.
证明 1)因为sf(s) = −k|s|φ+1 < 0, ∀s ̸= 0,所

以到达条件满足.又因为

lim
s→1−

sφ = 1β = 1,

lim
s→1+

sφ = lim
s→1+

s1 = 1,

lim
s→0−

−k|s|φsgn(s) = lim
s→0−

k · 0φ = 0,

lim
s→0+

−k|s|φsgn(s) = lim
s→0+

−k · 0φ = 0,

(13)

本文所提出的趋近律在0点和±1点均连续,而在其
他任意点sβ或者s也是连续的,所以趋近律f(s)在论

域内处处连续,因此是无抖振的趋近律.
当s0 ⩽ 1时,由式 (10)可知在(0, s0)整个区间内

趋近律f(s)为−ksβ .由引理4可知从s0 收敛到滑模

面s = 0的时间为

T =
1

smax(1− β)
|s0|1−β. (14)

当 s0 > 1时,由式 (10)可知在 [1, s0)区间趋近

律 f(s)为 −ksgn(s),则根据简单的动力学知识可
知,从初始点 s0收敛到 1的时间为一有限值 T1 =

(s0 − 1)/smax.同样由式 (10) 知, 在 (0, 1) 区间内

f(s) = −smax|s|βsgn(s),所以根据引理4,其收敛时
间为T2 = 1/smax(1− β).总的收敛时间为

T = T1 + T2 =

s0 − 1

smax
+

1

smax(1− β)
=

s0(1− β) + β

smax(1− β)
. (15)

2)令fal函数趋近律为

f1(s) =

−k̄|s|βsign(s), k̄ > 0, |s| > δ;

−k̄
s

δ1−β
, |s| ⩽ δ, k̄ > 0.

设比较函数为g(s) = f(s) − f1(s).因为这两种趋近
律都是s的单增函数,所以在初始点应有最大趋近速
度.当s0 > 1 > δ时,有约束条件k = smax = k̄sβ0 .因
此在区间(1, s0)内,有

g(s) = smax − smax

sβ0
sβ = smax

(
1−

( s

s0

)β)
,

其中
s

s0
< 1.所以

( s

s0

)β

< 1,从而有g(s) > 0.在区

间(δ, 1]内,有

g(s) = smaxs
β − smax

sβ0
sβ = smaxs

β
(
1−

( 1

s0

)β)
> 0.

在区间(0, δ]内,根据第2节引理1,有

g(s) = smaxs
β − smax

sβ0

s

δ1−β
>

smaxs
β − smax

s

δ1−β
> 0.

所以s0 > 1 > δ时,在整个 (0, s0)区间均有g(s) >

0.再考虑1 ⩾ s0 ⩾ δ的情况.此时初始约束条件为
ksβ0 = smax = k̄sβ0 ,即 k = k̄.在区间 (δ, s0]内

g(s) = ksβ − ksβ = 0.在区间 (0, δ]内根据引理1
有 g(s) = ksβ − k

s

δ1−β
> 0.所以综合考虑,本文

所提出的趋近律仍然更优,总的收敛时间仍然小于
fal函数趋近律.最后考虑s0 < δ的情况,初始条件为
ksβ0 = smax = k̄

s0
δ1−β

,在(0, s0)区间内,有

g(s) =
smax

sβ0
sβ − smaxδ

1−β

s0

s

δ1−β
=

smax

(( s

s0

)β

−
( s

s0

))
> 0.

3)令比较函数为g(s) = f(s) − f3(s).若s0 ⩽ 1,
则初始约束条件为smax = ksβ0 = k1

4

π
arctan s0 +

k2s
β
0 ,且有

g(s) = ksβ − k1
4

π
arctan s− k2s

β =

k1
4

π
arctan s0 + k2s

β
0

sβ0
sβ−

k1
4

π
arctan s− k2s

β =

4k1

πsβ0
(arctan s0s

β−sβ0 arctan s). (16)

因 g(0) = g(s0) = 0,令G(s) = arctan s0s
β −

sβ0 arctan s,也有G(0) = G(s0) = 0.其导数为

Ġ(s) = β arctan s0s
β−1 − sβ0

1

1 + s2
=

β arctan s0s
β−1(1 + s2)−sβ0

1 + s2
. (17)

式(17)分母必大于0,令分子为

h(s) = β arctan s0s
β−1(1 + s2)− sβ0 ,

其极限满足

h(0) = +∞, (18)

h(s0) = β arctan s0s
β−1
0 (1 + s20)−sβ0 =

sβ−1
0 [β arctan s0(1 + s20)−s0]. (19)

只要参数β满足β <
s0

arctan s0(1 + s20)
,则有h(s0) <
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0.又因为
s0

arctan s0(1 + s20)
>

1

1 + s20
,所以取

β ∈
(
0,

1

1 + s20

)
, (20)

则必有h(s0) < 0.再考虑

ḣ(s) =
β arctan s0

s2−β
[(β − 1)(1 + s2) + 2s2],

所以当β满足β <
1− s2

1 + s2
, ∀s ∈ (0, s0)时,有 ḣ(s) <

0.又因
1− s2

1 + s2
>

1− s20
1 + s20

, ∀s ∈ (0, s0),故β应满足

β ∈
(
0,

1− s20
1 + s20

)
. (21)

若β满足式 (21),则必然满足式 (20).所以满足式 (21)
即可保证 ḣ(s) < 0, ∀s ∈ (0, s0).结合式 (18)和 (19)
可知h(s)单调减小,也即Ġ(s) < 0, ∀s ∈ (0, s0).再考
虑G(0) = G(s0) = 0及式 (15)可知g(s) > 0, ∀s ∈
(0, s0).综上,对于任意给定的s0 < 1,总是存在满足
式 (21)的参数β,使得区间(0, s0)内任意点处,本文提
出的趋近律快于基于文献[10]的趋近律f3(s).
当s0 ⩾ 1时,初始约束条件为

smax = k = k1s
2(k4−k3)+k3

k4
0 + k2s

β
0 .

在区间s ∈ [1, s0]内f(s) = smax,有f3(s) < f3(s0) =

f(s0) = f(s) 成立.该结论的一个推论是 f3(1) ⩽
f(1),等号仅在 s0 = 1时成立.再根据上述 s0 < 1

时的证明可知,在区间 s ∈ (0, 1)内每一点处均有

f3(s) < f(s).
另外,由文献 [10]的结论可知,双幂次趋近律、快

速幂次趋近律也是f3(s)的一个特例.所以本文提出
的趋近律也快于双幂次趋近律和快速幂次趋近律.

4)不论s0 ⩾ 1还是s0 < 1,均有 |f(s)| ⩾ ksβ .再
由引理3可知该结论成立. 2
注4 由于滑模面和趋近律在数学层面并无本

质不同,本文提出的新型趋近律也可以推广用于输入
受限约束下的有限时间稳定的滑模面设计.
注5 若不考虑输入受限的约束,将所提出的趋

近律改进为

f(s) = −k|s|φsgn(s),

k > 0, φ =

β, |s| < 1;

|s|, |s| ⩾ 1.

其中k为任意大的正数.则不仅可以保留本文提出趋
近律的所有优点,而且成为固定时间收敛趋近律.限
于篇幅,不再详细展开论述.

注6 s0和smax为客观已知条件,而β是可选参

数,分析定理1式 (11)可知,β越小,对应的收敛速度
越快,收敛时间越短,其上界为s0/smax.

3 应用及仿真

仿真1 在输入受限约束下考虑趋近律最大允

许值为smax = 100,初始点s0 = 10.考虑包含本文所
提出趋近律的如下6种趋近律的速度对比仿真.为保
证客观合理地比较, 6种趋近律中的β均取为0.1,且
假设在初始点处,趋近律速度均为允许的最大值.
本文趋近律为

f(s) = −100|s|φsgn(s), φ =

0.1, |s| < 1;

0, |s| ⩾ 1.

fal函数趋近律为

f1(s) =


−79.432 8|s|0.1sign(s), |s| > 0.1;

−79.432 8
s

0.10.0
, |s| ⩽ 0.1.

多幂次项趋近律为

f2(s) = −0.3|s|1.4sgn(s)− 0.3|s|0.1sgn(s)−

10−9|s|γsgn(s)− 8.013 5s,

γ =


max{1.5, |s|}, |s| ⩾ 1;

min{0.1, |s|}, |s| < 1.

基于文献[10]新型快速Terminal滑模面的趋近律为

f3(s) = −1.2f̄(s)sgn(s)− 3.717 9|s|0.1sgn(s),

f̄(s) =


s1.9, s > 1;

4

π
arctan s, s ⩽ 1.

双幂次项趋近律[9,14]为

f4(s) = −1.2|s|1.9sgn(s)− 3.717 9|s|0.1sgn(s).

快速幂次项趋近律[6]为

f5(s) = −9s− 7.943 3|s|0.1sgn(s).

所得仿真结果如图4所示.横坐标代表 [0, s0]区

间内的某一点,纵坐标是6种趋近律在该点处的趋近
速度.
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图 4 输入受限下6种趋近律速度对比

分析图 4可知: 1)所有趋近律的值均小于等于
smax,满足输入受限这一约束; 2)本文趋近律的趋近
速度在(10−13, 10)内任意点均快于多幂次项趋近律,



第1期 蒲 明等: 输入受限约束下的无抖振有限时间稳定趋近律设计 141

而在整个(0, 10)区间内任意点快于其他4 种趋近律,
这与定理 1的理论结果一致; 3)本文趋近律在每一
点处连续,是无抖振的; 4)fi(s)(i = 2, 3, 4, 5)均含有

|s|αsgn(s), α > 1,该项数值随着s 趋向于原点而急

剧减小,从而造成在输入受限约束下性能急剧下降.
仿真2 二阶系统是工程中最常见的一种对象,

包括永磁同步电机、Buck变换器、近空间飞行器等
对象[1-4].不失一般性,仿真中考虑如下二阶非线性系
统: ẋ1 = f1(x) + g1(x)x2,

ẋ2 = f2(x) + g2(x)u+ d(t).
(22)

其中: f1(x) = x1x2, g1(x) = 1 + x2
1, f2(x) = x1 +

x0.5
2 , g2(x) = 1为已知函数, d(t) = 1.5 cos 0.5t为系
统受到的未知干扰.设计滑模面为

s = ẋ1 + x1 = x1 + (x1 + 1 + x2
1)x2,

其导数为

ṡ = ẋ1 + (ẋ1 + 2x1ẋ1)x2 + (x1 + 1 + x2
1)ẋ2 =

(1 + x2 + 2x1x2)ẋ1 + (x1 + 1 + x2
1)ẋ2 =

(1 + x2 + 2x1x2)(x1x2 + (1 + x2
1)x2)+

(x1 + 1 + x2
1)(x1 + x0. 5

2 + u+ d(t)).

设计滑模控制器为

u =− x1 − x0. 5
2 + (x1 + 1 + x2

1)
−1×

(−(1 + x2 + 2x1x2))×

((x1x2 + (1 + x2
1)x2) + fr(s)),

其中 fr(s)为趋近律.假设输入受限且最大值为
umax = |u(x0)| = 30,初始状态为x1 = 1, x2 = 2,
则s0 = 7, smax = 40.757 4.因为smax > (x1 + 1 +

x2
1)|d(t)|, t = 0,所以在该滑模控制器作用下,可以保
证滑模面到达条件sṡ < 0, s ̸= 0成立,滑模面及系
统状态收敛.所有带终端吸引项的趋近律中,β均取
为0.1.再根据初始约束条件fi(s0) = smax 可以确定

6种不同趋近律的系数.该约束的目的是使得各趋近
律的趋近能力在初始点达到最大允许值,即不会存在
“闲置”的趋近能力.由于所有趋近律的系数都是根
据该等式解算得到,从而保证了公正客观地比较.若
系数是任意选择的,则总可以通过选择系数使这6种
趋近律任意一种成为“最优”的趋近律或者“最差”

的趋近律,而这种比较是没有意义的. fr(s)分别取为

f(s) = −40.757 4|s|φsgn(s), φ =

0.1, |s| < 1;

0, |s| ⩾ 1.

f1(s) =


−33.550 3|s|0.1sign(s), |s| > 0.5;

−33.550 3
s

0.50.9
, |s| ⩽ 0.5.

f2(s) = −|s|1.5sgn(s)− 10|s|0.1sgn(s)−

10−5|s|γsgn(s)− 1.853 6s,

γ =

max{1.5, |s|}, |s| ⩾ 1;

min{0.1, |s|}, |s| < 1.

f3(s) = −2f̄(s)sgn(s)− 3.059 6|s|0.1sgn(s),

f̄(s) =


s1.5, s > 1;

4

π
arctan s, s ⩽ 1.

f4(s) = −|s|1.9sgn(s)− 0.347 4|s|0.1sgn(s).

f5(s) = −5s− 4.739 3|s|0.1sgn(s).

6种趋近律作用下的被控系统状态曲线如图5、
图6所示.
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由图5和图6可知,本文所提出方案作用下的系
统状态收敛速度最快,且稳态误差非常小,对扰动的
抑制能力较为理想,表现出较强的鲁棒性能.而其余
几种趋近律由于控制能力不足,不仅被控系统状态收
敛更加缓慢,而且在扰动作用下,收敛过程超调较大,
出现大幅振荡.由于这6种滑模控制的滑模面完全相
同,区别仅是趋近律部分,根据仿真结论可知,本文趋
近律具有更优的性能,且对于更大的扰动也具有较好
的控制能力,即具有一定的控制余量.当这几种趋近
律用于更高阶系统时,由于子系统间的耦合作用更加
复杂,这样的区别将会更将明显.
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仿真中出现的这6种滑模趋近律,几乎涵盖了目
前所有的无抖振趋近律和新涌现的一大批快速趋近

律.在输入受限约束下,本文趋近律具有最优的控制
性能.这并非物理控制能力的区别,而取决于趋近律
控制算法对最大允许控制能力的利用.

4 结 论

本文的出发点是结合工程实际的限制,不再假设
控制输入可以任意大,而在给定的输入受限约束条件
下设计趋近律.首先分析并证明了现有两种最新趋
近律存在的缺陷,说明了其在收敛速度和存在抖振方
面的问题;进而在输入受限这一约束前提下,在现有
趋近律方法的基础上,提出一种新的变指数趋近律,
目标是有限时间收敛的、无抖振的、具有比现在的指

数趋近律、fal函数趋近律、多幂次趋近律更快的趋
近律.因为趋近速度直接正比于鲁棒性能而反比于
稳态误差和收敛时间,所以本文提出的趋近律具有更
短的收敛时间和更小的稳态误差.在仿真中,与现有
各种趋近律进行了对比,并检验了在扰动影响下的控
制能力.采用相同的滑模面、初始状态、最大输入能
力以及终端吸引子指数β,使得控制效果的区别仅取
决于趋近律的不同结构.仿真结果显示了本文所提
出方案的有效性和优越性.另外一个贡献是,由于趋
近律和滑模面在数学结构上的相同,所得结论也适用
于对应的滑模面设计.
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