
第 33卷 第 2期 控 制 与 决 策 Vol.33 No.2
2018年 2月 Control and Decision Feb. 2018

文章编号: 1001-0920(2018)02-0330-07 DOI: 10.13195/j.kzyjc.2016.1540

基于正交变换的改进CKF算法

秦 康, 董新民, 陈 勇†, 刘棕成, 李洪波
(空军工程大学航空航天工程学院，西安 710038)

摘 要: 为了解决容积卡尔曼滤波 (CKF)算法在处理高维问题时出现的非局部采样问题,提出基于采样点正交变
换的改进CKF算法 (TCKF).从数值积分近似角度导出无迹卡尔曼滤波 (UKF)和CKF两种近似滤波算法,并指出
CKF只是UKF的一个特例;基于多元Taylor级数展开分析,揭示CKF在克服UKF数值不稳定性问题的同时,引入
非局部采样问题;对Cubature点集进行正交变换得到TCKF算法,并从理论上证明,在高维、强非线性等非局部采
样问题突出的滤波模型中, TCKF具有比CKF更高的估计精度.仿真实例验证了所提出算法的有效性.
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Modified CKF algorithm based on orthogonal transformation
QIN Kang, DONG Xin-min, CHEN Yong†, LI Zong-cheng, LI Hong-bo

(College of Aeronautics and Astronautics Engineering，Air Force Engineering University，Xi’an 710038，China)

Abstract: In order to solve the nonlocal sampling problem inherent in the cubature kalman filter(CKF) algorithm for high
dimensional problems, a methodology based on orthogonal transformation on the cubature points is proposed. Firstly, the
unscented Kalman filter(UKF) algorithm and CKF algorithm are deduced from the perspective of numeriacal integration
in the gaussian filtering framwork, and it is pointed out that the CKF is virtually a spacial case of the UKF. Then, the
performance of the unscened transform(UT) is analyzed based on the multi-dimensional Taylor series, it reveals that
the problem of numerical instability of the UKF can be solved by using the CKF, meanwhile the nonlocal sampling
problem is introduced. Finally, through the orthogonal transformation of the sampling point in the CKF algorithm, the
TCKF algorithm is derived. It is proved theoretically that the TCKF algorithm has higher estimation accuracy than the
CKF algorithm in the high-dimentional and strongly nonlinearity situation where local sampling problems are prominent.
simulation examples verify the effectiveness of the proposed algorithm.
Keywords: nonlocal sampling；numerical integration formulas；orthogonal transformation；CKF

0 引 言

高斯滤波算法通过对递归贝叶斯估计中各概率

密度的高斯分布进行近似,并采用线性卡尔曼滤波框
架对各类数值积分进行近似,实现了对状态均值和方
差的估计.基于“对概率分布进行近似要比对非线性
函数进行近似容易”的认识,发展出包括高斯-埃尔米
特卡尔曼滤波 (GHKF)[1]、无迹卡尔曼滤波 (UKF)[2]、

差分滤波 (DDF)[3]、容积卡尔曼滤波 (CKF)[4]在内的

多种次优非线性滤波方法.
为扑捉无迹变换 (UT)传递均值和方差中更多的

高阶矩信息,基于对称采样的UKF算法可调参数κ往

往设置为κ = 3 − n,n表示系统状态维数.但是,对

于高维系统(n > 3),κ为负值,这容易引起UT传递方
差的非正定问题,导致滤波算法的数值不稳定.为了
解决这一问题, Arasaratnam从数值积分角度导出了
基于容积变换 (CT)的CKF算法,证明了CKF较传统
UKF具有更高的滤波精度和理论上的严格性[4].实
际上,将基于对称采样的UKF算法中的可调参数置
为零,即可得到CKF算法,这说明CKF是基于对称采
样的UKF算法的一个特例.

CKF保证能够传递方差阵的正定性,但采样时
需要对方差矩阵乘以系数

√
n,随着n的增大,采样

点距中心点的距离增大,易出现非局部采样问题,进
而影响滤波算法的精度.即, CKF虽然解决了传统
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UKF的数值不稳定问题,但同时引入了非局部采样
问题.那么,是否有一种方法既可以克服UKF算法的
数值不稳定问题,同时又能够避免非局部采样问题
呢?
本文从数值积分角度出发,对现有CKF算法中

的采样点进行正交变换,导出一组新的采样点,将这
组新的采样点应用于高斯滤波框架中既不存在数值

不稳定问题,也不存在非局部采样问题.所得到的滤
波算法在非局部采样问题影响明显的系统模型中具

有更高的估计精度,且算法的计算量与传统CKF算
法相当.

1 CKF的数值积分导出
考虑如下基于单位高斯分布权函数的数值积分

公式[5-6]:

I[g(x)] =
w
(x) ·N(x; 0, I)dx =

N∑
i=1

wig(ξi). (1)

假设用以下2n个加权采样点构造I[g(x)]的3阶
精度的数值积分近似:

ξ(1,j) = ξ1,je1w1,j ,

ξ(2,j) = ξ2,je2w2,j ,
...

ξ(n,j) = ξn,jenwn,j ,

j = 1, 2. (2)

其中ei表示除第i个分量为1外,其他分量全为零的n

维向量.式(2)满足以下关系:

I[xm
i ] = wi,1(ξi,1)

m + wi,2(ξi,2)
m, m = 1, 2, 3; (3)

n∑
i=1

(wi,1 + wi,2) = 1. (4)

其中标量xi表示向量x的第 i个分量.式 (4)可以进
一步写为

wi,1 + wi,2 = λi, i = 1, 2, · · · , n; (5)

λ1 + λ2 + · · ·+ λn = 1. (6)

积分的欧几里得空间和高斯权函数都是完全对

称的,因此由式(1)可得

mi,1 = I[x1
i ] =

w
x1
i ·N(x; 0, I)dx = 0, (7)

mi,2 = I[x2
i ] =

w
x2
i ·N(x; 0, I)dx = 1, (8)

mi,3 = I[x3
i ] =

w
x3
i ·N(x; 0, I)dx = 0. (9)

由式(3)、(7)和(8)可得

wi,1 =
mi,2 −mi,1ξi,2
ξ2i,1 − ξi,1ξi,2

=
1

ξ2i,1 − ξi,1ξi,2
, (10)

wi,2 =
mi,2 −mi,1ξi,1
ξ2i,2 − ξi,1ξi,2

=
1

ξ2i,2 − ξi,1ξi,2
. (11)

令mi,0 = λi,并定义如下函数:

Li(x
k
i ) = mi,k, k = 0, 1, 2, 3, (12)

则对应于Li的2阶正交多项式可以表示为

pi(xi) =


mi,0 0 1

0 mi,2 xi

mi,2 mi,3 x2
i

 =

mi,0mi,2x
2
i −mi,3mi,0xi −m2

i,2. (13)

由式 (3)可知,式 (13)的两个根即为 (3)中两个采
样点的值,即

ξi,1 =
mi,0mi,3 +

√
(mi,0mi,3)

2
+ 4mi,0m3

i,2

2mi,0mi,2
, (14)

ξi,2 =
mi,0mi,3 −

√
(mi,0mi,3)

2
+ 4mi,0m3

i,2

2mi,0mi,2
. (15)

将式(7)∼ (9)以及mi,0的值代入(14)和(15)可得

ξi,1 = 1/
√
λi, (16)

ξi,2 = −1/
√
λi. (17)

将式(16)和(17)代入(10)和(11)可得

wi,1 = wi,2 = λi/2. (18)

一个很自然的选择是对每一个 i都令λ = 1/n,
则结合式 (16)∼ (18)可知,用于近似单位高斯分布权
函数的3阶精度数值积分的加权采样点为ξ(i,j) = (−1)j+1

√
nei,

wi,j = 1/2n,

i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2. (19)

由文献 [4]可知,式 (19)正是CKF中的Cubature
点.当然,可以令λi取其代值,如λi = 1/(n + κ),κ是
一可调参数.为了保证各点权重之和为 1,需要额外
一个采样点κ,其对应的权重为

w0 = 1−
n∑

i=1

(wi,1 + wi,2) =
κ

n+ κ
. (20)

将λi = 1/(n+κ)代入式(16)∼ (18),可以得到一
组新的用于近似单位高斯分布权函数的3阶精度数
值积分的加权采样点,即ξ0 = 0n×1, ξ

(i,j) = (−1)j+1
√
n+ κei;

w0 = κ/n+ κ, wi,j = 1/2(n+ κ);

i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2. (21)

式 (21)正是人们所熟悉的基于对称采样的传统
UKF中的Sigma点.

2 CKF算法的局䲀性分析
在UKF算法中,可调参数κ取为3 − n可以使传

递的均值和方差捕获部分真实 4阶矩信息.容易看



332 控 制 与 决 策 第33卷

出,对于维数大于3的非线性滤波问题, Sigma点在中
心点处的权重为负值,这容易导致传递的方差非正
定,进而导致滤波算法的数值不稳定.出于对这个问
题的认识, Arasaratnam提出了CKF算法,并指出CKF
在高维问题中较UKF具有更高的精度和稳定性.

CKF虽然能够有效解决UKF算法数值不稳定性
的问题,但同时又引入了非局部采样问题.非局部采
样问题是指,对于基于采样点传递均值和方差的非线
性滤波算法,如果所使用的采样点偏离中心点 (均值
处)很大,则可能引起滤波精度的下降. UKF中采样
点与中心点的距离与

√
n+ κ成比例,而在UKF中,κ

一般取3−n,因此维数增加对非局部采样的贡献被抵
消了.对于CKF而言,由于没有可调参数对状态扩张
的抵消,其每一个采样点与中心点的距离是与n成比

例的,因此随着维数的增加会产生非局部采样问题.
分析一个典型的UT过程:

y = g(x), (22)

其中x是均值为 x̂、方差为Px的n × 1维随机向量.
UT的具体过程如下:
根据下式产生Sigma点{ξi}及其权重{ωi}:

ξ0 = x̂, w0 = κ/(n+κ);

ξi = x̂+ [
√
(n+κ)Px]i, wi = 1/2(n+ κ);

ξi+n= x̂− [
√

(n+κ)Px ]i, wi+n = 1/2(n+ κ).

(23)

其中: i = 1, 2, · · · , n, [
√
Px]i表示方差Px平方根的

第i列.将每个Sigma点经非线性变换进行传递,

yi = g(ξi), i = 0, 1, · · · , 2n. (24)

则传递后y的均值和方差分别为

ŷ =

2n∑
i=0

wiyi, (25)

Py =
2n∑
i=0

wi(yi − ŷ)(yi − ŷ)T. (26)

为了对 UT变换的精度进行分析,采用多元
Taylor级数展开的方法.首先定义如下变量:

σxi
= [

√
(n+ κ)Px]i, (27)

其中σxi,j
是σxi

的第 j个分量.对式 (24)中任意一传
递Sigma点在x̂处进行Taylor级数展开,有

yi = g(ξi) = g(x̂) +

∞∑
l=1

1

l!
Dl

σxi
g. (28)

其中

Dl
σxi

g =
[ n∑
j=1

σxi

∂

∂xj

]l
g(x̂)

∣∣∣
x=x̂

, (29)

∂

∂xj
表示对应于xj(x的第j个分量)的偏导数.当 l =

1时,式(29)可以表示为Dσxi
g = [(σxi

∇)g(x)
T
]|x=x̂.

由于Sigma点关于均值处是对称的,式 (28)中所有奇
次幂项都是零.根据式 (25)和 (28), UT传递后的均值
为

ŷ =f(x̂) +
1

2
(∇TPx∇)f(x)|x=x̂+

1

2(n+ κ)

2n∑
i=1

[ ∞∑
l=2

1

(2l)!
D2l

σxi
f
]
. (30)

根据Julier和Merwe的分析[7-8],传递后的均值可以精
确到3阶,而误差只在4阶及其以上的信息中引入.对
于UT传递均值的任一第j个分量,其4阶及以上信息
可以表示为

hom(κ) =
1

2(n+ κ)

2n∑
i=1

[ ∞∑
l=2

1

(2l)!
[σxi,j

]
2l
]
=

(n+ κ)l−1
∞∑
l=2

[ 1

(2l)!

2n∑
i=1

P l
x(i, j)

]
, ∀j.

(31)

其中 hom(κ)表示这些高阶信息是可调参数κ的函

数.对CKF而言,κ = 0,因此式(31)可进一步表示为

homCKF = nl−1
∞∑
l=2

[ 1

(2l)!

2n∑
i=1

P l
x(i, j)

]
, ∀j. (32)

从式 (32)可以看出, CKF传递均值的高阶信息是
随着维数的增大而增加的.实际系统中,真实值的高
阶信息是未知的,因此使用UKF或CKF计算的均值
的高阶信息可能更接近真实信息,也可能偏离真实
信息[9].实际应用中,相对于算法最优表现,人们更关
心的是其最差表现,因此对于基于采样点的非线性
滤波算法,最实际的选择是使其高阶信息趋于 0.显
然, CKF算法不能达到这一要求.

3 TCKF的导出
为了同时解决UKF的数值不稳定问题和CKF的

非局部采样问题,本节提出一种新的Sigma点采样方
法,相关研究是基于如下两个定理展开的.
定理1 假设ξ是3阶精度数值积分公式中所采

用的一组采样点集,C是与ξ行维数一致的正交矩

阵,则Cξ也是3阶精度数值积分公式中所采用的一
组相同权重的采样点集.
证明 由式(2)可知

ξ = [ξ(1,j)|ξ(2,j)| · · · |ξ(n,j)], j = 1, 2, (33)

其中ξ表示3阶精度数值积分公式中所采用的一组
采样点集.由式(7)和(8)可知,其满足如下关系式:

2n∑
k=1

wkξk,i = 0, i ∈ {1, 2, · · · , n}; (34)



第2期 秦 康等: 基于正交变换的改进CKF算法 333

2n∑
k=1

wkξk,i1ξk,i2 = δi1,i2 , i ∈ {1, 2, · · ·, n}; (35)

2n∑
k=1

wkξk,i1ξk,i2ξk,i3 = 0, i ∈ {1, 2,· · ·,n}. (36)

其中: ξk表示ξ点集中的第k个向量, ξk,i表示向量ξk

第 i个元素.在数值积分公式中,一般都是研究等权
重对称分布的采样点,如果ξ中每个采样点都是等权

重对称分布,则式 (34)和 (36)是自然满足的.因此,在
构造3阶精度数值积分公式中等权重对称分布采样
点时,只需考虑式(35).
式(35)对应的矩阵形式为

2n∑
k=1

wkξkξ
T
k = In. (37)

对一组采样点进行正交变换不会改变其对称性,
因此Cξ满足式 (34)和 (36).将式 (37)中的 ξ替换为

Cξ,可得
2n∑
k=1

wkCξk(Cξk)
T =

2n∑
k=1

wkCξkξ
T
k C =

C
( 2n∑
k=1

wkξkξ
T
k

)
CT = In. (38)

因此,Cξ也是3阶精度数值积分公式中所采用的一
组采样点,定理得证. 2
定理2 n× n矩阵B列集的形式为

B = [B1|B2|n|Bn]; (39)

Bk = (βk,1, βk,2, · · · , βk,n)T, k = 1, 2, · · · , n; (40)

βk,2r−1 =
√

2/n cos((2r − 1)kπ/n); (41)

βk,2r =
√

2/n sin((2r − 1)kπ/n). (42)

其中r = 1, 2, · · · , [2/n], [2/n]为不大于2/n的最大

整数.如果n是奇数,βk,n = (−1)k/
√
n,则B是一正

交矩阵.
证明 1)首先假设n是偶数,则

BT
i ·Bi =

n/2∑
r=1

2

n

(
cos2 (2r−1)iπ

n
+sin2 (2r−1)iπ

n

)
= 1, (43)

BT
i ·Bj =

n/2∑
r=1

2

n

(
cos (2r − 1)iπ

n
· cos (2r − 1)jπ

n
+

sin (2r − 1)iπ

n
· sin (2r − 1)jπ

n

)
=

n/2∑
r=1

2

n

(
cos

((2r − 1)(i− j)π

n

))
, (44)

其中i ̸= j = 1, 2, · · · , n.令t = (i− j)π/n,则

BT
i ·Bj =

1

n

n∑
s=1

2 cos(st)− 1

n

n/.2∑
s=1

2 cos(2st). (45)

因为(i− j) ̸= 0, (i− j) < n,所以 sin((i− j)π/n) ̸=
0,且sin(t/2) ̸=0,记

n ·BT
i ·Bj =

1

sin(t/2)

n∑
s=1

2 cos(st) sin(t/2)−

1

sin t

n/2∑
s=1

2 cos(2st) sin t =

− sin(t/2) + sin((2n+ 1)t/2)

sin(t/2) −

− sin t+ sin((n+ 1)t)

sin t =

2 cos(t/2) sin((2n+ 1)t/2)− sin((n+ 1)t)

sin t =

2cos2(t/2) sin(nt)− sin(nt) cos t
sin t , (46)

其中nt = n(i− j)π/n = (i− j)π.因此, sin(nt) =

sin((i− j)π) = 0,则

BT
i ·Bj = 0, i ̸= j = 1, 2, · · · , n. (47)

综合式(43)和(47)可知,BT
i ·Bj = In,因此B是

正交矩阵.
2)当n为奇数时,βk,n = (−1)k/

√
n,则

BT
i ·Bi =

1

n
+

(n−1)/2∑
r=1

2

n

(
cos2 (2r − 1)iπ

n
+ sin2 (2r − 1)iπ

n

)
= 1,

(48)

BT
i ·Bj =

(−1)
i+j

n
+

(n−1)/2∑
r=1

2

n

(
cos (2r − 1)iπ

n
· cos (2r − 1)jπ

n
+

sin (2r − 1)iπ

n
· sin (2r − 1)jπ

n

)
, (49)

其中i ̸= j = 1, 2, · · · , n.记

J =

(n−1)/.2∑
r=1

2

n

(
cos (2r − 1)iπ

n
· cos (2r − 1)jπ

n
+

sin (2r − 1)iπ

n
· sin (2r − 1)jπ

n

)
. (50)

令t = (i− j)π/n,利用式(49)中同样的方法可以得出

J =
2cos2(t/2) sin(nt)− sin t cos t− sin(nt)

n · sin t , (51)

其中nx = n(i− j)π/n = (i− j)π.因此, sin(nx) =

sin((i− j)π) = 0,则

J = cos(nt)/n = − cos((i− j)π)/n = −(−1)i+j/n.

(52)
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因此,

BT
i ·Bj = 0, i ̸= j = 1, 2, · · · , n. (53)

综合式 (48)和 (53)可得,B · BT = In.综上,定理得
证. 2
由定理1和定理2可知,可以利用式(39)∼ (42)中

的正交矩阵B对CKF中的采样点进行正交变换,得
到一组新的满足3阶精度数值积分公式的采样点.为
了使得到的新采样点不存在数值不稳定问题,利用B

对式(19)中的cubature点进行正交变换.
首先将式(19)中的cubature点表示成矩阵形式

ξ = [
√
nek −

√
nek], k = 1, 2, · · · , n. (54)

则ξ经B正交变换后为

χ = [χ1|χ2| · · · |χn]; (55)

χk = (χk,1,χk,2, · · · ,χk,n)
T, k = 1, 2, · · · , 2n;

(56)

χk,2r−1 =
√
2 cos((2r − 1)kπ/n; (57)

χk,2r =
√
2 sin((2r − 1)kπ/n. (58)

其中r = 1, 2, · · · , [n/2]. n为奇数时,χk,n = (−1)k.
将式 (55)∼ (58)中的采样点称之为 transformed

Sigma点.对应于任意高斯分布权函数N(x; x̂,Px)

的 transformed Sigma点,可以表示为

ζ = x̂+
√

Pxχ. (59)

将 CKF中的 Sigma点用所提出的 transformed
Sigma点替换,即可得到一种新的高斯滤波算法—–
TCKF(Transformed CKF).
下面定量分析TCKF是如何解决CKF中非局部

采样问题的.根据式(30),对于 transformed Sigma点传
递均值的高阶矩信息,可以表示为

homTCKF =
2l

2n

2n∑
i=1

ψ2l
((2r − 1)iπ

n

)
×

∞∑
i=2

[ 1

(2l)!

2n∑
i=1

P l
x(i, j)

]
, ∀j; (60)

ψ = sin or cos or ψ((2r − 1)ikπ/n) = (−1)i. (61)

由式(60)和(61)很容易得出

1

2n

2n∑
i=1

ψ2l
((2r − 1)iπ

n

)
⩽ 1. (62)

综合式(32)和(62)可得

homTCKF/homCKF ⩽ n(2/n)l →
l⩾4

0 for large n. (63)

因此, TCKF传递均值的高阶信息远远小于CKF,其
实TCKF传递均值的高阶矩信息比传统UKF还要

小,这是因为对于UKF,κ = 3 − n,有
homTCKF

homUKF
⩽

3(2/3)l ≪ 1 for l ⩾ 4.
因为传统的UKF一般不存在非局部采样问题,

所以本文提出的TCKF更不会存在[10].
值得强调的是, 提高算法精度的平方根滤

波[11-12]、增强算法稳定性的自适应滤波[13-14]、应对

复杂量测噪声条件下的鲁棒滤波[15-16]等各种改进方

法都可与本文所提出的新采样点方法相结合,进而拓
宽相关的改进算法在高维问题中的应用空间.同时,
TCKF只是针对CKF的采样点进行了正交变化, CKF
的时间更新过程和量测更新过程没有变化,不会增加
CKF算法的计算负荷.

4 仿真验证

4.1 维数可变的强非线性模型

考虑如下维数可变的强非线性系统模型:xk = 2 sinxk−1 +wk−1,

yk =
√

1 + xT
kxk + vk,

k = 1, 2, · · · ,K.

其中:xk 为 n维高斯随机变量,n可变;系统噪声
wk−1 ∼ N(w; 0n×1, In),观测噪声为vk ∼ N(v; 0,

1).为了比较不同维数条件下CKF和TCKF算法的
性能,维数 n的变化范围选取为 1∼ 50.仿真时间
K = 500,仿真时用于产生仿真数据的初始真值x0

= 0.1 × 1n×1,其中 1n×1表示n × 1维矩阵的每一

个元素都为 1.仿真的初始滤波条件设置为 x̂0|0 =

0n×1,P0|0 = In.各滤波算法的性能采用如下定义的
评价指标进行比较:

MRMSE(n) = mean(RMSE(1 :M)).

其中

RMSE(1 : m) =

√√√√ 1

K

K∑
k=1

(xk(1)− x̂k(1))
2
,

m = 1, 2, · · · ,M ,M = 50表示Monte Carlo仿真次
数,xk(1)表示xk的第1个元素.图1给出了不同维数
下, EKF、CKF和TCKF三种滤波算法的MRMSE.
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图 1 不同维数下,滤波的MRMSE
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从图1可以看出, CKF和TCKF的滤波精度始终

优于EKF,这是因为CKF和TCKF所使用的CT方法

可以精确到3阶,而EKF所使用的线性传递方法只能

精确到1阶. CKF算法的性能随着维数的增加而逐渐

降阶,这说明CKF中通过cubature点传递所捕捉的高

阶矩信息与真实值之间逐渐偏离.相反, TCKF算法

中通过 transformed Sigma点传递所捕捉的高阶矩信

息基本为0,因此基本不受维数变化的影响.同时,在

维数n > 20后,一方面由于
√
n随着n的增大,其增长

趋势放缓,减弱了非局部采样点的影响;另一方面,随

着维数n增加,采样点的个数增加,也抵消了非局部

采样点的部分影响,导致CKF精度降低不明显.

为了充分说明TCKF相对于CKF的精度优势,图

2给出了n = 30时, 3种滤波算法50次Monte Carlo仿

真的RMSE.图3给出了RMSE的均值和标准差.
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图 2 n = 30时, 50次Monte Carlo仿真的RMSEs
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Mean Standard Variance

图 3 50次Monte Carlo仿真的RMSEs均值和标准差

从图中可以明显看出,在高维、强非线性滤波问

题中, TCKF相对于CKF具有更高的精度,从而验证

了本文所研究的TCKF算法的有效性.

4.2 目标跟踪模型

将TCKF算法应用到经典的5维目标跟踪系统

中,并与CKF进行对比.定义地面坐标系o-xyz的原

点位于地面, ox指向东向, oy指向北向, oz指向天

向.假设目标以未知角速度Ω等高度机动飞行,飞行

高度h = 10 000m,目标的运动由如下模型描述:

Xk = A ·Xk−1 +wk−1 =



1
sin(ΩT )

Ω
0 −1− cos(ΩT )

Ω
0

0 cos(ΩT ) 0 − sin(ΩT ) 0

0
1− cos(ΩT )

Ω
1

sin(ΩT )
Ω

0

0 sin(ΩT ) 1 cos(ΩT ) 0

0 0 0 0 1


·

Xk−1 +wk−1.

其中:Xk = [x, ẋ, y, ẏ, Ω]T为k时刻目标状态; [x, y]T

和 [ẋ, ẏ]T为目标的位置和速度矢量;Ω为未知的目标
转弯角速度;高斯白噪声wk−1 ∼ N(0,Qk);协方差
矩阵Qk = diag(M1,M1,M2),M1 = q1T [T

2/3,

T/2;T/2, 1],M2 = q2TI , q1 = 0.1m2s−3和 q2 =

1.75 × 10−4 s−3为过程噪声强度参数;T = 1 s为量
测时间间隔.
地面坐标系原点的测量雷达获取目标斜距η和

方位角θ的信息.测量向量为yk = [ηk θk]
T,满足

yk =

ηk
θk

 =

√x2k + y2k + h2k

arctan(yk/xk)

+ vk. (64)

其中:vk ∼ N(0,Rk)为量测噪声,Rk = diag(σ2
η, σ

2
θ)

为其协方差阵,ση = 10m和σθ =
√
10mrad为雷达

斜距量测噪声和方位角量测噪声的标准差.
设初始时刻t0 = 1 s,进行100次蒙特卡洛打靶实

验,打靶时间为100 s.初值X0 = [1 000m, 300 ms−1,
1 000 m, 0 ms−1, −3◦s−1]T, P0|0 = diag[100m2

10m2s−2 100 m2 10m2s−2 100mrad2s−2],角速度
设置为Ω = −3◦/s .每次实验的初始状态估计X̂0|0

由满足均值为 X̂0、协方差为P0|0的高斯正态分布

N(X̂0|0; X̂0,P0|0)随机生成.分别采用TCKF和CKF
对目标进行跟踪.
定义位置均方根误差和均方根误差均值分别为

RMSEpos(k) =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

[(xik − x̂ik)
2
+ (yik−ŷik)

2
],

MRMSEpos =
1

N

100∑
k=50

RMSEpos(k).

其中: (xik, yik)和 (x̂ik, ŷ
i
k)分别为第 i次打靶时,第k时

刻的目标真实位置分量和估计值;N为打靶次数.同
理,可以定义速度均方根误差RMSEvel和均方根误差

均值MRMSEvel以及转速均方根误差RMSEomg和均

方根误差均值MRMSEomg.
图4∼图6为TCKF和CKF两种滤波方法对目标

位置、速度和转速的均方根误差的对比结果,选取了
区分度较大的50∼ 100 s时间区间.
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图 5 目标速度的估计均方根误差
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图 6 目标转速的估计均方根误差

由图4∼图6可知,对于5维的目标跟踪模型,在
滤波精度上, TCKF具有较CKF更优的滤波性能.

表1定量分析了两种方法对目标位置、速度和转
速的滤波均方根误差均值MRMSE和使用的容积点
个数,进一步验证了TCKF具有比CKF更良好的滤波
性能.

表 1 均方根误差均值MRMSE和容积点个数

位置 速度 角速度 容积点个数

CKF 12.542 7 6.600 8 0.758 9 10
TCKF 11.913 2 6.350 5 0.729 1 10

通过以上两个仿真实例,验证了在处理高维问题
时,相对于CKF,所提出的TCKF算法在滤波精度上
具有更优的估计性能.

5 结 论

本文提出了一种新的基于采样点正交变换的

TCKF算法.由于只是对采样点进行变换,采样点的
权值与传统CKF相同,保证了算法的滤波稳定性;经
过正交变换后的采样点传递真实均值和方差的高阶

矩信息基本为 0,进一步提高了CKF算法在高维估
计问题中的滤波性能;将此方法与现有的各种改进

CKF算法结合,可以取得更好的估计效果.
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