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带有时滞的区间不确定正系统的约束控制
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摘 要: 研究具有时变时滞的连续不确定正系统的约束控制问题.基于线性规划方法,首先设计状态反馈控制器
使得相应的闭环系统是正系统且渐近稳定;然后建立在正性约束下有界的鲁棒状态反馈控制器存在的充分条件,
同时给出控制器的设计方法;最后利用仿真算例验证所提出方法的有效性.
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Constraint control of interval uncertain positive system with delays
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Abstract: The constraint control problem is considered for the continuous interval system with time-varying delay.
Firstly, a feedback controller is designed to guarantee the positivity and asympototic stability of the system. Then, sufficient
conditions are given for the existing of bounded robust state feedback controllers. At the same time, the corresponding
controller is also designed. Finally, a numerical example is given to illustrate the effectiveness of the proposed method.
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0 引 言

在物理、工程、经济以及生物的应用中,约束
控制都发挥着非常大的作用并且有着深刻的应用背

景[1-3].事实上,对于一个实际的控制系统而言,它的
状态、控制输入和输出都可以被事先指定的一组

界所约束.例如,生活中使用的电子仪器,通常会对频
率、电流和电压设置上限和下限,一旦超过这些限度
系统不能正常工作,严重则会导致系统损坏.类似地,
因为控制信号会受到实际物理条件制约而不能使其

无限制地大,例如阀门的开度,升降机的牵引力等只
能在一定范围内取值,于是对控制信号的幅度一般也
都有约束[4-8].使一个具有约束控制的系统稳定并且
具有良好的性质,是一个持续性的热点话题,近年来,
一些文献己经对一般系统的约束控制进行了研究并

且取得了很多研究成果[1,9-14].
另一方面,在现实生活的很多领域中,存在着一

类总取非负值的量.例如,物理学中的绝对温度和路
程以及生物学中的虫口数量等,这些量都可以用非负

值描述,相应的动力学行为可以采用正系统刻画.在
很多领域正系统都发挥着非常重要的作用[15-18].对
于正系统,文献 [3, 19]利用线性规划的方法研究了区
间不确定系统在无约束和有界控制下的正性及稳定

性问题.文献 [20]给出了线性系统在正性约束下的
状态反馈控制器存在的充要条件以及控制器的设计

方法.基于线性规划的方法,文献 [21-22]分别对具有
时滞连续和离散正系统的约束控制问题进行了研究,
但是所提出的方法对于系统矩阵是区间不确定、具

有未知时滞、具有时变时滞的系统并不适用.文献
[1,23]分别研究了具有未知时滞离散正系统和区间
不确定离散正系统的有界控制以及镇定问题,但所涉
及的时滞均为常时滞.文献 [24]考虑了具有无界时
变时滞正系统的稳定性问题.文献 [25]考虑了具有
无界时变时滞的约束控制问题,但对所设计的控制器
仅为非负.目前在正系统的约束控制方面已经取得
了很多研究结果,但对于系统矩阵为区间不确定具有
时变时滞连续系统在正性约束下的有界控制问题却
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较少见到.本文将在已有研究结果的基础上,考虑区
间不确定时滞系统的约束控制问题.值得指出的是,
所考虑系统的系统矩阵是区间未知的,首先考虑了具
有无界时变时滞系统的鲁棒性问题;其次考虑了系
统的约束控制问题,而且所设计的控制器也可适用于
具有未知时滞、常时滞以及有界时变时滞正系统的

约束控制问题.
本文研究带有时变时滞的连续区间不确定正系

统的约束控制问题,即设计状态反馈控制器,使得对
于任意满足条件的不确定参数,相应的闭环系统都是
正的且稳定,且状态和输入均有界.给出了基本定义
和引理,并提出要研究的主要问题,解决了时滞不确
定连续正系统的有界控制器的设计方法.最后通过
仿真实例表明了所提出方法的有效性.

1 问题描述

文中符号如下:MT表示实矩阵的转置;A(i, j)
表示矩阵第 i行第 j列的元素;M ⩾ 0表示非负的实

矩阵 (向量),即M(i, j) ⩾ 0;M > 0表示正的实矩阵

(向量),即M(i, j) > 0;A ⩾ B表示矩阵A − B ⩾ 0;

Rn(Rn
+)表示n维(非负)实列向量空间;Rm×n(Rm×n

+ )

表示m× n维(非负)实矩阵集合.
首先给出一些基本定义和引理.考虑如下系统:ẋ(t) = Ax(t) +A1x(t− d(t)),

x(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0].
(1)

其中:x(t) ∈ Rn为状态向量;A,A1 ∈ Rn×n为系统矩

阵;φ : [−τ, 0] → Rn为向量值初始函数.时滞d(t)满

足:存在时刻t′,使得

0 ⩽ sup
t>t′

(d(t)/t) < 1 (2)

成立,且

−τ = min{ inf
0⩽t⩽t′

(t− d(t)), inf
t>t′

(t− d(t))} =

inf
0⩽t⩽t′

(t− d(t)).

注1 不仅常时滞和有界的时变时滞均满足式

(2),满足此条件的时滞也可为无界时滞.
定义1 [24] 考虑系统 (1),对于任意的初始条件

φ : [−τ, 0] → Rn
+,若对于所有的t ⩾ 0,相应的状态解

均满足x(t) ⩾ 0,则称系统(1)为正系统.
定义2 [26] 若矩阵A ∈ Rn×n的非对角元素都

为非负,则称矩阵A为Metzler矩阵.
引理1 [22] 系统 (1)为正系统,当且仅当矩阵A

是Metzler矩阵且矩阵A1 ⩾ 0.
引理2 [24] 设系统 (1)为正系统,对于任意的初

始条件x(t) = φ(t) ∈ Rn
+, t ∈ [−τ, 0],若存在λ ∈ Rn

+

使得(A+A1)λ < 0,则系统(1)渐近稳定.
引理3 [25] 对任意给定的x > 0,若对于任意初

始条件满足0 ⩽ φ(t) ⩽ x, t ∈ [−τ, 0],则系统 (1)的解
x(t)满足0 ⩽ x(t) ⩽ x, t ⩾ 0,当且仅当A是Metzler
矩阵,A1 ⩾ 0且(A+A1)x < 0.
注2 若系统是正系统且时滞满足式 (2),则系统

的稳定性以及系统状态解的有界性与时滞无关,只与
系统矩阵有关.当时滞有界时,引理2中存在λ ∈ Rn

+,
使得(A+A1)λ < 0为系统渐近稳定的充要条件.

考虑如下具有时变时滞的区间不确定系统:ẋ(t) = Ax(t) +A1x(t− d(t)) +Bu(t),

x(t) = ϕ(t) ∈ Rn
+, t ∈ [−τ, 0].

(3)

其中:x(t) ∈ Rn为状态向量;u(t) ∈ Rm为控制输入

向量;A,A1 ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m为区间矩阵,且分别
满足

A− ⩽ A ⩽ A+, (4)

B− ⩽ B ⩽ B+, (5)

0 ⩽ A−
1 ⩽ A1 ⩽ A+

1 . (6)

本文主要研究具有时变时滞的区间不确定系统

(3)的约束控制问题,即对于任意给定的u ⩾ 0,设计
有界的鲁棒状态反馈控制器0 ⩽ u ⩽ u, t ⩾ 0,使得
对于任意满足条件 (4)∼ (6)的不确定参数,其对应的
闭环系统均为正系统且渐近稳定.

2 主要结果

对于系统(3),有如下定理.
定理1 考虑系统 (3),若存在向量y1, y2, · · · , yn

∈ Rm, x = [x(1), x(2), · · · , x(n)]T ∈ Rn满足下列线

性规划:

x > 0; (7)

(A+ +A+
1 )x+ max

{
B+

n∑
i=1

yi, B
−

n∑
i=1

yi

}
< 0;

(8)

A−(i, j)x(j) + min{b+i yj , b−i yj} ⩾ 0,

i ̸= j, i, j = 1, 2, · · · , n. (9)

则存在一个鲁棒状态反馈控制u(t) = Kx(t),使得对
于任意满足条件 (4)∼ (6)的不确定参数,其相应的闭
环系统均是正系统且渐近稳定.其中: b−i 为矩阵B−

的第i个行向量,增益为

K = [x(1)−1y1, · · · , x(n)−1yn]. (10)

证明 由式(10)可知,式(9)等价于

A− + min{B+K,B−K} ⩾ 0,

即矩阵A− +min{B+K,B−K}是Metzler矩阵.因为
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A− + min{B+K,B−K} ⩽ A+BK,

矩阵A + BK亦为Metzler矩阵,再由A1 ⩾ 0,由引理
1可知系统(3)是正系统.
又因为

A+A1 +BK ⩽ A+ +A+
1 + max{B+K,B−K},

由式(10)可知,式(8)等价于

(A+ +A+
1 + max{B+K,B−K})x ⩽ 0.

因为x > 0,则(A+ A1 +BK)x ⩽ 0,由引理2可知系
统(3)渐近稳定. □
注3 在定理1中,如果矩阵B是已知的且系统

(3)为正系统,则线性规划

(A+ +A+
1 )x+B

n∑
i=1

yi < 0 (11)

等价于(A++A+
1 +BK)x ⩽ 0仍然只是系统(3)渐近

稳定的充分条件而不是充要条件.如果系统 (3)的时
滞为常时滞或有界的时变时滞,则式 (11)为系统 (3)
渐近稳定的充要条件.
定理2 考虑系统 (3),任意给定u ⩾ 0,若存在向

量x = [x(1), x(2), · · · , x(n)]T ∈ Rn, y1, y2, · · · , yn ∈
Rm,满足线性规划

x > 0; (12)
n∑

i=1

yi ⩽ u, yi ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , n; (13)

(A+ +A+
1 )x+B+

n∑
i=1

yi < 0; (14)

A−(i, j)x(j) + b−i yj ⩾ 0, i ≠ j, i, j = 1, 2, · · · , n.
(15)

则存在一个鲁棒状态反馈控制u(t) = Kx(t),使得对
于任意满足条件 (4)∼ (6)的不确定参数,其相应的闭
环系统均是正系统且渐近稳定,并且当任意的初始条
件满足0 ⩽ ϕ(t) ⩽ x时, x(t)、u(t)满足如下约束:

0 ⩽ x(t) ⩽ x, t ⩾ 0; (16)

0 ⩽ u(t) ⩽ u, t ⩾ 0. (17)

其中: b−i 为矩阵B−的第 i个行向量,增益为K =

[x(1)−1y1, · · · , x(n)−1yn].
证明 因为x > 0, yi ⩾ 0,且有

K = [x(1)−1y1, · · · , x(n)−1yn],

可知K ⩾ 0.由式 (15)可得A− + B−K是Metzler
矩阵,由式 (4)∼ (6)以及K ⩾ 0可知A + BK也是

Metzler矩阵,又由A1非负可知系统(3)是正系统.
下面证明渐近稳定性.因为式(14)等价于

(A+ +A+
1 +B+K)x ⩽ 0,

由K ⩾ 0易知

A+A1 +BK ⩽ A+ +A+
1 +B+K,

又由x > 0可得(A + A1 + BK)x ⩽ 0,由引理2可知
系统(3)渐近稳定.
因为A+BK是Metzler矩阵,A1 ⩾ 0且(A+A1

+ BK)x ⩽ 0,由引理3可知0 ⩽ x(t) ⩽ x, t ⩾ 0,即
式 (16)成立.由K ⩾ 0以及式 (10)和 (13),有0 ⩽ u(t)

= Kx(t) ⩽ Kx ⩽ u,即式(17)成立. □
注4 若系统矩阵A、A1、B是已知的,且时滞是

有界的,则相应的线性规划变为闭环系统为正且渐近
稳定的充要条件.
定理3 考虑系统 (3),任意给定u1 ⩾ 0, u2 ⩾

0,若存在向量x = [x(1), x(2), · · · , x(n)]T ∈ Rn,

y1, y2, · · · , yn ∈ Rm, z1, z2, · · · , zn ∈ Rm,满足线性
规划

x > 0; (18)
n∑

i=1

yi ⩽ u1; yi ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , n; (19)

n∑
i=1

zi ⩽ u2, zi ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , n; (20)

(A+ +A+
1 )x+B+

n∑
i=1

(yi − zi) < 0; (21)

A−(i, j)x(j) + b−i (yj − zj) ⩾ 0,

i ̸= j, i, j = 1, 2, · · · , n. (22)

则存在一个鲁棒状态反馈控制u(t) = Kx(t),使得对
于任意满足条件 (4)∼ (6)的不确定参数,其相应的闭
环系统均是正系统且渐近稳定,并且当任意的初始条
件满足0 ⩽ ϕ(t) ⩽ x时,x(t)、u(t)满足如下约束:

0 ⩽ x(t) ⩽ x, t ⩾ 0; (23)

− u2 ⩽ u(t) ⩽ u1, t ⩾ 0. (24)

其中: b−i 为矩阵B−的第 i个行向量,增益为K =

[x(1)−1(y1 − z1), · · · , x(n)−1(yn − zn)].
证明 只需注意

− u2 ⩽ −
n∑

i=1

zi ⩽ u(t) =

n∑
i=1

(yi − zi) ⩽
n∑

i=1

yi ⩽ u1

即可.定理的证明方法同定理 2,证明过程不再赘
述. □
注5 定理3是定理2的一个推广.定理2所设计

的控制器u(t)的下界为零,保证了u(t)是正的.在定
理3中,控制器u(t)的下界为负上界为正,比定理2所
设计的控制器更为一般化.



第2期 孙敏慧等: 带有时滞的区间不确定正系统的约束控制 369

3 数值算例

例1 考虑系统(3),取参数分别为

A+ =

[
−0.5 0.2

0.2 −0.3

]
, A+

1 =

[
0.2 0.2

0.1 0.6

]
,

B+ =

[
0.1

−1

]
, A− =

[
−0.55 0.18

0.1 −0.3

]
,

A−
1 =

[
0.2 0.18

0.1 0.5

]
, B− =

[
0.05

−2

]
.

时滞 d(t) =
√
t, t′ = 1, τ = 0.5.初始条件

ϕ(t) = [0.1 0.2]T, u = 10.利用线性规划 (12)∼ (15)
求得线性规划的一组可行解,得到

y1 = 0.084 5, y2 = 5.036 5,

x̄ = [x(1), x(2)] = [7.593 2 1.975 7]T,

K = [x(1)−1y1, x(2)
−1y2] = [0.011 1 2.549 3].

对系统 (3)不加控制,即令u(t) = 0,系统矩阵A、

A1分别取A+、A+
1 和A−、A−

1 时,系统 (3)的状态响应
应分别如图1和图2所示.

0 10 20 30 40 50
t /s

x t1( )

x t2( )

0

100

200

300

x
t(
)

图 1 系统 (3)的状态响应(A、A1分别取A+、A+
1 )
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t /s
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x t2( )
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10
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图 2 系统 (3)的状态响应(A、A1分别取A−、A−
1 )

由图1和图2可见,这两个开环系统都是不稳定
的.对系统 (3)施加控制,相应的闭环系统状态响应如
图3和图4所示.
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图 3 系统 (3)的状态响应(A、A1、B分别取A+、A+
1、B

+)
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图 4 系统 (3)的状态响应(A、A1、B分别取A−、A−
1、B

−)

因为系统(3)是区间不确定系统,选取

A =
A+ +A−

2
,

A1 =
A+

1 +A−
1

2
,

B =
B+ +B−

2
.

状态响应如图5所示.
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图 5 开环系统 (3)的状态响应

由图5可见,系统是不稳定的.对系统 (3)施加控
制后,相应闭环系统的状态响应如图6所示.

0 10 20 30 40 50
t /s

x t1( )

x t2( )

0

0.05

0.10

0.15

0.20

x
t(
)

图 6 闭环系统 (3)的状态响应

由图3、图4和图6可以看出这3个闭环系统都
是正的且渐近稳定,且u(t) ⩽ Kx = 5.120 9 < u =

10.通过该算例可以得知本文所提出方法是有效的.

4 结 䇪

本文考虑了具时变时滞的区间不确定连续系统

的约束控制问题.借助线性规划方法,设计有界的鲁
棒状态反馈控制器,能够保证相应的闭环系统的正
性、鲁棒稳定性、系统状态解和控制器的有界性.
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