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挠性系统基于相位控制的H∞鲁棒设计

孟范伟1, 吕晓永1†, 刘胤圻1, 沙晓鹏1, 庞爱平2

(1. 东北大学秦皇岛分校控制工程学院，河北秦皇岛 066004；2. 哈尔滨工业大学航天学院，哈尔滨 150001)

摘 要: 提出一种加权的H∞优化设计方法来设计挠性系统的鲁棒控制器,以解决采用H∞回路成形法设计时控

制器不稳定且鲁棒性差的问题.利用挠性模态所对应闭环极点的配置来实现相位控制思想,同时允许高频部分的
闭环极点与期望极点有一定差别,弱化严格正实的约束.将相位控制与H∞优化求解相结合,通过所求得的控制
器实现期望的闭环极点.所提出的设计方法灵活且设计过程物理意义明确.最后通过两个仿真算例验证所提出方
法的可行性.
关键词: 挠性系统；相位控制；H∞优化；鲁棒性；局部正实性

中图分类号: TP273 文献标志码: A

H∞ rubost design of flexible systems based on phase control
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(1. School of Control Engineering，Northeastern University at Qinhuangdao，Qinhuangdao 066004，China；2. School
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Abstract: A weighted H∞ optimization method is proposed to design a robust controller for the flexible system, which
solves the problem of unstable characterristics of controller and poor robustness that happens during the design of H∞

loop shaping method. The idea of phase control is realized by the configuration of the closed-loop poles corresponding
to the flexible modes and the closed-loop poles of the high-frequency parts are allowed to differ from the expected poles,
which weakens the strict positive real constraints. Combined with the phase control and H∞ optimization, the desired
closed-loop poles can be realized by the controller. The proposed method has the advantage of flexibility, and a clear
physical meaning in the design process. The feasibility of the proposed method is verified by two simulation examples.
Keywords: flexible systems；phase control；H∞ optimization；robustness；local positivity

0 引 言

具有挠性结构的系统在自动控制中已得到广泛

的应用.大到航天器,小至计算机硬驱中的读写头都
是挠性的,如具有大型空间桁架结构的卫星[1]、带有

太阳帆板或天线等附件的航天器[2-3]、磁悬浮结构的

轴承[4]和硬盘中携带读写磁头的驱动臂[5-6]等带有

长杆结构的系统,以及用于空间捕获或工业生产的柔
性机械臂[7]等均属于挠性系统.

挠性系统的模型不确定性包括参数摄动和未

建模动态,因此所设计的控制器应保证对这两类不
确定性具有鲁棒性.最初McFarlane发表了经典著作
文献 [8],提出了一种新的控制方法,即H∞回路成形

法. McFarlane在文献 [8]中列举了3个应用实例,其中
两个例子是挠性系统.目前,人们在挠性系统的控制

设计理论研究中常用此法,在实际系统中也得到了广
泛应用[9].互质因子摄动是H∞回路成形法的基础,
用来描述系统的不确定性.已有的研究中关于互质
因子摄动的分析大都列举简单的例子来说明其优点,
且特别说明互质因式摄动更适合描述弱阻尼模态的

参数摄动[10-11].而就能查阅到的有关H∞回路成形

法的研究而言,都接受了互质因子摄动这一描述方
式,大都未进行更深入的讨论.

然而,近年来,随着控制技术要求的提高,挠性系
统逐渐体现了弱阻尼特性.就频率特性角度而言,弱
阻尼特性是指被控对象的开环传递函数多次穿越

0 dB线,即开环对象的奈奎斯特曲线包围临界稳定点
的情况更复杂.文献 [12]进行了弱阻尼挠性系统的
H∞回路成形设计研究,研究结果表明,挠性模态的
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参数 (频率)摄动范围因弱阻尼存在而大大压缩,导致
H∞回路成形设计方法失去鲁棒性.为此,文献 [13]
提出了将H∞回路成形与µ综合结合起来解决参数

摄动下的鲁棒设计问题.文献 [14]通过实例分析表
明,两者结合并未达到预期效果,在回路成形设计中
加进µ综合后只是对稳定裕度的值有影响,并不能改
善允许摄动的范围,所以弱阻尼是挠性系统采用H∞

设计的难点.文献 [15]对H∞回路成形法进行全面分

析,说明了H∞回路成形法中的鲁棒性、性能和H∞

范数的真实意义.
弱阻尼挠性系统在采用H∞回路成形法设计时,

除了上述的鲁棒性变差外,还存在不稳定控制器的
问题. H∞控制设计主要是结构问题和权函数的选取

问题,其结构问题包括二块、四块问题和µ综合等,但
是不论什么结构,对弱阻尼挠性系统而言都会产生
一个不稳定的H∞控制器

[4,8,13,15],即闭环系统是稳定
的,但所设计的H∞控制器却是不稳定的.目前,关于
不稳定控制器的研究相对较少,实际上不稳定的控制
器的投入是很困难的[4],如文献 [15]中略去高频分量
后的H∞控制器式 (20)就是一不稳定控制器.本文主
要针对上述挠性系统在采用H∞设计时发生的不稳

定控制器和鲁棒性差的问题进行研究.

1 挠性系统的数学模型

挠性系统的数学模型可用式(1)所示的无穷维传
递函数来表示[16],即

G(s) =

∞∑
i=0

ci
s2 + 2ζiωis+ ω2

i

, (1)

其中对应于 i = 0时的第1项为刚体模型, i = 1之后

为各阶挠性模态.通常,频率高的挠性模态幅值较小,
因此设计中往往用前几次低频模态表示挠性系统的

名义模型.本文所选取的被控对象来自文献 [17]中
的挠性臂模型,其传递函数如下:

G(s) =
1.26

s2
− 2.552 7

s2 + 0.713s+ 27.9
+

3

s2 + 0.4s+ 100
+

3

s2 + 0.8s+ 400
. (2)

图1为挠性臂(2)对应的Bode图.
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图 1 被控对象的Bode图

从被控对象的传递函数式 (2)和图1易知,该挠
性臂具有弱阻尼模态,弱阻尼比为ζ = 0.02.在Bode
图上可以清晰地看出,多个模态并未重叠,而是根据
自己的频率分布,这样的模态分布特点为挠性系统的
鲁棒控制提供了一种新的设计方法——对多个挠性

模态分别进行设计.

2 相位控制原理

H∞设计中描述对象的不确定性为范数有界的

传递函数,因而相应的设计方法以小增益定理为基
础. H∞鲁棒控制研究大多沿着该方向进行,因而忽
视了系统中相位信息的重要性.在回路成形设计中,
绘制Bode图时仅考虑了幅频特性,从未关注奈奎斯
特图.参照文献 [15]绘制McFarlane法的开环奈奎斯
特图可知,不稳定控制器通过逆时针绕 (−1, j0)一圈
而保证系统闭环稳定.当谐振频率稍有摄动,包围
(−1, j0)的圈将上移或者下移,直至不包围而使闭环
系统不稳定,因此采用McFarlane的H∞回路成形法

的弱阻尼挠性系统的鲁棒性较差,所允许的参数摄动
范围较小.而本文的相位控制就是针对改变系统的
相频特性而进行的H∞设计研究.
相位控制是近年来新出现的适合挠性系统的一

种设计思想.以含有一个挠性模态的系统为例,在系
统的Bode图上,由于弱阻尼的存在,挠性系统的幅频
特性剧烈变化,可多次穿越0 dB线,如图1所示.反映
在奈奎斯特曲线上,弱阻尼模态的对应的曲线是一个
大圆,参数摄动时,容易改变大圆包围(−1, j0)点的情
况.相位控制要求与弱阻尼模态对应的那部分奈奎
斯特曲线的顶点都落在正实轴上,那么参数摄动时系
统具有较好的鲁棒性,其原理如图 2所示,称之为严
格正实设计[5].该控制思想的简单性和有效性已经在
硬盘存储系统中得到了很好的运用[5].相位控制思想
实质上与早期的正位置反馈控制 (设计正位置滤波
器)的思路是一致的[18].关于这一设计思想,在文献
[19]中就有体现,即将这种相位控制思想与H∞设计

相结合.但是图2所示的正实要求对于系统的稳定性
要求而言过于保守,而且所用到的H∞设计要求需要

丰富的H∞设计经验,且设计出的控制器阶次高.因
此,本文在设计中将这一条件放宽,设计后只要使弱
阻尼模态对应的奈奎斯特曲线的顶点 (见图3中*所
在的位置)处在右半平面就满足要求.图3中弱阻尼
所对应的圆的顶点在右半平面,但却不在正实轴上.
即使模型的参数 (ζi, ωi)有摄动,也不会使开环特性
越过临界点而造成不稳定,其被称之为局部正实设
计.本文通过极点配置和H∞加权优化设计使奈奎
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图 3 局部正实

斯特图达到图3所示的形式.这里的H∞加权优化设

计方法相对于文献 [19]更为直接、更为系统,物理概
念清楚,且控制器阶次不高.

3 H∞加权优化设计方法

设挠性系统的模型为G(s) = ng(s)/dg(s),一般
dg(s)的阶次高于ng(s)的阶次.将被控对象的传递函
数G(s)表示成互质因子的形式,即

G(s) =
Ng(s)

Dg(s)
=

ng(s)/df (s)

dg(s)/df (s)
. (3)

其中:Ng(s)和Dg(s)都是稳定的有理函数,多项式
df (s)与系统的特征方程式是有关的,且第1项sn的

系数是1[12].注意这里大小写字母的区分,分别为有
理函数和多项式.同样,控制器K(s)也写成如式 (3)
的形式,即

K(s) =
Nk(s)

Dk(s)
=

nk(s)/dc(s)

dk(s)/dc(s)
. (4)

其中: dc(s)的第1项sn的系数是1, dc(s)与系统的特
征方程式也是有关的.根据式 (3)和 (4)计算出闭环传
递函数T (s)为

T (s) =
Ng(s)Nk(s)

Dg(s)Dk(s) +Ng(s)Nk(s)
. (5)

T (s)的分母用P (s)表示,即

P (s) =Dg(s)Dk(s) +Ng(s)Nk(s) =

dg(s)dk(s) + ng(s)nk(s)

df (s)dc(s)
. (6)

其中:P (s)的分子和分母分别是对应系统的闭环特

征方程和期望的特征方程,为此,设计时使P (s) = 1

才能让两者相等.那么若设计时式 (6)中设定了期望
极点,则可由P (s) = 1这一条件来求解控制器K(s)

= nk(s)/dk(s),但这个条件不能在全频率段上都能
满足,因此本文提出了加权设计的思路解决如下H∞

的优化问题:

min
K(s)
∥W (s)(1− P (s))∥∞. (7)

其中W (s)是满足低频特性的加权函数.取

W (s) =
1

(10s+ 1)
2 . (8)

根据上述的分析可知,对于式 (7)与 (8)构成的优化求
解问题,可以使低频挠性模态对应的主导极点与期望
的极点相等,而高频挠性模态存在不同,这样就可以
实现在主导极点的频段上使P (jω) → 1.可见这样的
设计比经典控制理论中的的极点配置方法要灵活许

多,而且能够将极点配置与优化求解相结合.
在图 2所示的严格正实设计中采用的是正实

引理[19].而在本文的局部正实设计中,式 (7)优化问
题可根据H∞控制理论中的有界实引理来求解.用
[Awp, Bwp, Cwp, 0]表示W (s)(1 − P (s))的状态空间

形式,则由界实引理可知, ∥W (s)(1− P (s))∥∞ ⩽ γ

的充要条件是存在X = XT > 0,使下列矩阵不等式
成立,证明过程见文献[20]的引理5.3:Awp

TX +XAwp XBwp Cwp
T

Bwp
TX −γI 0

Cwp 0 γ

 < 0. (9)

当把传递函数W (s)(1− P (s))转换为状态的形式时,
可发现控制器式 (4)中的nk(s)和dk(s)的每项系数只

包含在Cwp中,并且是线性的,因此式 (9)是一个线性
矩阵不等式(LMI),式(7)的优化等价于线性矩阵不等
式(9)限制下γ的求解,即

γm = min
K(s)

γ. (10)

上述的优化可借助Matlab中现成的函数来求解.
以上分析主要考虑的是挠性系统中低频上的弱

阻尼模态,设计的目标是使弱阻尼模态对应的闭环极
点具有负实部,并提高阻尼比.高频极点的配置要求
可以通过H∞优化中的加权来放宽,而闭环系统其余
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极点配置策略是过零分贝线以后,使开环特性远离临
界稳定点至右半平面,只有这样,以上的设计思想才
是可行的.设计的具体内容如下.

确定期望的极点,即df (s)dc(s) = 0的根.其中
df (s)表示被控对象的极点通过反馈形成的那部分闭

环极点.被控对象式 (2)的第1项是双积分,对应的是
闭环系统的主导极点,余下的3个挠性模态影响系统
的稳定性,因此可将主导极点对应的阻尼比设置为
ζ = 1.由文献 [17]中的设计指标需要可知,主导极点
可选择为 (s+ 1)2.传递函数中余下的3个弱阻尼模
态对应的极点位于虚轴附近,闭环后应避免进入右半
平面,但结合控制设计的理论可知,若将它们设置成
向左更远的位置,控制输入又将过大.综上考虑,选择
df (s)如下:

df (s) = (s+ 1)2(s2 + 1.2s+ 25.36)×

(s2 + s+ 100.3)(s2 + s+ 400.3). (11)

由式(11)和(2)可以看出,闭环极点提高了阻尼比.
式(6)中的dc(s)是控制器式(4)对应的闭环极点,

因此dc(s)的阶次由控制器决定.将式 (2)通分相加会
发现,该挠性臂传递函数存在非最小相位零点 (s2 −
7.932s+ 36.54),非最小相位零点可使相角滞后,利于
奈奎斯特曲线进入右半平面,有助于正实设计.而式
(2)中的零点(s2 + 9.038s + 36.64)则完全相反,可设
置适当的控制器极点进行补偿.稳定零极点对消与
系统的性能优劣无关.不管是精确对消还是粗略对
消,闭环传递函数都会存在与(s2+9.038s+36.64)相

当的极点,所以dc(s)可取为

dc(s) = (s2 + 9s+ 36)(s+ 2.5), (12)

其中(s + 2.5)也是为使奈奎斯特线相角滞后而设置

的.由此式可知设计的控制器为3阶.
确定df (s)和dc(s)之后,式 (8)和 (9)的优化问题

可求.求得的控制器为

K(s) =

3.714 5(s+ 0.375 3)(s2 + 0.628 9s+ 46.39)

(s+ 5.652)(s2 + 8.821s+ 36.17)
. (13)

由式 (13)可知,该控制器是稳定的控制器,说明该设
计能够解决回路成形设计中的不稳定控制器问题.

4 仿真分析和验证

被控对象 (2)与控制器 (10)组成的闭环系统的传
递函数为

T (s) =

17.612 4(s+ 0.375 3)(s2 + 9.038s+ 36.64)(s2−
(s+ 2.467)(s+ 1.02)(s+ 0.982 3)(s2+

→

← 7.932s+ 36.54)(s2 + 0.628 9s+ 46.39)(s2+

8.707s+ 35.24)(s2 + 1.109s+ 407.8)(s2+
→

← 0.428 8s+ 223.1)

0.897 9s+ 101.4)(s2 + 1.203s+ 25.43)
. (14)

从式 (14)可以看出,闭环极点与期望的df (s)dc(s)未

精确吻合,这种差别是通过权函数W (s)引入的.这
正体现了本文所提方法的灵活性.
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图 4 系统的开环特性

图4为设计后系统的开环特性.从图4中可以看
出, 3个挠性模态相应的3个圆形的顶点都在右半平
面,满足了弱化后的局部正实性的设计要求.图4中
与挠性模态对应的曲线没有进入闭环幅值M圆图

的M = 0 dB的左侧.也可以通过绘制闭环传递函
数的频率特性发现,挠性模态对应的幅值也均低于
0 dB.这表明通过配置挠性系统中弱阻尼模态所对应
的闭环极点使得系统的开环特性远离临界稳定点,从
而提高稳定性.上述的设计方法与限制峰值的设计
思路是相同的.
接下来试看闭环系统的鲁棒性.现将被控对象

中的阻尼和频率分别变化10%.图5(a)中点线对应
被控对象 (2),实线对应各个模态阻尼摄动增加10%,
虚线对应各阻尼摄动减小10%.可以看出,无论阻尼
增加还是减小,摄动后开环特性中各模态所对应的圆
分布不变,仅是大小有所改变.频率摄动时曲线如图
5(b)所示,图中显示摄动后开环特性仍然远离临界稳
定点,即本文所提设计方法具有一定的鲁棒性.

以文献 [12]中式 (10)的具有挠性结构的卫星姿
态控制系统为例可知,当采用回路成形法时,得到的
是难以投入的不稳定控制器,而且允许的参数摄动范
围仅为3.5%.采用本文方法得到的控制器为如下稳
定控制器:

K1(s) =

230 089(s+ 0.324 2)(s2 + 0.115 3s+ 0.751 8)

(s+ 36.14)(s2 + 115.5s+ 3575)
. (15)

对照文献 [12]中图4的仿真,通过绘制系统摄动后的
阶跃响应曲线可知,频率摄动百分之百后,系统仍然
是稳定的.综上所述,本文所提出的极点配置下的
H∞优化设计方法在保证鲁棒性的同时,获得了一个
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稳定的控制器.
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图 5 参数变化时系统的奈奎斯特图

5 结 论

已有的H∞设计都是以增益控制为基础展开研

究的,而本文在H∞设计中用相位条件来保证闭环

系统的稳定性和控制性能.本文针对正实相位控制
如何采用H∞理论进行设计的问题,给出了极点配置
配合加权函数的H∞优化方法,放松了严格正实的要
求,且利用非最小相位零点的优势,使得设计更为灵
活.仿真结果表明,控制器是稳定的,且闭环系统的鲁
棒性明显优于H∞回路成形法.
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