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基于2D理论的点对点综合预测迭代学习控制

洪英东, 熊智华†, 江永亨, 叶 昊

(清华大学自动化系，北京 100084)

摘 要: 基于二维系统综合预测迭代学习控制 (2D-IPILC)方法,结合轨迹更新策略研究点对点跟踪问题的控制算
法.该算法既能够充分利用点对点问题在非跟踪点的自由度,也可以通过引入模型预测控制来提高时间轴的抗干
扰能力.由于轨迹更新中引入时变参数,该2D模型为时变2D模型,因此分析状态转移矩阵特性和系统全响应,进
而采用2D理论分析算法的收敛性和收敛条件,并分析参数对控制效果的影响.相比固定轨迹算法,该算法的收敛
速度更快,稳定性比直接型优化算法更好.最后通过仿真实例验证了所提出算法的效果.
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Point-to-point integrated predictive iterative learning control based on
two-dimensional theory
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Abstract: A two-dimensional based integrated predictive iterative learning control(2D-IPILC) method is applied to the
point-to-point tracking problem with the trajectory updating strategy. The 2D-IPILC method can fully take advantages of
the freedom brought by the untracked points, and can improve the capability of dealing with the disturbance in the time
domain by combining the feature of model predictive control. As time-varying parameters are involoved in the updating
trajectory scheme, the model of the 2D-IPILC method is also time-varying. Therefore, the characteristics of time-varying
transition matrix and full reponse are analyzed in detail. Furthermore, the convergence principle and conditions of the
2D-IPILC method are proved based on the 2D theory, and the effects of the control parameter setting are also discussed.
The 2D-IPILC method can get faster convergence than the fixed trajectory methods, and is more robust than the direct
optimization algorithm. Finally, these advantages are demonstrated by numerical simulation.
Keywords: iterative learning control；two-dimensional system theory；point-to-point tracking control；reference trajectory
updating；predictive control：time-varying model

0 引 言

迭代学习控制 (ILC)是一种广泛应用于间歇过
程或重复性操作过程的控制方法,控制任务是在有限
批次内输出能在一条期望轨迹上.人们首先在工业
机器人轨迹跟踪领域提出迭代学习控制算法[1-2].一
般的轨迹跟踪问题通常是跟踪完整的期望轨迹,但是
在很多应用中,被控系统只在一部分特定时间点上对
输出有要求,即所谓的点对点跟踪控制问题[3-4],常见
的应用包括工业机械臂、起重机控制、自动化生产线

等[5-6].
最早的点对点跟踪问题主要集中于研究一类终

点跟踪问题, Xu等[7]和Hou等[8]分别针对快速热处

理和列车进站问题提出了TILC算法.对于更一般的
点对点跟踪控制问题,常用的解决思路是设计一条经
过特定跟踪点的轨迹,从而把该问题转化为一般的全
轨迹跟踪问题[9],这种方法主要关心的是跟踪轨迹的
设计.文献 [10-11]提出了基于约束的输入设计方法,
然而这些方法没有充分利用点对点跟踪问题中那些

非特定点的自由度,从而降低了求解问题的效率.与
此不同, Freeman等[12-13]提出了一种基于优化跟踪误

差的方法来直接得到输入,而不再需要设计初始轨
迹,这种方法获得了更多的自由度,同时利用获得的
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自由度来考虑更多的约束条件[14-15],但是Freeman等
人的研究没有考虑如何克服过程中的干扰.安通鉴
等[16]提出了一种在时域基于轨迹更新的鲁棒学习控

制方法来处理点对点跟踪控制问题, Freeman[17]也提

出了一种频域内的轨迹更新算法.这类算法都是在
批次内跟踪预先设计的全轨迹,并在批次间不断更新
轨迹.主要的不同在于轨迹更新算法,此类算法可以
与一般的迭代学习控制方法相结合,得到适用于点对
点问题的方法.
针对一般的全轨迹跟踪问题, Chen等[18-19]提出

了一种与预测控制相结合的综合迭代学习控制算法,
该算法很好地处理了时间方向上的过程干扰.本文
基于2D理论,在文献 [18-19]的基础上,提出一种结合
轨迹更新的综合预测迭代学习控制方法.此方法一
方面考虑了点对点跟踪问题的额外自由度,另一方面
在时间轴上引入模型预测控制,以解决系统干扰条件
下的稳定性问题.与全轨迹跟踪问题不同,由于轨迹
更新参数的引入,点对点跟踪问题的2D系统描述是
时变的.与自适应 ILC[20]不同的是,本文主要针对系
统本身参数时不变而存在过程干扰的情况,而自适应
ILC主要用于解决对象参数不确定性.本文采用2D
系统理论分析系统的状态转移矩阵性质,基于此,从
理论上分析算法的收敛条件,并通过仿真验证所提出
算法的有效性,分析算法中参数选择的影响.

1 点对点迭代学习控制

1.1 问题描述

针对在固定时间内运行的线性时不变离散时间

系统,考虑如下状态空间模型描述[8]:x(t+ 1, k) = A · x(t, k) +B · u(t, k),

y(t, k) = C · x(t, k) + d(t, k).
(1)

其中: t和k分别为采样时间和运行批次, t ∈ [0, N ],
N为采样点数;x ∈ Rn、u ∈ R、y ∈ R分别为

状态、输入和输出;A、B、C分别为相应的参数矩
阵; d为过程干扰和测量噪声.与通常的 ILC全轨迹
跟踪不同,点对点 ILC的轨迹跟踪控制目标是对于某
些特定的时间点集M = {t1, t2, · · · , tM},M ⩽ N ,
要求输出跟踪给定值 ydM = {yd(t1), yd(t2), · · · ,
yd(tM )}.将点对点ILC问题的跟踪误差记为ekM ,则

ekM = ydM − ykM , (2)

其中ykM = [yk(t1), yk(t2), · · · , yk(tM )]为第k批次

在时间点集M上的输出.针对这一类问题,可以首先
设计一条经过特定跟踪点的初始参考跟踪轨迹,再
利用非特定点的自由度在批次间更新参考跟踪轨迹.

更新轨迹的目的是让新的目标轨迹在非特定点上更

接近系统上一批次的输出,而在特定跟踪点上保持不
变,从而使算法可以更快地收敛,即

∥rk+1 − yk∥ ⩽ ∥rk − yk∥, (3)

其中yk = [yk(1), yk(2)� · · · , yk(N)]和rk = [rk(1),

rk(2), · · · , rk(N)]分别为第k批次在所有时间点上的

输出轨迹和目标轨迹. rk采用如下插值更新算法得
到[14]:

rk+1 = rk +Λk(rk − yk), (4)

Λk = diag{λk(1), λk(2), · · · , λk(N)},λk(t) 为各采
样时刻的轨迹更新系数,且取值为[16]−2 < λk(t) < 0, t /∈ M ;

λk(t) = 0, t ∈ M .
(5)

该轨迹更新方法可以满足式 (3)的要求,由此可得跟
踪误差为

ek = rk − yk = rk−1 +Λk(rk−1 − yk−1)− yk. (6)

由于在点对点 ILC问题中只需要关心特定点集M上

的跟踪误差,可知

ekM = ydM − Ψyk. (7)

其中

Ψ = {ψij}M×N ;ψij = 1, j = ti, ti ∈ M ;

ψij = 0, j ̸= ti.

因为任意一条 rk都经过所有的跟踪点设定值

ydM ,所以点对点ILC问题的跟踪误差可以写成

ekM = ydM − Ψyk = Ψrk − Ψyk = Ψek. (8)

1.2 系统描述

根据系统状态方程 (1)和跟踪误差 (6),可以把上
述模型描述成在批次轴k和时间轴 t上的2D Roesser
模型[21],如下所示:[

η(t+ 1, k)

e(t, k + 1)

]
=[

A 0

−CA I + λk(t)

][
η(t, k)

e(t, k)

]
+[

B

−CB

]
∆u(t− 1, k) +

[
0

−I

]
∆d(t, k). (9)

其中

η(t, k) = x(t− 1, k + 1)− x(t− 1, k),

∆u(t− 1, k) = u(t− 1, k + 1)− u(t− 1, k),

∆d(t, k) = d(t, k + 1)− d(t, k).
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由于上述2D Roesser模型中引入了轨迹更新参
数λk(t),且λk(t)随着时间t变化,与一般的基于2D理
论的迭代学习控制模型[18]不同,其状态转移矩阵特
性也有相应的变化.

2 基于轨迹更新的2D-IPILC
引入 2D系统对迭代学习控制算法进行分析的

好处是可以在时间和批次轴两个方向上同时对系统

性能进行分析.针对点对点跟踪问题,在轨迹更新算
法的基础上,在批次内采用文献 [18]中提出的综合迭
代学习控制算法,该方法把比例型迭代学习控制算法
与预测控制相结合,在批次方向上,通过比例型迭代
学习控制算法根据上一个批次的误差确定输入的一

部分,在时间方向上,根据预测误差确定输入的另一
部分.从而既利用点对点问题在非特定点的自由度,
也可以在时间方向上对过程干扰进行抑制.

2.1 时变状态转移矩阵

取2D-IPILC的控制律[18]为

∆u(t− 1, k+1) = L · e(t, k) + ∆umpc(t− 1, k+1).

(10)

其中:L · e(t, k)为批次间的控制部分,L为学习率,
∆umpc(t−1, k+1)为批次内由预测控制确定的部分.
因此, 2D-IPILC的目标是找到合适的L和∆umpc(t −
1, k + 1)使得算法收敛,即跟踪误差随批次逐渐减
小.在没有引入时变参数λk(t)的情况下,学习率L的

选取通常需要满足∥I − CBL∥ < 1[22].
将上述控制律应用于2D系统 (9)中,同时为了简

化考虑,设定轨迹更新参数不随着批次k而变化,取
为λ(t),因此可以得到[

η(t+ 1, k)

e(t, k + 1)

]
=[

A BL

−CA I − CBL + λ(t)

][
η(t, k)

e(t, k)

]
+[

B

−CB

]
∆umpc(t− 1, k) +

[
0

−I

]
∆d(t, k). (11)

为方便起见,使用如下符号来表示:

ξ(t, k) =

[
η(t, k)

e(t, k)

]
, η̄(0, j) =

[
η(0, j)

0

]
,

ē(i, 0) =

[
0

e(i, 0)

]
, B̄ =

[
B

0

]
,

D̄ =

[
0

−CB

]
, Ī =

[
0

−I

]
.

定义2D模型(11)中的状态转移矩阵为

Γ =

[
A BL

−CA I − CBL + λ(t)

]
, (12)

并定义如下状态转移矩阵:

Γ 1,0 =

[
A BL

0 0

]
,

Γ 0,1
t =

[
0 0

−CA I − CBL + λ(t)

]
. (13)

由2D理论可知[18]

Γ i,j = Γ 1,0 · Γ i−1,j + Γ 0,1
i · Γ i,j−1, (i, j) > (0, 0).

(14)

与文献 [18-19]相比,由于系统的状态转移矩阵Γ 0,1
i

中包含了时变参数λ(t),需要分析包含时变参数λ(t)

的2D系统零边界响应和零输入响应,进而得到系统
的全响应.
依据2D系统理论进行分析,对于2D系统 (11),系

统的零输入响应为

ξ(i, j) = Γ i,jξ(0, 0). (15)

进而可以得到系统的零边界响应为

ξ(i, j) =

j∑
k=0

Γ i,j−k · η̄(0, k) +
i∑

k=0

Γ i−k,j ē(k, 0),

(16)

其中 η̄(0, k)、̄e(k, 0)分别表示2D系统的非零激励.因
此,可以求得系统的全响应为[18]

ξ(t, k) =

t∑
i=0

Γ t−i,kē(i, 0)+∑
(0,0)⩽(i,j)<(t,k)

(Γ t−i−2,k−j+1B̄+

Γ t−i−1,k−jD̄)∆umpc(i, j)+∑
(0,0)⩽(i,j)<(t,k)

Γ t−i,k−j−1Ī∆d(i, j), (17)

其中状态转移矩阵Γ i,j可以由Γ 0,1
t 推导得到.进一

步,提出2D系统中包含时变参数λ(t)的状态转移矩

阵特性的定理如下:
定理1 在时变2D系统 (11)中,如果 ∀t ∈ [0, N ],

有∥Γ 0,1
t ∥ < 1,则 lim

k→∞
Γ i,j = 0.

为了证明定理1,首先证明如下两个引理.
引理1 对于形如式(10)的2D系统,有

Γ i,j =

j∑
k=0

(Γi
0,1)

k · Γ 1,0 · Γ i−1,j−k. (18)

证明

Γ i,j = Γ 1,0 · Γ i−1,j + Γ 0,1
i · Γ i,j−1 =
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Γ 1,0 · Γ i−1,j+

Γ 0,1
i · (Γ 1,0 · Γ i−1,j−1 + Γ 0,1

i · Γ i,j−2) =

Γ 0,0 · Γ 1,0 · Γ i−1,j + Γ 0,1
i · Γ 1,0 · Γ i−1,j−1+

Γ 0,1 · Γ 0,1
i · (Γ 1,0 · Γ i−1,j−2 + Γ 0,1

i · Γ i,j−3) =

· · · =
j∑

k=0

(Γ 0,1
i )k · Γ 1,0 · Γ i−1,j−k. 2

引理2 对于形如式(10)的2D系统,有

Γ i,j =

i∑
h=0

Γ h,0 · Γ 0,1
i−h · Γ i−h,j−1. (19)

证明

Γ i,j = Γ 0,1
i · Γ i,j−1 + Γ 1,0 · Γ i−1,j =

Γ 0,1
i · Γ i,j−1+

Γ 1,0 · (Γ 0,1
i−1 · Γ i−1,j−1 + Γ 1,0 · Γ i−2,j) =

Γ 0,0 · Γ 0,1
i · Γ i,j−1 + Γ 1,0 · Γ 0,1

i−1 · Γ i−1,j−1+

Γ 1,0 · Γ 1,0 · (Γ 0,1
i−2 · Γ i−2,j−1 + Γ 1,0 · Γ i−3,j) =

· · · =
i∑

h=0

Γ h,0 · Γ 0,1
i−h · Γ i−h,j−1. 2

根据引理1和引理2,可以进一步得到定理1.
证明 记∥Γ 0,1

∗ ∥ = max ∥Γ 0,1
t ∥,则由引理1有

∥Γ i,j∥ ⩽
j∑

k=0

∥Γ 0,1
∗ ∥k∥Γ 1,0∥∥Γ i−1,j−k∥,

从而
∞∑
j=0

∥Γ i,j∥ ⩽

∞∑
h=0

∥Γ 0,1
∗ ∥h∥Γ 1,0∥

∞∑
j=0

∥Γ i−1,j∥ ⩽

( ∞∑
h=0

∥Γ 0,1
∗ ∥h∥Γ 1,0∥

)2
∞∑
j=0

∥Γ i−2,j∥ ⩽

( ∞∑
h=0

∥Γ 0,1
∗ ∥h∥Γ 1,0∥

)l
∞∑
j=0

∥Γ i−l,j∥ ⩽

( ∞∑
h=0

∥Γ 0,1
∗ ∥h∥Γ 1,0∥

)i
∞∑
j=0

∥Γ 0,j∥ ⩽

( ∞∑
h=0

∥Γ 0,1
∗ ∥h∥Γ 1,0∥

)i
∞∑
j=0

∥Γ 0,1
∗ ∥j .

根据∥Γ 0,1
∗ ∥ < 1,有

∞∑
j=0

∥Γ i,j∥ ⩽ ∥Γ 1,0∥i(1− ∥Γ 0,1
∗ ∥)−i+1.

因为 i < N ,上式右边为一个有限的数,因此定理1得
证. 2
定理1说明,在只有λ(t)引入的情况下,只要保证

所有的Γ 0,1
t 中最大的模小于1,就可以保证在批次趋

于无穷时状态转移矩阵趋于0.
两个引理的证明过程并不仅限于式 (11)中2D系

统所描述的形式,对于其他有时变参数的2D系统的
状态转移矩阵同样适用;另一方面,非时变的状态转
移矩阵是时变的一个特例,因此,可以把非时变系统
统一到该表述中.虽然一定程度上增加了计算复杂
度,但可以得到更一般的2D系统状态转移特性.

2.2 状态预测与控制量计算

文献 [18]中给出了2D-IPILC详细的状态预测和
控制量计算方法,本文仅仅列出有关的步骤.
在第 k批次内,取预测步长为m,根据系统的全

响应公式(17),系统的预测输出为

ϕ(t+m, k) =

t+m∑
i=0

Γ t+m−i,kē(i, 0)+∑
(0,0)⩽(i,j)⩽(t+m,k)

(Γ t+m−i−2,k−j+1B̄+

Γ t+m−i−1,k−jD̄)∆umpc(i, j). (20)

根据预测步长m,将时刻t到t+m− 1的预测输出写

成如下向量形式[19]:

Ξ̂(t+1
t+m|t, k) = Φ(t+1

t+m, k) +Gt∆Umpc(
t
t+m−1|t, k).

(21)

其中

Ξ̂(t+1
t+m|t, k) =


ξ̂(t+ 1|t, k)

...
ξ̂(t+m|t, k)

 ,

Φ(t+1
t+m, k) =


ϕ(t+ 1, k)

...
ϕ(t+m, k)

 ,

∆Umpc(
t
t+m−1|t, k) =


∆umpc(t, k)

...
∆umpc(t+m− 1, k)

 .
式 (21)中等号右边第1部分为在第k批次 t时刻根据

已知信息可以获得的状态信息,第2部分为根据第k

批次 t时刻之前的信息进行预测得到的预测控制输

入部分对状态信息的影响.
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根据该预测值可以计算 2D-IPLC的输入.考虑
如下形式的目标函数:

Jm = Ξ̂(t+1
t+m|t, k)TQΞ̂(t+1

t+m|t, k)+

∆Umpc(
t
t+m−1|t, k)TR∆Umpc(

t
t+m−1|t, k).

(22)

其中

Q =


Q1 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Qm


(n+1)·m×(n+1)·m

,

Qi =



β1 0 · · · 0 0

0 β2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · βi 0

0 0 · · · 0 αi


(n+1)×(n+1)

,

R =


γ1 0 · · · 0

0 γ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · γm


m×m

,

且参数满足条件αi > 0, βi ⩾ 0, γi ⩾ 0.各权重系数
分别用于最优化误差、状态变化和输入变化.在无约
束情况下对该目标函数进行求解,可以得到其输入

∆Umpc(
t
t+m−1|t, k) =

− [GT
t QGt +R]−1GT

t QΦ(t+1
t+m, k). (23)

其中

Gt =


gt,t
...

. . .

gt+m,t · · · gt+m,t+m


(n+1)·m×m

,

gr,s = Γ r−s−1,λ+1B̄ + Γ r−s,δD̄, δ = i− j.

综上,轨迹更新的 2D-IPILC算法的基本步骤可
以总结如下.

Step 1:根据跟踪点选定一条初始跟踪轨迹,使得
该条初始轨迹经过指定的跟踪点,并根据收敛条件选
定其中的参数L.

Step 2:根据式 (5)选定满足轨迹更新条件的参数
λ(t).

Step 3:根据P-ILC的算法∆uILC = L · e(t, k)确
定批次间的输入部分.

Step 4:根据式(20)计算MPC的预测输入部分.
Step 5:根据式(23),取其第1项确定输入.

Step 6:如果 t < N ,则令 t = t + 1,并转至Step 4;
如果t = N ,则令k = k + 1,转至Step 3.
上述算法中,参数矩阵Q和λ(t)的选择会影响系

统的收敛性,预测步长m的选择会影响系统的收敛

速度.

3 收敛性分析

算法收敛是指当批次趋于无穷时,在特定点集
M上的点对点跟踪误差ekM满足 lim

k→∞
ekM = 0,即

意味着 lim
k→∞

e(t, k) = 0, t ∈ M .在2D系统中,要保证
算法收敛,即要求满足 lim

j→∞
ξ(i, j) = 0, i ∈ M .

本文首先考虑简单情况,∆d(i, j) = 0时系统的

收敛情况.记

Γ∆umpc(
t,k
i,j ) =

Γ t+m−i−2,k−j+1B̄ + Γ t+m−i−1,k−jD̄.

根据系统的全响应公式得到

ξ(t+m, k) =

t∑
i=0

Γ t−i,kē(i, 0)+∑
(0,0)⩽(i,j)<(t+m,k)

Γ∆umpc(
t+m,k
i,j )∆umpc(i, j) =

Γ 1,0
t

t∑
i=0

Γ t−i,k−1ē(i, 0)+

Γ 1,0
t

∑
(0,0)⩽(i,j)<(t+m,k−1)

Γ∆umpc(
t+m,k−1
i,j )∆umpc(i, j)+

∑
(0,k)⩽(i,j)<(t,k)

Γ∆umpc(
t+m,k
i,j )∆umpc(i, j)+

∑
(t,k)⩽(i,j)<(t+m,k)

Γ∆umpc(
t+m,k
i,j )∆umpc(i, j).

由上式可知,全响应包括4部分,第1部分和第2部分
可根据上一个批次的信息得到,第3部分可根据k批

次t时刻以前的信息得到,第4部分为预测部分.
根据定理1,响应的第1部分

lim
k→∞

t∑
i=0

Γ t−i,kē(i, 0) = 0. (24)

因此,进一步根据预测输入,在k批次 t时刻对于之后

m时刻的状态信息的预测中,由已知信息确定的部分
可以写成

Φ(t+1
t+m|t, k) =
ϕ(t+ 1, k)

...
ϕ(t+m, k)

 = fB(
t+1
t+m)Ξ +Gt∆Umpc(t, k),

(25)
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其中

fB(
t+1
t+m) =


Γ 0,1
t+1

...
Γ 0,1
t+m

 ,

Gt =


Γ t−1,1 · B̄ + Γ t,0 · D̄ · · · 0

...
...

...
Γ t+m−1,1 · B̄ + Γ t+m,0 · D̄ · · · 0

 ,

∆Umpc(t, k) =


∆umpc(0, k)

...
∆umpc(t− 1, k)

 ,

Ξ(t+1
t+m, k − 1) =


ξ(t+ 1, k − 1)

...
ξ(t+m, k−1)

 .
将式 (22)代入 (20),将预测输入从0计算到N −

1,并写出向量形式.同时,记Ht ∆ − [GT
t QGt +

R]−1GT
t Q,则可以得到

∆Umpc(k) =


∆umpc(0, k)

...
∆umpc(N − 1, k)

 =


H0I0fBNΞ(k − 1)

...
HN−1IN−1fBNΞ(k − 1)

+


H0GtĨ0∆Umpc(k)

...
HN−1GN−1ĨN−1∆Umpc(k)

 =

HEfBNΞ(k − 1) +GE∆Umpc(k). (26)

其中

It = [ 0
t−1
, I1, 0]N , Ĩt = [It, 0

N−t
]N ,

HE =


H0Ī0 0

. . .

0 HN−1ĪN−1

 ,

GE =


G0Ĩ0 0

. . .

0 GN−1ĨN−1

 ,
fBN ∆ fB(

0
N−1),

Ξ(k − 1)∆Ξ0
N−1, k − 1.

需要说明的是,虽然每次的预测步长为m,但
每次计算得到m步预测输入时,在当前时刻只取其
预测值的第 1项作为输入,引入时间轴的反馈控制

中.由于GE为对角阵,且每一项对角元素不为 0,可
以得到预测输入和上一批次状态之间的关系为

∆Umpc(k) = (I −GE)
−1 ·HE · fBNΞk−1. (27)

将式(27)代入全响应公式(17),有

Ξk =

fBNΞk−1 +GN ·∆Umpc(k) =

fBNΞk−1 +GN (I −GE)
−1 ·HE · fBNΞk−1 =

(I +GN (I −GE)
−1 ·HE)fBNΞk−1. (28)

从而得到收敛性条件

∥(I +GN (I −GE)
−1 ·HE)fBN∥ < δ ⩽ 1. (29)

式 (29)中给出的收敛条件保证了 lim
k→∞

Ξk = 0,也意
味着 lim

k→∞
ek = 0,根据式(7)可得

lim
k→∞

ekM = Ψek = 0. (30)

对比一般的收敛性条件, ∥Γ 0,1∥ = ∥I − CBL∥ < 1,
在点对点的综合预测迭代学习控制中,因为 fBN中

包含了批次间更新轨迹参数λk(t),可以发现其参数
选择范围更宽,例如取∥fBN∥ = max∥Γ 0,1

t ∥ < 1,

∥(I +GN (I −GE)
−1 ·HE)∥ < 1.

(31)

式 (31)给出的条件只是 (29)的一个充分条件,并不是
必要条件.而在没有该轨迹更新和点对点问题的情况
下,式(31)或其等价条件通常被认为是必要的.
参数范围选择更广,使得在批次间比例学习率部

分的L选择范围更广.由于在批次间的学习率部分,
输入与L紧密相关,在输入受限制的情况下,L的选
择范围更广使得输入的可行集更大.
同时,根据轨迹更新律(6),可以得到

rk+1 = rk + λk(rk − yk) = rk + λkek. (32)

因为ek → 0, k → ∞,所以∥rk − rk−1∥ → 0, k → ∞.
即

lim
k→∞

rk = r∗. (33)

上式说明跟踪轨迹最后会收敛到一条满足特定跟踪

点目标的轨迹上,且与初始轨迹的选择无关,因此无
需过多的先验信息来设计一条最优的初始跟踪轨迹.

当系统满足式 (29)的收敛条件,且过程干扰的边
界满足∆d(k) = [∆d(1, k),∆d(2, k), · · · ,∆d(N, k)]T

⩽ Bd,其中Bd为边界.因此,系统的跟踪误差将收敛
到零附近的一个邻域内,邻域边界为

√
B∗

d/(1− σ),
其中

B∗
d = (1 + µ)B2

d∥Gd
TGd∥, 0 < σ < 1, µ > 0. (34)
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具体的证明同样可以利用系统的全响应公式并借助

三角不等式证明,本文限于篇幅不详列.

4 仿真分析

采用典型机械臂模型[15]来对比分析基于轨迹更

新的2D算法和Freeman提出的梯度下降算法以及固
定轨迹算法.在固定轨迹算法中,当初始轨迹选好以
后,为了更好地比较算法效果,选择的也是 IPILC算
法.仿真对象模型为一个非最小相位系统,其连续传
递函数模型[15]为

G(s) =
165.95(4− s)

s4 + 21.5s3 + 170.28s2 + 368.52s+ 663.82
.

设定采样周期为1 s,则可求解得到系统的离散时间
状态空间模型为

A =


0.019 8 0.402 3 2.825 0 2.533 9

−0.003 8 −0.623 −0.247 7 1.418 3

−0.002 1 −0.049 8 −0.421 6 −1.035 1
0.001 6 0.031 4 0.215 8 0.148 5

 ,

B =


−0.003 8

−0.002 1

0.001 6

0.001 3

 ,
C = [0 0 − 165.95 663.80].

设定批次周期为T = 100 s,即N = 100.跟踪目标
轨迹为ydM = [6, 8,−5, 9, 10]T,相应的特定时间点
集为M = {32, 40, 65, 92, 100}.过程干扰取峰值为
0.4的随机噪声. 2D-IPILC的相关参数选择为比例学
习率L = 0.05, α = 1, β = 1, γ = 1, λ(t) =

−0.65, t ∈M .
采用如下的跟踪误差平方和来判断方法的性能:

SSEk =
∑

∥yd(t)− yk(t)∥, t ∈M. (35)

为了与固定轨迹算法进行比较,固定轨迹和轨迹
更新算法设计一样的初始参考轨迹.给出了两种初
始轨迹方案:方案1为一条平滑的类正弦的跟踪曲线,
方案2为除在关键点其余输入均为0的跟踪轨迹.图
1给出了关键点和两种初始跟踪轨迹的方案.

0 40 80 100
-6

0

6

12

t /s

Initial Trajactory

6020

Key Points

Initial Trajactory 1
Initial Trajactory 2

图 1 两种初始轨迹设计

在方案1的初始轨迹情况下进行仿真,得到图2
的跟踪误差曲线.由图2可知:与固定参考轨迹相比,
轨迹更新的算法收敛速度更快;与梯度下降算法相
比, 2D-IPILC算法可以更好地抑制过程干扰.因此本
文算法在收敛速度和鲁棒性上都有相对更好的表现.

Gradient point-to-point ILC

2DIPILC-URAlgorithm

IPILC-FixedAlgorithm
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||
||
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Robustness

图 2 与梯度下降和固定轨迹算法的比较

为了进一步说明式 (33)的特性,在方案2的情况
下对3种算法的跟踪误差进行了比较.

Gradient point-to-point ILC

2DIPILC-URAlgorithm

IPILC-FixedAlgorithm
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||
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图 3 在初始轨迹2下与固定轨迹比较

从图3可以发现:在方案2下,固定轨迹的效果明
显变差,而轨迹更新算法则不受影响,同时与优化算
法相比,仍然保持了其优点,收敛速度相当,抗干扰能
力更好;而与固定轨迹算法相比,则在两个方面都有
明显的优势.
同时,对于该系统可以发现,在固定轨迹的情况

下,当L = 1时,该算法是发散的.检验其收敛性条件
∥fB(I +GN (I −GE)

−1
HE)∥ = 2.035 9,不满足收敛

性条件;而在轨迹更新的情况下,当L = 1时,系统
仍然可以收敛,此时∥fB(I +GN (I −GE)

−1
HE)∥ =

0.993 6,满足收敛性条件.因此,本文提出的算法提供
了参数L更大的选择范围.对于可调节的参数λ(t)

而言,在满足收敛性条件的情况下, ||1 + λ(t)||越大,
收敛速度越快.图4给出了在L = 0.02时,λ(t)的取
值在 [−2, 0]变化时系统的收敛情况.图中箭头所指
方向为 ||1 + λ(t)||减小的方向,可知随着 ||1 + λ(t)||
的减小,系统可以在更少的批次内收敛.虽然让轨迹
更新的幅度变大可以使得收敛速度更快,但跟踪轨迹
变化过大也可能使得系统稳定性变差.
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图 4 ||1 + λ(t)||的影响

5 结 论

本文基于2D理论,针对点对点的跟踪问题,提出
了一种结合轨迹更新的综合预测迭代学习控制方

法.采用2D理论详细分析了在目标轨迹更新的策略
下,含有时变参数的2D系统状态转移矩阵的性质以
及系统的全响应表达式,并基于全响应公式给出了该
控制算法的收敛性条件.与优化问题相比,该算法具
有更好的鲁棒性;同时,与固定轨迹的方法相比,该算
法具有更快的收敛速度.此算法充分利用了点对点
问题在非特定点的自由度,使得算法在迭代学习控制
律各参数的选择范围更大.最后,分析了参数选择对
算法性能的影响.
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