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斐波那契树优化算法全局随机性概率收敛分析
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摘 要: 为改进斐波那契树优化算法的收敛性能,提出斐波那契树末梢自适应半径参数,使得算法在最优解邻域
附近收敛能力显著提高.基于斐波那契树结构的全局随机性对斐波那契树优化算法的收敛性进行分析和证明.通
过测试函数的求解精度比较、独立重复求解的收敛达标率比较实验验证了斐波那契树优化算法的收敛性能.
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Abstract: A Fibonacci tree-end self-adaptive radius parameter is proposed to effectively enhance convergence of
Fibonacci tree optimization(FTO) algorithm at neighborhood of optima. The convergence of FTO is analyzed and
proved on the basis of global randomness of Fibonacci tree. By comparing both the precision in solving benchmark
functions and the qualified rate of repeated and independent solutions, the convergence performance of FTO is also
examined and confirmed.
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0 引 言

斐波那契法已被证明是最优化分割方法中针

对一维单峰函数搜索问题的最优策略.用试探点不
断缩短最优解所在区间长度,区间缩短比率为斐波那
契数列末尾两项比值,其极限为黄金分割数,且所使
用的试探点或迭代次数最少.斐波那契法是黄金分
割法的极限形式,由于黄金分割法简单易行,在实际
优化问题中得到了广泛应用,如风速计故障诊断[1]、

钻井液流变参数优化[2]、光伏系统能量捕获控制优

化[3]、水稻合理密植[4]、服装工业设计等领域[5].然而,
斐波那契法只适用于一维单峰区间的优化.相对于
元启发式搜索算法,斐波那契法的适用范围太窄.近
年来,针对元启发式搜索算法的理论和应用研究不
断深入.元启发式搜索算法还未形成公认定义,一些
学者给出了较有代表性的提法. Osman等[6]认为元

启发式搜索算法是一个迭代过程,利用不同策略,在

搜索空间中采用探索和开发两类操作有效搜索最优

解; Stutzle等[7]认为元启发式搜索算法是一种高级策

略,其搜索过程是一种概率决策过程,以一种智能的
形式进行随机搜索,区别于纯随机搜索的盲目搜索.
目前,常见的元启发式搜索算法包括遗传算法

(GA)[8]、粒子群算法 (PSO)[9]、差分进化算法 (DE)[10]、

人工蜂群算法 (ABC)[11]以及列维飞行粒子群算法

(LFPSO)[12]等.元启发式搜索算法的主要灵感来源
于对自然界一些规律现象的仿生,其策略引入随机
变量,不要求目标函数连续,全局优化能力较好,具有
一系列的参数且需要对不同的问题进行针对性的调

整[13],但也各自存在待研究和改进的特点.例如:遗
传算法解空间与搜索空间的量化误差和搜索性能问

题[14],粒子群算法在当前最优解的引导下容易陷入
局部最优解[15],差分进化算法个体多样性减弱导致
在局部极值附近早熟收敛问题等[16].
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斐波那契树优化算法 (FTO)是基于斐波那契法
的一种元启发式搜索算法.在斐波那契法的基础上
扩展到n维欧氏空间,能求解单峰或多峰函数全局最
优解,适用范围得到极大拓宽. FTO算法构造了一个
斐波那契树结构,全局随机性是该结构的重要特性,
使得FTO算法不易陷入局部最优解.然而, FTO收敛
到最优解邻域附近时存在收敛能力下降的问题.
本文提出FTO算法的斐波那契树末梢自适应半

径参数,使得算法的收敛性能得到显著改进.基于斐
波那契树结构的全局随机性,分析并证明FTO算法
的收敛性.通过3个实验对FTO算法的收敛性能进行
对比分析: 1)增加末梢自适应半径参数前后的FTO
算法收敛精度对比, 2)改进后的FTO算法与其他几
个元启发式搜索算法求解精度对比, 3)利用PSO算
法容易陷入局部最优解的特点,通过独立重复求解实
验,统计求解到全局最优解的达标次数和达标率,对
比和验证FTO算法基于全局随机性的收敛能力.

1 斐波那契树优化算法

FTO算法基于斐波那契法的思想,在n维空间中

构造一个斐波那契树结构,该结构具有全局随机性,
不易陷入局部最优解.斐波那契树结构在搜索空间
中生成的随机点满足均匀分布,能以既定概率命中全
局最优解所在邻域,结构内部的迭代过程使得算法能
够快速收敛.

1.1 基本结构

斐波那契树结构的生成基于一个基本结构,如图
1所示.
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b

图 1 FTO基本结构

其中:x = [x1, x2, · · · , xn]
T是n维欧氏空间中的向

量, 3向量xa,xb,xc的模满足比例关系

∥xc − xa∥
∥xb − xa∥

=
∥xb − xc∥
∥xc − xa∥

=
Fi

Fi+1
, (1)

其中Fi为斐波那契数列第i项.同时, 3个向量满足线
性关系

xc =
Fi

Fi+1
(xb − xa) + xa. (2)

称xa、xb为端点,xc为分割点.

1.2 斐波那契树

基于FTO基本结构,采用两个迭代规则构造斐
波那契树.设FTO算法当前处理的点集为S,集合大
小满足斐波那契数,即 |S| = Fi.

规则1 令基本结构的端点{xa} = S, {xb} ={
x
∣∣∣ x ∈

D∏
i=1

[xi
lb, x

i
ub]

}
,D为向量维度,xlb和xub分别

为向量元素取值范围的下界和上界,向量x = [x1,

x2, · · · , xd, · · · , xn]
T的分量xd是满足均匀分布的随

机变量X ,概率分布为P (X) = U(xlb, xub),根据式
(2)求解出分割点集合{xc}.
规则2 令基本结构的端点xa = xbest ∈ S为S

中当前最优解, {xb} = {x|x ∈ S
∧
x ̸= xa},根据式

(2)求解出分割点集合{xc}.
按两个规则迭代完成之后,合并S、新的端点和

分割点,保留前Fi+1个较优点,丢弃其余点,更新点集
S,同时集合大小更新为 |S| = Fi+1.
图2为斐波那契树生成过程示意图.黑色实心点

为当前处理的端点xa和xb.实线白点为分割点xc.
每一层虚线白点为上一轮迭代处理的点集,点集S最

大为 |S| = Fn.
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图 2 斐波那契树生成过程

1.3 FTO算法流程

Step 1:初始化集合S,集合大小为 |S| = Fi;
Step 2:按规则1生成全局随机点集{xb}和分割

点集{xc1};
Step 3:按规则2生成分割点集{xc2};
Step 4:合并集合S、{xb}、{xc1}、{xc2},保留前

Fi+1个较优点,更新点集S,同时集合大小更新为 |S|
= Fi+1;

Step 5:判断集合大小 |S|是否为给定斐波那契数
Fn,如果不满足,则回到Step 2;

Step 6:更新点集S,令其大小为给定斐波那契数
Fnested,即 |S| = Fnested,Fnested < Fn;

Step 7:判断算法是否达到最大迭代次数,否则回
到Step 2.

1.4 全局随机性

根据斐波那契树生成规则1,斐波那契树当前集
合S的每次更新都需要生成定义域内满足均匀分布

的随机点,概率为p,该特性被称为全局随机性.
与PSO算法相比较, PSO的算法机制存在容易

陷入局部最优解的特点. FTO的全局随机性至少有
概率p,使得算法避免陷入局部最优.

图3∼图5分别表示采用FTO和PSO求解表1中
测试函数f5,向量维数为2维的解坐标累积分布示意
图.实验参数如表2所示,求解结果如表3所示.表1
中U为单峰函数,M为多峰函数,R为坐标变换.
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图 3 f5函数等高线图及最优解坐标
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图 4 PSO解坐标累积分布

表 1 测试函数

f 名称 定义域 最优解 特性 表达式

f1 Sphere [−100,100] 0 U f1 =
n∑

i=1

x
2
i

f2 Schwefel2.22 [−10,10] 0 U f2 =
n∑

i=1

|xi| +
n∏

i=1

|xi|

f3 Rosenbrock [−10,10] 0 U f3 =

n−1∑
i=1

[100(xi+1 − x
2
i )

2
+ (xi − 1)

2
]

f4 Noise [−1.28, 1.28] 0 U f4 =
n∑

i=1

ix
4
i + random[0, 1)

f5 Schwefel2.26 [−500, 500] 0 M f5 = 418.982 887 272 433 69n −
n∑

i=1

xi sin(
√

|xi|)

f6 Rastrigin [−5.12, 5.12] 0 M f6 =
n∑

i=1

[x
2
i − 10 cos(2πxi) + 10]

f7 Ackley [−32, 32] 0 M f7 = −20 exp
{
− 0.2

√√√√ 1

n

n∑
i=1

x
2
i

}
− exp

{ 1

n

n∑
i=1

cos(2πxi)
}
+ e + 20

f8 Griewank [−600, 600] 0 M f8 =
1

4 000

n∑
i=1

x
2
i −

n∏
i=1

cos
( xi√

i

)
+ 1

f9 Penalized1 [−50, 50] 0 M

f9 =
π

n

{
10 sin2(πy1) +

n−1∑
i=1

(yi − 1)
2
[1 + 10 sin2

(πyi+1)]+

(yn − 1)2
}
+

n∑
i=1

u(xi, 10, 100, 4)

yi = 1 +
1

4
(xi + 1)

uxi,a,k,m =

{
k(xi − a)m, xi > a;
0, − a ⩽ xi ⩽ a;
k(−xi − a)m, xi < −a.

f10 Penalized2 [−50, 50] 0 M

f10 =
1

10

{
sin2(πx1) +

n−1∑
i=1

(xi − 1)
2
[1 + sin2

(3πxi+1)]+

(xn − 1)2[1 + sin2(2πxi+1)]
}
+

n∑
i=1

u(xi, 10, 100, 4)

f11 Rotated Schwefel [−500, 500] 0 R

f11 = 418.982 8n −
n∑

i=1

zi

zi =

{
yi sin(

√
|yi|), |yi| ⩽ 500;

0, otherwise.
yi = y′

i + 420.96

y′ = Mx, M is an orthogonal matrix
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续表

f 名称 定义域 最优解 特性 表达式

f12 Rotated Rastrigin [−5.12, 5.12] 0 R
f12 =

n∑
i=1

[y
2
i − 10 cos(2πxyi) + 10]

y′ = Mx,M is an orthogonal matrix

f13 Rotated Ackley [−32, 32] 0 R
f13 = −20 exp

{
− 0.2

√√√√ 1

n

n∑
i=1

y
2
i

}
− exp

{ 1

n

n∑
i=1

cos(2πyi)
}
+ e + 20

y = Mx,M is an orthogonal matrix

f14 Rotated Griewank [−600, 600] 0 R
f14 =

1

4 000

n∑
i=1

y
2
i −

n∏
i=1

cos
( yi√

i

)
+ 1

y = Mx,M is an orthogonal matrix

f15 Sum Square [−10, 10] 0 U f15 =

n∑
i=1

ix
2
i

f16 Step [−100, 100] 0 U f16 =

n∑
i=1

(⌊xi + 0.5⌋)2

f17 Quartic [−1.28, 1.28] 0 U f17 =

n∑
i=1

ix
4
i

f18 Levy [−10, 10] 0 M
f18 =

n∑
i=1

(xi − 1)
2
[1 + sin2

(3πxi+1)]+

sin2(3πx1) + |xn − 1|[1 + sin2(3πxn)]

f19 Schaffer [−100, 100] 0 M f19 = 0.5 + sin2
(√√√√ n∑

i=1

x
2
i

)
− 0.5/

(
1 + 0.001

( n∑
i=1

x
2
i

))2

f20 Alpine [−10, 10] 0 M f20 =
n∑

i=1

|xi sin(xi) + 0.1xi|

f21 Non-continuous Rastrigin [−5.12, 5.12] 0 M f21 =
n∑

i=1

[y
2
i − 10 cos(2πyi) + 10]
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图 5 FTO解坐标累积分布

f5为典型的多峰函数,存在多个局部最优解.可
以看出, PSO在求解过程中逐渐陷入局部最优解而无
法跳出. FTO在PSO陷入的局部最优解区域同样有
解坐标的累积分布,如图4(b)和图5(b)所示.反映出
FTO在全局随机性的作用下跳出该区域并搜索到全
局最优解所在区域.

表 2 算法实验参数

迭代次数 2维: 1 000,10维: 2 000
重复次数 30

PSO
惯性权重: 0.9∼ 0.5;加速常数c1: 2;
加速常数c2: 2;种群个数: 30

FTO 斐波那契数列Fi : i = 7

表 3 函数f5求解结果

算法 解值 解坐标

FTO 0 [420.968 7, 420.968 7]
PSO 118.438 3 [−302.524 9, 420.968 7]

图 6为FTO和PSO求解 f5的收敛曲线示意图.
可以看出, PSO陷入局部最优解后收敛曲线变化停
滞. FTO的收敛曲线有一个跳出局部最优解的变化
过程,并继续收敛到全局最优解.
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图 6 FTO和PSO求解f5的收敛曲线
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2 末梢自适应半径参数

斐波那契树的末梢自适应半径 r定义为当前集

合S中最优解xbest和最差解xworst的欧氏距离,即

r = ∥xworst − xbest∥. (3)

图7为末梢自适应半径参数取值示意图.实线白
点为斐波那契树当前集合S中最优解xbest,黑色点
为S中最差解xworst, r为末梢自适应半径参数.

x
best

x
worst

r

图 7 末梢自适应半径取值

在加入参数条件下,对基本结构的端点{xb}取
随机点的范围在当前最优解xbest周围的± r范围内.
图8为在半径r的约束下,端点{xb}的取值范围

示意图.每个端点∀x ∈ {xb}在xbest的半径r范围取

值并服从均匀分布.

xbest

-r r

{ }x
b

图 8 参数r条件下的端点xb取值范围

引入参数r后,斐波那契树的构造引入如下新的
规则.
规则 3 令基本结构端点 {xa} = S, {xb} ={

x
∣∣∣ x ∈

D∏
i=1

[xi
lb2, x

i
ub2]

}
.当前最优解为xbest ∈ S,则

端点∀x ∈ {xb}的取值下界和上界分别为(xlb2)D×1

= xbest − r, (xub2)D×1 = xbest + r,向量x = [x1,

x2, · · · , xd, · · · , xn]
T的分量xd是满足均匀分布的随

机变量X ,概率分布为Pr(X) = U(xlb2, xub2),根据式
(2)求解出分割点集合{xc}.

3 FTO算法的收敛性分析
本节基于斐波那契树结构的全局随机性对斐波

那契树优化算法的收敛性进行分析并证明.

3.1 FTO算法收敛机制分析

斐波那契树的当前最优解xbest ∈ S通过搜索迭

代过程进行更新.对于FTO的第 t次迭代,至少存在
f(xt+1

best) ⩽ f(xt
best), f为测试函数 (只讨论求最小值

的情况).根据斐波那契树的全局随机性特点生成随

机点集{xb}服从均匀分布, FTO搜索到全局最优解
的概率为

P (X) ∼ U(xlb, xub2) ⩽ p ⩽ 1. (4)

这一性质使得FTO算法不易陷入局部最优解.
当xbest逼近全局最优解x∗一个很小的 ε-邻域

时,根据连续型随机变量的性质可知, p趋近于0.引
入斐波那契树末梢自适应半径参数r后,规则3的迭
代过程

Pr(X) ∼ U(xlb2, xub2) ⩽ p ⩽ 1, (5)

则当0 < r < ε时, FTO将以概率p继续逼近x∗,收敛
性能得到提高.

3.2 FTO算法收敛性证明

定理1 FTO以概率1收敛到全局最优解,即有
P{T < ∞} = 1.
证明 FTO进行T < ∞次迭代,由斐波那契树

结构的当前集合S得到一个函数值为非升(只讨论求
最小值的情况)的序列{xT } = {xt|xbest ∈ St}, t =

1, 2, · · · , T .设P (t) = P (|x∗ − xt| ⩾ ε),根据斐波
那契树生成规则,P (t) = PX(t) + Pr(t),PX(t)为规

则1在x定义域内生成均匀分布随机点的概率,Pr(t)

为规则3在半径参数r定义的区域内生成均匀分布

随机点的概率,所以0 < P (t) < 1. t次迭代后FTO

未命中x∗的ε-邻域的概率为 P̃ (t) ⩽
t∏

i=1

(1 − P (i)),

有 lim
t→∞

P̃ (t) = 0,所以P{T < ∞} ⩾ P (t) = 1 −

P̃ (t),P{T < ∞} > 0.令t → ∞,则P{T < ∞} = 1,
所以FTO以概率1收敛到全局最优解. 2

定理2 FTO算法逼近全局最优解的概率p ⩾
1/2r.

证明 根据定理 1,当FTO依概率收敛到全局
最优解x∗的 ε-邻域时,根据斐波那契树生成规则3
可知, FTO基本结构中的随机变量X满足均匀分布

Pr(X) ∼ U(xbest − r,xbest + r) = 1/(xbest + r −
(xbest − r)) = 1/2r. 2
4 实验与分析

为测试 FTO算法的收敛性,进行 3个对比实
验: 1)引入末梢自适应半径参数后, FTO算法的收敛
性能对比; 2)与其他几个元启发式搜索算法的求解
精度进行对比; 3)验证FTO基于全局随机性收敛到
全局最优解的性能.利用PSO算法易陷入局部最优
解的特点进行对比.通过独立重复求解实验,在有限
的迭代次数范围内,统计算法收敛到全局最优解的达
标率.实验选用的21个常用无约束测试函数[12]如表
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1所示,算法的实验参数设置如表2所示.

4.1 末梢自适应半径参数对比实验与分析

表4给出了对比实验结果,测试函数维数为2维,
求解精度低于ε = 1.0 e-100时取值为0.就最优解的
结果对比而言,改进前后的FTO都求解到全局最优
解,就均值和标准差结果而言, 30次独立重复实验对

于多峰函数的求解都没有陷入局部最优解,验证了全
局随机性避免算法陷入局部最优解的能力. f6、f11、
f16等 3个函数最优解结果相同, f16均值相同.改进
后的FTO算法最优解收敛精度远高于改进前的FTO,
均值全部高于改进前的FTO.由此说明末梢自适应
半径参数的引入显著提高了FTO算法的收敛性能.

表 4 末梢自适应半径参数对比实验结果

f
改进前FTO 改进后FTO

最优解 均值 标准差 最优解 均值 标准差

f1 8.613 2 e-37 3.980 3 e-05 1.751 6 e-04 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00
f2 4.857 2 e-17 7.639 6 e-04 1.799 5 e-03 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00
f3 4.447 5 e-09 1.345 7 e-03 3.023 5 e-03 1.232 6 e-32 1.088 8 e-04 5.281 4 e-04
f4 6.618 7 e-84 4.716 7 e-14 1.919 7 e-13 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00
f5 1.86 45 e-11 3.074 0 e-02 7.018 5 e-02 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00
f6 0.000 0 e+00 1.279 4 e-02 1.869 7 e-02 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00
f7 9.130 5 e-13 1.592 6 e-02 3.189 6 e-02 0.000 0 e+00 3.552 7 e-16 1.084 0 e-15
f8 8.292 0 e-03 3.422 0 e-02 1.843 9 e-02 0.000 0 e+00 5.428 8 e-03 3.329 7 e-03
f9 9.475 4 e-24 5.149 3 e-05 2.129 1 e-04 1.570 5 e-32 1.570 5 e-32 8.351 1 e-48
f10 7.789 6 e-18 5.507 0 e-05 1.646 6 e-04 1.499 8 e-33 1.499 8 e-33 0.000 0 e+00
f11 0.000 0 e+00 6.089 9 e-02 1.402 4 e-01 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00
f12 4.023 6 e-10 8.540 6 e-03 1.426 5 e-02 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00
f13 1.051 6 e-12 1.288 5 e-02 5.087 9 e-02 0.0000 e+00 1.1842 e-16 6.486 3 e-16
f14 8.847 8 e-05 1.786 1 e-02 1.056 6 e-02 0.000 0 e+00 2.712 5 e-03 5.912 2 e-03
f15 1.968 3 e-33 1.857 1 e-05 9.919 3 e-05 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00
f16 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00
f17 9.191 0 e-69 1.633 5 e-14 8.942 9 e-14 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00
f18 6.971 4 e-12 4.628 5 e-03 1.027 3 e-02 1.349 8 e-31 1.909 7 e-11 4.479 8 e-11
f19 1.865 2 e-13 1.774 4 e-03 2.263 9 e-03 0.000 0 e+00 3.126 6 e-04 9.540 2 e-04
f20 6.919 8 e-15 1.723 0 e-04 2.796 3 e-04 0.000 0 e+00 3.678 7 e-05 1.492 1 e-04
f21 7.403 9 e-12 2.015 2 e-02 3.698 3 e-02 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00

4.2 收敛精度对比实验与分析

采用FTO求解表1中f1 ∼ f8、f10、f16这10个
函数,并与其他几个元启发式搜索算法进行比较,结
果如表5所示.该结果来自于文献 [12,17],与遗传算
法 (GA)、差分进化算法 (DE)、人工蜂群算法 (ABC)、

粒子群算法 (PSO)、列维飞行粒子群算法 (LFPSO)进
行收敛精度比较.各算法实验参数均为文献给出的
最优设置. 10个测试函数维数取30维,测试函数评价
次数 (FEs)取500 000次,记录重复实验30次结果的均
值.求解精度低于ε = 1.0 e-12时记为0.

表 5 求解精度对比实验结果 (Opt.为全局最优解)

f Opt. GA DE ABC LFPSO PSO FTO
f1 0.00 e+00 1.11 e+03 0.00 e+00 0.00 e+00 0.00 e+00 0.00 e+00 0.00 e+00
f2 0.00 e+00 1.10 e+01 0.00 e+00 0.00 e+00 0.00 e+00 0.00 e+00 0.00 e+00
f3 0.00 e+00 1.96 e+05 1.82 e+01 8.88 e-02 2.31 e+01 2.44 e+01 1.56 e+01
f4 0.00 e+00 1.81 e-01 1.36 e-03 3.00 e-02 1.27 e-03 0.00 e+00 0.00 e+00
f5 0.00 e+00 9.76 e+02 2.30 e+03 1.30 e-02 1.18 e+03 1.23 e+03 5.92 e+03
f6 0.00 e+00 5.29 e+01 1.17 e+01 0.00 e+00 0.00 e+00 2.37 e+01 0.00 e+00
f7 0.00 e+00 1.47 e+01 0.00 e+00 0.00 e+00 0.00 e+00 0.00 e+00 0.00 e+00
f8 0.00 e+00 1.06 e+01 1.48 e-03 0.00 e+00 0.00 e+00 1.94 e-02 0.00 e+00
f10 0.00 e+00 1.25 e+02 2.20 e-03 0.00 e+00 0.00 e+00 0.00 e+00 0.00 e+00
f16 0.00 e+00 1.17 e+03 0.00 e+00 0.00 e+00 0.00 e+00 3.33 e-02 0.00 e+00

由实验条件可知: FTO有 8个函数达标,表现最
优. ABC算法和LFPSO算法都有7个函数达标,其他
算法达标数量都较差. ABC算法对于f3和f5的求解

精度是最好的.总体而言, GA、DE和PSO表现一般,

ABC、LFPSO和FTO各有优势.

4.3 收敛达标率对比实验与分析

用FTO和PSO求解表1中的21个测试函数,其自
变量分别为2维和10维,独立重复进行30次并对达
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标率进行统计,验证FTO基于全局随机性收敛到全
局最优解的性能.设定求解精度低于ε = 1.0 e-10为
达标,最优解精度低于ε = 1.0 e-300记为0.
表6给出了自变量为2维的对比结果.由达标率

可知, FTO算法达标率全部为100 %,对于多峰函数没
有陷入局部最优解. PSO求解f5和f8两个多峰函数

都有3次陷入局部最优解,达标率未达100 %. f1、f2、
f15、f17的求解精度FTO高于PSO, f18的求解精度
PSO高于FTO,结果在表 6突出标出.对于其余函数
结果而言,两种算法相同,都收敛到全局最优解.

表7给出了自变量为10维的对比结果,表8给出
了对表 7中达标率相关指标的函数个数统计结果.
FTO有14个函数未陷入局部最优解, PSO有12个函
数未陷入局部最优解. FTO有 7个函数达标率高于
PSO, PSO有两个函数达标率高于 FTO,结果在表 7
中突出标出.达标率为 0是由实验条件限制导致的,
例如迭代次数不够,斐波那契树规模太小, PSO种群
个数太少等因素.通过达标率的统计结果可以看出,
FTO由于具有全局随机性不易陷入局部最优解,收敛
性能表现较好.

表 6 收敛达标率对比实验结果 (2维)

f
FTO PSO

最优解 均值 标准差 达标次数 达标率 / % 最优解 均值 标准差 达标次数 达标率 / %
f1 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 1.3735 e-156 1.100 4 e-144 4.432 2 e-144 30 100
f2 0.000 0 e+00 1.500 0 e-323 0.000 0 e+00 30 100 3.342 0 e-78 2.981 6 e-74 8.817 6 e-74 30 100
f3 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 0.000 0 e+00 6.573 8 e-33 3.600 6 e-32 30 100
f4 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 0.000 0 e+00 2.589 8 e-293 0.000 0 e+00 30 100
f5 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 0.000 0 e+00 1.184 4 e+01 3.613 9 e+01 27 90
f6 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100
f7 0.000 0 e+00 3.079 0 e-15 1.114 7 e-14 30 100 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100
f8 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 0.000 0 e+00 7.396 0 e-04 2.256 7 e-03 27 90
f9 1.570 5 e-32 1.570 5 e-32 5.567 4 e-48 30 100 1.570 5 e-32 1.570 5 e-32 5.567 4 e-48 30 100
f10 1.499 8 e-33 1.173 8 e-32 3.978 8 e-32 30 100 1.499 8 e-33 1.499 8 e-33 5.219 4 e-49 30 100
f11 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100
f12 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100
f13 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100
f14 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100
f15 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 3.382 6 e-155 1.403 4 e-145 6.587 3 e-145 30 100
f16 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 0.000 0 e+00 0.0000 e+00 0.0000 e+00 30 100
f17 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 1.324 0 e-317 7.520 6 e-292 0.000 0 e+00 30 100
f18 3.990 0 e-15 9.574 0 e-12 1.254 4 e-11 30 100 1.349 8 e-31 1.349 8 e-31 2.227 0 e-47 30 100
f19 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100
f20 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 0.000 0 e+00 3.700 7 e-17 2.027 0 e-16 30 100
f21 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100

表 7 收敛达标率对比实验结果 (10维)

f
FTO PSO

最优解 均值 标准差 达标次数 达标率 / % 最优解 均值 标准差 达标次数 达标率 / %
f1 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 2.740 0 e-53 4.819 1 e-47 1.622 3 e-46 30 100
f2 6.940 0 e-301 8.666 7 e-20 4.746 9 e-19 0 100 4.790 0 e-31 9.828 8 e-29 1.583 1 e-28 30 100
f3 6.457 0 e-01 1.075 1 e+01 1.570 4 e+01 0 0 1.399 9 e-02 2.703 8 e+00 1.881 1 e+00 0 0
f4 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 2.930 0 e-94 4.327 5 e-84 2.123 7 e-83 30 100
f5 0.000 0 e+00 2.137 5 e+03 7.906 6 e+02 3 10 0.000 0 e+00 2.724 0 e+02 9.407 4 e+01 1 3
f6 0.000 0 e+00 9.008 0 e+00 7.096 5 e+00 10 33 0.000 0 e+00 2.719 6 e+00 1.381 0 e+00 3 10
f7 0.000 0 e+00 1.656 7 e-15 1.801 3 e-15 30 100 3.550 0 e-15 5.448 7 e-15 1.806 4 e-15 30 100
f8 0.0000 e+00 2.955 5 e-01 1.732 8 e-01 3 10 2.710 0 e-02 7.078 8 e-02 2.908 6 e-02 0 0
f9 1.570 0 e-32 1.570 0 e-32 2.783 7 e-48 30 100 1.570 0 e-32 1.570 0 e-32 2.783 7 e-48 30 100
f10 1.500 0 e-33 1.500 0 e-33 6.959 2 e-49 30 100 1.500 0 e-33 1.541 0 e-33 2.245 7 e-34 30 100
f11 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 0.000 0 e+00 1.397 9 e+03 9.507 7 e+02 9 30
f12 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 1.446 1 e+01 3.005 0 e+01 6.018 5 e+00 0 0
f13 0.000 0 e+00 9.466 7 e-16 1.596 7 e-15 30 100 3.550 0 e-15 5.211 3 e-15 1.806 4 e-15 30 100
f14 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 3.541 3 e-01 5.817 2 e-01 9.464 4 e-02 0 0
f15 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 4.700 0 e-54 2.091 0 e-49 5.446 6 e-49 30 100
f16 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100
f17 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 0.000 0 e+00 30 100 1.320 0 e-93 4.927 1 e-83 2.683 3 e-82 30 100
f18 2.190 0 e-09 1.744 4 e-07 1.956 7 e-07 30 100 1.350 0 e-31 1.350 0 e-31 2.227 0 e-47 30 100
f19 0.000 0 e+00 2.918 2 e-03 7.932 4 e-04 2 7 3.126 6 e-03 3.229 9 e-03 5.655 4 e-04 0 0
f20 0.000 0 e+00 2.116 1 e-01 6.769 9 e-01 27 90 1.200 0 e-40 2.297 9 e-15 1.560 4 e-15 30 100
f21 3.469 7 e+00 6.346 5 e+00 1.254 1 e+00 0 0 0.000 0 e+00 2.509 6 e+00 1.429 9 e+00 2 7
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表 8 达标率指标相关的函数个数统计表

达标性能 FTO PSO
100%达标 14 12
达标率较优 7 2
0%达标 2 5

从最优解的对比结果可以看出, FTO有 12个函
数求解精度要高于PSO,而PSO有两个函数求解精度
高于FTO,结果在表 7中突出标出.该结果说明FTO
引入末梢半径自适应参数后收敛性能表现良好.

5 结 论

为提高FTO算法收敛性能,引入斐波那契树末
梢自适应半径参数, FTO在最优解邻域附近收敛能
力显著提升.基于斐波那契树的全局随机性特点,对
FTO算法的收敛性进行了分析并证明.通过末梢自
适应半径参数对比实验对改进前后的FTO算法收敛
性能进行了验证和分析.通过与 5个元启发式搜索
算法的求解精度对比实验验证了FTO算法的收敛性
能.全局随机性特点令FTO不易陷入局部最优解,利
用PSO算法容易陷入局部最优解的特点进行对比实
验.对21个测试函数维数分别取2维和10维的求解
实验独立进行30次,对结果进行对比分析,从收敛达
标率的统计结果和收敛性能对比结果可以看出, FTO
算法均表现良好.
后续工作将结合实际问题,将算法结合网络流量

控制、工业设计等方面,进一步应用并改进FTO算法.
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