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基于Zhenyuan积分的直觉模糊多属性决策方法

曾守桢1†, 穆志民2
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摘 要: 针对属性之间具有相互关联关系的直觉模糊多属性决策问题,提出一种基于 Zhenyuan积分的决策方
法.首先提出直觉模糊Zhenyuan积分平均 (IFZA)算子;然后探讨 IFZA算子的优良性质以及与现有直觉模糊集成
算子的关系,研究表明, IFZA算子可以改进现有直觉模糊奇异积分算子的缺陷,能够全面度量属性之间的相互关
联关系;最后提出一种基于 IFZA算子的属性间具有相互关联关系的直觉模糊多属性决策方法,并通过实例验证
所提出方法的有效性和可行性.
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Method based on Zhenyuan integral for intuitionistic fuzzy multiple
attribute decision making
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(1. School of Business，Ningbo University，Ningbo 315211，China；2. College of Basic Science，Tianjin Agricultural
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Abstract: With regard to intuitionistic fuzzy multiple attribute decision making with interaction between attributes, a
method based on the Zhenyuan integral is presented. The intuitionistic fuzzy Zhenyuan averaging(IFZA) operator is
developed, and some of its desirable properties are studied. The research shows that the IFZA operator can fully consider
the importance of interactions among different attributes and improve the intuitionistic fuzzy Choquet integral operator.
Finally, a method based on the IFZA for intuitionistic fuzzy multiple attribute decision making is introduced, and a
numerical example is provided to illustrate the effectiveness and applicability of the presented method.
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0 引 言

自从Zadeh[1]于1965年提出模糊集理论以来,数
学的理论与应用研究范围便从精确问题拓展到模糊

现象的领域,模糊集理论已在现代社会的各个领域得
到广泛应用.传统模糊集的隶属函数值仅是一个单
一的值,因而其实际应用受到越来越多的制约和挑
战. Atanassov[2]对Zadeh的模糊集进行了拓展,提出
了可同时考虑隶属度、非隶属度和犹豫度的直觉模

糊集.与传统模糊集相比,直觉模糊集在处理不确定
性和模糊性方面更具有优势,更加灵活和实用.近年
来,人们对直觉模糊集的研究产生了浓厚的兴趣,广
大研究者从不同角度对直觉模糊集的运算法则、集

成方法、测度方法、拓扑结构等基础理论进行了深入

研究,相应的成果也较为丰富[3-9].
在很多实际的多属性决策问题中,属性 (指标)

之间相互独立的情形比较少见,往往存在某种关联
性.以研究型高校引进教师为例,一般需要考虑候选
者的科研水平、教学水平和教育背景等,这些指标往
往不是独立的.一般情况下,教育背景和科研水平是
关联的,教育背景好的教师科研水平也较高,反之亦
然.属性间存在的这种关联性往往使属性权重的可
加性遭到破坏,导致常用的加权平均算子失效.例如,
以代数、统计学和概率论3门课程对学生进行评估考
核.一般来说,统计学课程学习好的同学其概率论课
程也不会差,反之亦然,即统计学和概率论两门课程
存在一定程度的相关性.若使用加权算术平均算子
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对学生成绩进行评估,则会高估统计学和概率论成绩
都好的学生[10].因此,在决策过程中有必要考虑属性
之间的关联性,这样才能提高结论的科学性.

Choquet积分[11]是处理属性之间存在关联关系

的一种重要工具,目前国内外学者已将Choquet积
分广泛应用于信息集成、决策和对策等问题中.如
Tan[12]、 Tan等[13]、 Xu[14]和Wu等[15]研究了基于

Choquet积分的直觉模糊信息集成方法,提出了一
系列的直觉模糊 Choquet积分算子.然而,经典的
Choquet积分及其上述各种拓展形式并不能对所有
属性间的关联作用进行分析,只能度量部分属性的关
联度.

为了改进Choquet积分的这种缺陷,本文提出一
种直觉模糊环境下处理属性间具有关联作用的新

方法,为此通过引入 Zhenyuan积分概念[16],提出基
于Zhenyuan积分的直觉模糊集成算子,即直觉模糊
Zhenyuan积分平均 (IFZA)算子,并研究 IFZA算子的
优良性质及其在直觉模糊多属性决策问题中的应用,
进而为处理直觉模糊环境下属性存在关联关系的决

策问题提供一种有效的途径.

1 直觉模糊集理论

Atanassov[2]于 1986年提出了直觉模糊集的概
念,定义如下:

定义1 设X是一个非空集合,则称

A = {⟨x, µA(x), vA(x)⟩|x ∈ X} (1)

为直觉模糊集,其中µA(x)和vA(x)分别为X中元素

x属于A的隶属度和非隶属度,即µA : X → [0, 1],
vA : X → [0, 1],且0 ⩽ µA(x) + vA(x) ⩽ 1, ∀x ∈ X .
此外

πA(x) = 1− µA(x)− vA(x) (2)

表示X中元素x属于A的犹豫度或不确定度.特别
地,若∀x ∈ X ,有πA(x) = 1 − µA(x) − vA(x) = 0,
则A退化为Zadeh的模糊集[1].为方便起见,称α =

(µα, vα)为直觉模糊数
[3],其中

µα ∈ [0, 1], vα ∈ [0, 1], µα + vα ⩽ 1, (3)

且设Ω为全体直觉模糊数的集合.
通过得分函数S和精确度函数H可以对直觉模

糊数α = (µα, vα)进行评估
[17-18],即

S(α) = µα − vα, H(α) = µα + vα. (4)

其中:S(α) ∈ [−1, 1],H(α) ∈ [0, 1].基于直觉模糊数
的得分函数S和精确度函数H ,文献 [3]介绍了直觉
模糊数α1和α2的一种排序方法:

1)若S(α1) < S(α2),则α1 < α2.

2)若S(α1) = S(α2),则:当H(α1) < H(α2)时,
α1 < α2;当H(α1) = H(α2)时,α1 = α2.
对于任意 3个直觉模糊数α = (µα, vα),α1 =

(µα1
, vα1

)和α2 = (µα2
, vα2

),其运算规则可定义如
下[3]:

1)α1 ⊕ α2 = (µα1
+ µα2

− µα1
µα2

, vα1
vα2

);
2)α1 ⊗ α2 = (µα1

µα2
, vα1

+ vα2
− vα1

vα2
);

3)λα = (1− (1− µα)
λ
, vα

λ);
4)αλ = (µλ

α, 1− (1− vα)
λ).

信息集成是直觉模糊集理论研究中的一个重要

领域, Xu[6]对直觉模糊信息的集成方式进行了深入

研究,给出直觉模糊加权平均 (IFWA)和直觉模糊有
序加权平均 (IFOWA)这两个最常用的直觉模糊集成
算子.
定义2 设 αj = (µαj

, vαj
)(j = 1, 2, · · · , n)为

一组直觉模糊数,且设IFWA:Ωn → Ω,若

IFWA(α1, · · · , αn) = w1α1 ⊕ · · · ⊕ wnαn =(
1−

n∏
j=1

(1− µαj
)
wj ,

n∏
j=1

vwj
αj

)
, (5)

则称 IFWA为n维直觉模糊加权平均算子,其中w =

(w1, w2, · · · , wn)
T为αj(j = 1, 2, · · · , n)的权向量,

满足wj ∈ [0, 1]和
n∑

j=1

wj = 1.

定义3 设αj = (µαj
, vαj

)(j = 1, 2, · · · , n)为一
组直觉模糊数,直觉模糊有序加权平均(IFOWA)算子
是一个映射: IFOWA:Ωn → Ω,使得

IFOWA(α1, · · · , αn) = w1ασ(1) ⊕ · · · ⊕ wnασ(n) =(
1−

n∏
j=1

(1− µασ(j)
)
wj ,

n∏
j=1

vwj
ασ(j)

)
. (6)

其中:w = (w1, w2, · · · , wn)
T为与 IFOWA算子相关

联的权向量,满足wj ∈ [0, 1]和
n∑

j=1

wj = 1; (σ(1),

σ(2), · · · , σ(n))是 (1, 2, · · · , n)的一个置换,使得对
于任意的j,有ασ(j−1) ⩾ ασ(j).

2 Choquet积分与Zhenyuan积分
经典测度是线段长度、平面图形面积等概念的

推广,其典型特征是可加性.例如,两个不相交的平
面区域之和的面积等于这两个区域的面积之和.但
是在很多现实情况下可加性往往无法满足,如两个
人合作的工作效率往往大于或小于两个人各自工

作效率之和.非可加测度 (nonadditive measure),或称
模糊测度 (fuzzy measure),或称Choquet容度 (Choquet
capacity),以关于集合包含关系的单调性这一较弱的
约束条件取代了经典测度可加性的刚性约束. Wang
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等[19]引入了非可加测度(以下简称测度)的概念:
定义4 设X = {x1, x2, · · · , xn}为一个非空有

限集,P (X)为X的幂集,µ是定义在P (X)集上的测

度,µ : P (X) → [0, 1]满足如下条件:
1)µ(∅) = 0, µ(X) = 1;
2)对于所有的A,B ⊆ X ,若A ⊆ B,则有µ(A) ⊆

µ(B);
3)对于所有的A,B ⊆ X ,若A

∩
B = ∅,则有

µ(A
∪

B) = µ(A) + µ(B) + ρµ(A)µ(B), ρ ∈ (−1,

+∞).
特别地,若ρ = 0,则定义4中的条件3)将退化为

µ(A
∪

B) = µ(A) + µ(B),表示A和B是独立的;若
ρ > 0,则µ(A

∪
B) > µ(A) + µ(B),表示A和B具

有相互辅助的作用;若−1 < ρ < 0,则 µ(A
∪

B) <

µ(A) + µ(B),表示A和B具有相互削弱的作用.
Choquet积分是一种非常重要且应用广泛的

模糊积分,是普通积分和多种模糊积分的扩展延
伸. Choquet积分是从主观的角度衡量事物之间联系
的有效工具,其在信息集成领域的应用成果也较为丰
富[20].下面给出实值函数上Choquet积分的定义.

定义5 设X = {x1, x2, · · · , xn}为一个非空有
限集,P (X)为X的幂集,µ是定义在P (X)集上的测

度,函数f : X → R关于非可加测度µ的Choquet 积
分定义为

(C)
w
fdµ =

n∑
i=1

µ(X(i))[f(x(i))− f(x(i−1))], (7)

或等价表示为

(C)
w
fdµ =

n∑
i=1

f(x(i))[µ(X(i))− µ(X(i+1))]. (8)

其中:X(·)为集合X上一个置换,使得 f(x(1)) ⩽
f(x(2)) ⩽ · · · ⩽ f(x(n)), f(x(0)) = 0,X(i) = {x(1),

· · · , x(n)},X(n+1) = ∅.
例1 设X = {x1, x2, x3},µ是定义在P (X)集

上的测度,有µ(∅) = 0,µ({x1}) = 0.2,µ({x2}) =

0.3,µ({x3}) = 0.4,µ({x1, x3}) = 0.5,µ({x2, x3}) =

0.8,µ({x1, x2, x3}) = 1.函数f : P (X) → [0, 1],有
f(x1) = 0.7, f(x2) = 0.6, f(x3) = 0.8.因f(x2) <

f(x1) < f(x3),所以有X(1) = {x2, x1, x3},X(2) =

{x1, x3},X(3) = {x3}.由定义5可得

(C)
w
fdµ =

µ(X(1))[f(x(1))− f(x(0))]+

µ(X(2))[f(x(2))− f(x(1))]+

µ(X(3))[f(x(3))− f(x(2))] =

[0.6− 0]µ({x1, x2, x3})+

[0.7− 0.6]µ({x1, x3}) + [0.8− 0.7]µ({x3}) =

0.6× 1 + 0.1× 0.5 + 0.1× 0.4 = 0.69.

从例 1的集成过程和结果可以看出,在实际
计算过程中Choquet积分只考虑了 {x1}, {x1, x3}和
{x1, x2, x3}之间的关联测度,并不能全面反映所有指
标间的关联性,如 {x1, x2}与 {x2, x3}等之间的关联
性就无法在计算中体现.
针对Choquet积分存在的上述缺陷, Wang等[16]

提出了一种改进的模糊积分方法,即Zhenyuan积分,
其优点是能反映所有指标间的关联性质.目前,该积
分已广泛应用于模式识别、信息融合等领域[20].其定
义如下:
定义6 给定一个函数集µ : F → [0,+∞),满足

µ(∅) = 0,A ∈ F ,函数f : X → [0,+∞),则A上f关

于µ的积分用符号(W)
w
(A)

dµ来表示,即

(W)
w
(A)

fdµ = sup
{ k∑

j=1

λjµ(Ej)|f ⩾
k∑

j=1

λjχEj

}
.

(9)

其中:Ej ∈ F
∩
A = {E

∩
A|E ⊂ F}, k ⩾ 0,λj ⩾

0, j = 1, 2, · · · , k,χ表示特征函数.
一般当X有限时,如X = {x1, x2, · · · , xn},取其

幂集P (X)为F ,则上确界一定在等式f =

k∑
j=1

λjχEj

成立时达到,此时, Zhenyuan积分可用如下简化形式
表示[16,20]:

(W)
w
(A)

fdµ =

max
{ 2n−1∑

j=1

λjµ(Ej

∩
A)|f =

2n−1∑
j=1

λjχEj
∩

A

}
.

(10)

其中:λj(j = 1, 2, · · · , 2n − 1)可以是零,并且满足

Ej =
{
xj

∣∣∣ j
2i

−
[ j

2i

]
⩾ 1

2
, 1 ⩽ i ⩽ n

}
⊂ X.

下面通过例子说明Zhenyuan积分与Choquet积
分的区别.
例2 设某公司考虑对汽车产业 (x1)、计算机行

业 (x2)和食品行业 (x3)这3个行业进行投资.假设每
个行业可投资的金额分别为10亿元、15亿元和8亿
元.公司既可单独对某一行业投资,也可进行组合投
资,假设各种投资的收益情况如表1所示.

表1 投资收益表 亿元

投资组合 收益 投资组合 收益

∅ 0 {x1, x2} 1.3

{x1} 0.4 {x1, x3} 0.8

{x2} 0.6 {x2, x3} 1.5

{x3} 0.7 {x1, x2, x3} 1.8
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这里可以将收益看成是定义在投资方案集X =

{x1, x2, x3}的非空测度函数µ,且µ(∅) = 0 (此时
表示不投资将得不到任何收益).由表 1可以看出:
µ(x1, x2) > µ(x1) + µ(x2),意味着x1和x2是一个

良好的组合投资方案;而µ(x1, x3) < µ(x1) + µ(x3)

表示对x1和x3组合投资将降低收益.设 f是定义

在投资方案X = {x1, x2, x3}上的投资额函数,且
f(x1) = 10, f(x2) = 15和f(x3) = 8.假设投资者
可以随意选择投资组合方案及金额,下面计算投资的
最大收益.首先利用Choquet积分来计算投资总收益
TR,有

TR =
3∑

i=1

f(x(i))[µ(A(i))− µ(A(i+1))] =

8(µ({x1, x2, x3})− µ({x1, x2}))+

10(µ({x1, x2})− µ({x2})) + 15µ({x2}) =

(15− 10)µ({x2}) + (10− 8)µ({x1, x2})+

8µ({x1, x2, x3}) = 20.

从而可以得到投资的最大总收益是20亿元.
如果利用Zhenyuan积分计算最大投资总收益,

则可得

TR = max{λ1µ({x1}) + λ2µ({x2})+

λ3µ({x1, x2})+λ4µ({x3})+λ5µ({x1, x3})+

λ6µ({x2, x3}) + λ7µ({x1, x2, x3})};

s.t. λ1 + λ3 + λ5 + λ7 = 10,

λ2 + λ3 + λ6 + λ7 = 15,

λ4 + λ5 + λ6 + λ7 = 8.

求解该方程,得到最大总收益是 22.6亿元,比基于
Choquet积分计算的最大总收益20亿元要大.
事实上,这是一个投资组合优化问题,可以用线

性规划方法求解其最大投资收益,即

TR = max{0.4k1 + 0.6k2 + 1.3k3 + 0.7k4+

0.8k5 + 1.5k6 + 1.8k7};

s.t. k1 + k3 + k5 + k7 = 10,

k2 + k3 + k6 + k7 = 15,

k4 + k5 + k6 + k7 = 8.

其中ki表示不同的投资组合.求解上述问题,得到最
大总收益是 22.6亿元,与上面用Zhenyuan积分求解
的结果一致,比通过Choquet积分来计算投资总收益
大.其原因是: Choquet积分在集成过程中没有全面
反映出属性指标之间的关联度,从而导致对方案作出
过低的评价;而Zhenyuan积分充分考虑了各投资方
案之间的收益关联,因此比Choquet积分更适合处理
属性间具有关联关系的多属性决策问题.

3 直觉模糊Zhenyuan积分平均算子
本节研究基于Zhenyuan积分的直觉模糊信息集

成集成方法,首先提出直觉模糊Zhenyuan积分平均
(IFZA)算子.
定义7 设αi = (µαi

, vαi
)(i = 1, 2, · · · , n)是

一组直觉模糊数,µ是定义在非空有限集X = {x1,

x2, · · · , xn}上的测度,满足µ(∅) = 0,若

(W)
w
(A)

fdµ = IFZA(α1, α2, · · · , αn) =

max
{ 2n−1⊕

j=1

λjµ(Ej)|αi =
2n−1⊕
j=1

λjχEj

}
, (11)

则称 IFZA为直觉模糊Zhenyuan积分平均算子.其
中:λj = (µλj

, vλj
)是直觉模糊数;χ 表示特征函数;

满足Ej =
{
xj

∣∣∣ j
2i

−
[ j

2i

]
⩾ 1

2
, 1 ⩽ i ⩽ n

}
, j =

1, 2, · · · , 2n − 1.
下面举例说明IFZA算子的集成步骤与方法.
例 3 设 X = {x1, x2, x3},α1 = (0.4, 0.6),

α2 = (0.6, 0.1)和α3 = (0.2, 0.5)是直觉模糊数,
µ({x1}) = µ({x2}) = 0.5,µ({x3}) = 0.3,µ({x1,

x2}) = 0.8,µ({x1, x3}) = 0.7,µ({x2, x3}) = 0.7,
µ({x1, x2, x3}) = 1.
根据定义7,利用IFZA算子将以上直觉模糊数的

集成过程转换成下面的线性规划问题:

max
{ 7⊕

j=1

λjµ(Ej)
}
;

s.t. λ1 ⊕ λ3 ⊕ λ5 ⊕ λ7 = α1,

λ2 ⊕ λ3 ⊕ λ6 ⊕ λ7 = α2,

λ4 ⊕ λ5 ⊕ λ6 ⊕ λ7 = α3.

(12)

其中 λj = (µλj
, vλj

)是直觉模糊数且满足Ej ={
xj

∣∣∣ j
2i

−
[ j

2i

]
⩾ 1

2
, 1 ⩽ i ⩽ 3

}
, j = 1, 2, · · · , 7.

根据直觉模糊的运算法则,方程 (12)等价于如下
最优化问题:

max
{
1−

7∏
j=1

(1− µλj
)µ(Ej) −

7∏
j=1

(vλj
)µ(Ej)

}
;

s.t.

(1− µλ1
)(1− µλ3

)(1− µλ5
)(1− µλ7

) = 1− µα1
,

(1− µλ2
)(1− µλ3

)(1− µλ6
)(1− µλ7

) = 1− µα2
,

(1− µλ4
)(1− µλ5

)(1− µλ6
)(1− µλ7

) = 1− µα3
,

vλ1
vλ3

vλ5
vλ7

= vα1
,

vλ2
vλ3

vλ6
vλ7

= vα2
,

vλ4
vλ5

vλ6
vλ7

= vα3
,

0 < µλj
+ vλj

< 1, j = 1, 2, · · · , 7.

(13)
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因为对于任意的实数xy > 0,有

min{x+ y} = min{x}+ min{y},

所以

max
{
1−

7∏
j=1

(1−µλj
)
µ(Ej)−

7∏
j=1

(1−vλj
)
µ(Ej)

}
=

1−min
{ 7∏

j=1

(1−µλj
)
µ(Ej)+

7∏
j=1

(1−vλj
)
µ(Ej)

}
=

1− min
{ 7∏

j=1

(1− µλj
)
µ(Ej)

}
−

min
{ 7∏

j=1

(1− vλj
)
µ(Ej)

}
.

又因 ln
( 7∏
j=1

(1− µλj
)
µ(Ej)

)
和

7∏
j=1

(1− µλj
)
µ(Ej)有

相同的最小值µλj
,记 xj = ln(1 − µλj

), yj = ln(vλj
),

故方程(13)可等价为如下优化问题:

min
{ 7∑

j=1

µ(Ej)(xj + yj)
}
;

s.t. x1 + x3 + x5 + x7 = ln(1− µα1
),

x2 + x3 + x6 + x7 = ln(1− µα2
),

x4 + x5 + x6 + x7 = ln(1− µα3
),

y1 + y3 + y5 + y7 = ln(vα1
),

y2 + y3 + y6 + y7 = ln(vα2
),

y4 + y5 + y6 + y7 = ln(vα3
),

xj − yj > 0, xj < 0, j = 1, 2, · · · , 7.

(14)

求方程(14),可得

IFZA(α1, α2, α3) =(
1− e

7∑
j=1

ujµ(Ej)

, e
7∑

j=1
vjµ(Ej))

= (0.54, 0.2).

若考虑利用直觉模糊Choquet积分平均 (IFCA)
算子[14]对上述问题进行集成,则根据 IFCA算子的集
成法可得

IFCA(α1, α2, α3) =

α2µ({x2})⊕ α3(µ({x2, x3})− µ({x2}))⊕

α1(µ({x1, x2, x3})− µ({x2, x3})) = (0.48, 0.24).

由集成结果可以看出: IFZA(α1, α2, α3) > IFCA(α1,

α2, α3),其主要原因是 IFCA算子只考虑了{x2}、{x2,

x3}和 {x1, x2, x3}之间的关联度,并不能全面反映
所有属性间的关联性,如 {x1, x2}与 {x1, x3}等之间
的关联性就无法体现,从而导致测度信息的损失;而
IFZA算子可以改进 IFCA算子的上述缺陷,在集成过
程中能够充分反映出所有属性指标的关联关系,从而

可避免信息损失,得到较为合理的集成结果.
下面证明经典的直觉模糊平均算子 IFWA是

IFZA算子的特例.
定理1 设µ是定义在非空集X的测度,对于任

意的A,B ⊆ X和A
∩
B = ∅,如果 µ(X) = 1且

µ(A
∪

B) = µ(A) + µ(B) ,则 IFZA将退化为直觉模
糊加权平均算子IFWA.

证明 根据模糊测度的性质,对于任意的Ej ⊆
X ,有µ(Ej) =

∑
xi∈Ei

µ({xi}),由直觉模糊数的运算规

则可得
n∑

i=1

λαi = λ

n∑
i=1

αi,从而有

IFZA(α1, α2, · · · , αn) =

max
{ n⊕

i=1

( 2n−1⊕
j=1

λjχEj

)
µ(xi)|αi =

2n−1⊕
j=1

λjχEj

}
=

max
{ n⊕

i=1

αiµ(xi)
}
=

n∑
i=1

αiµ(xi) = IFWA(α1, α2, · · · , αn). 2
下面研究IFZA算子的一些重要性质.
定理2 设αi和βi(i = 1, 2, · · · , n)是两组直觉

模糊数,µ是定义在非空集X的测度,若对于任意的
i ∈ [1, n],有αi ⩽ βi,则有

IFZA(α1, α2, · · · , αn) ⩽ IFZA(β1, β2, · · · , βn).

(15)

定理3 设αi是一组直觉模糊数,µ是定义在非
空集X的测度,若(α̂1, α̂2, · · · , α̂n)是(α1, α2, · · · , αn)

的任一转置,则有

IFZA(α1, α2, · · · , αn) = IFZA(α̂1, α̂2, · · · , α̂n).

(16)

定理4 设αi = (µαi
, vαi

)(i = 1, 2, · · · , n)是一
组直觉模糊数,µ是定义在非空集X的测度,则通过
式(11)集成得到的结果仍为直觉模糊数,且

IFZA(α1, α2, · · · , αn) =
max

{(
1−

2n−1∏
j=1

(1− µλj
)µ(Ej),

2n−1∏
j=1

v
µ(Ej)
λj

)}
,

s.t. αi =
(
1−

2n−1∏
j=1

(1− µλj
)χEj ,

2n−1∏
j=1

v
χEj

λj

)
.

(17)

其中λj = (µλj
, vλj

)是直觉模糊数且满足Ej ={
xj

∣∣∣ j
2i

−
[ j

2i

]
⩾ 1

2
, 1 ⩽ i ⩽ n

}
, j = 1, 2, · · · , 2n−1.

根据 IFZA算子的定义和直觉模糊数的运算规
则,可容易证明定理2∼定理4成立,具体的证明过程
在此省略．
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定理5 设αi = (µαi
, vαi

)(i = 1, 2, · · · , n)是一
组直觉模糊数,µ是定义在非空集X的测度,则对于
任意的r > 0,有

IFZA(rα1, rα2, · · · , rαn) = rIFZA(α1, α2, · · · , αn).

(18)

证明 根据直觉模糊数的运算规则,对于任意的

r > 0有
n∑

i=1

rαi = r

n∑
i=1

αi,从而

IFZA(rα1, rα2, · · · , rαn) =

max
{ 2n−1∑

j=1

λjµ(Ej)|rαi =

2n−1∑
j=1

λjχEj

}
=

max
{ 2n−1∑

j=1

λjµ(Ej)|αi =

2n−1∑
j=1

1

r
λjχEj

}
.

设kj =
1

r
λj ,则有

IFZA(rα1, rα2, · · · , rαn) =

max
{ 2n−1∑

j=1

rkjµ(Ej)|αi =
2n−1∑
j=1

kjχEj

}
=

rmax
{ 2n−1∑

j=1

kjµ(Ej)|αi =

2n−1∑
j=1

kjχEj

}
=

rIFZA(α1, α2, · · · , αn). 2
4 基于IFZA算子的直觉模糊多属性决策
方法

基于 IFZA算子,本文提出一种直觉模糊环境下
属性间具有关联关系的多属性决策方法.

Step 1:对于直觉模糊环境下的多属性决策问题,
设A = {A1, A2, · · · , Am}为方案集,G = {G1, G2,

· · · , Gn}为属性指标集,专家对方案Ai ∈ A 关于指

标Gj ∈ G进行测度,从而构成直觉模糊决策矩阵
R = (αij)m×n,αij = (µαij

, vαij
)为直觉模糊数.假

设属性 (指标)Gj(j = 1, 2, · · · , n)都属于效益型,因
此不需要标准化.

Step 2:计算属性之间的关联度.
Step 3:利用 IFZA算子集结决策矩阵R中第 i行

评价值αij = (µαij
, vαij

)(i = 1, 2, · · · ,m),得到候选
方案Ai的综合评价值αi = (µαi

, vαi
)(i = 1, 2, · · · ,

m),即

αi = IFZA(αi1, αi2, · · · , αin). (19)

Step 4:计算方案Ai的综合评价值αi(i = 1, 2,

· · · ,m)的得分函数S(αi)和精确度函数H(αi),进而
利用排序规则对方案进行排序,得到最优的方案.
例4 某公司拟引进一套信息技术改进项目以

提高其竞争力,现有 10个候选方案,信息管理监督

委员会从提升生产力 (G1)、特色化 (G2)以及优化管
理 (G3)三个方面对候选方案进行评价.专家对方案
Ai(i = 1, 2, · · · , 10)在指标G = {G1, G2, G3}下进行
评价,评价值用直觉模糊数表示,得到的评价信息如
表2所示.

表 1 方案在3个指标上的评估值

方案 G1 G2 G3

A1 (0.7, 0.3) (0.8, 0.1) (0.9, 0.1)
A2 (0.6, 0.2) (0.8, 0.2) (0.8, 0.1)
A3 (0.4, 0.1) (0.5, 0.3) (0.5, 0.4)
A4 (0.7, 0.3) (0.8, 0.2) (0.6, 0.3)
A5 (0.5, 0.5) (0.7, 0.3) (0.4, 0.2)
A6 (0.4, 0.3) (0.6, 0.2) (0.8, 0.1)
A7 (0.3, 0.6) (0.4, 0.3) (0.2, 0.2)
A8 (0.6, 0.1) (0.5, 0.1) (0.8, 0.2)
A9 (0.4, 0.5) (0.9, 0.1) (0.3, 0.1)
A10 (0.3, 0.5) (0.6, 0.4) (0.4, 0.1)

根据该公司的实际情况,专家一致认为指标G1

和G2比G3更重要,同时专家非常看好在提升生产
力和优化管理两个方面都有很好表现的项目,因此,
设 µ({G1}) = µ({G2}) = 0.4,µ({G3}) = 0.3,
µ({G1, G2}) = 0.6,µ({G1, G3}) = µ({G2, G3}) =

0.8,µ({G1, G2, G3}) = 1,µ(∅) = 0.根据以上信息,
同时利用 IFZA算子和 IFCA算子计算每个方案的评
价值,得到的集成结果如表3所示.

表 2 基于 IFCA和 IFZA算子的集成结果

方案 IFZA IFCA
A1 (0.87, 0.10) (0.82, 0.12)
A2 (0.81, 0.11) (0.77, 0.16)
A3 (0.57, 0.08) (0.53, 0.13)
A4 (0.78, 0.21) (0.71, 0.26)
A5 (0.62, 0.27) (0.56, 0.28)
A6 (0.70, 0.13) (0.65, 0.19)
A7 (0.35, 0.28) (0.33, 0.31)
A8 (0.72, 0.08) (0.66, 0.12)
A9 (0.72, 0.14) (0.69, 0.14)
A10 (0.51, 0.24) (0.49, 0.28)

根据直觉模糊得分函数与精确度函数,可以得到
两种集成方法下备选方案的排序:根据 IFZA算子的
方案排序结果为

A1 ≻ A2 ≻ A8 ≻ A9 ≻ A4 ≻
A6 ≻ A3 ≻ A5 ≻ A10 ≻ A7;

由IFCA算子得到的方案排序结果为

A1 ≻ A2 ≻ A9 ≻ A8 ≻ A6 ≻
≻ A4 ≻ A3 ≻ A5 ≻ A10 ≻ A7.

可以看出,通过 IFZA和 IFCA两种集成方法得
到的最优方案相同,都是A1.进一步研究可以发现,
IFZA算子得到的方案评估值要大于 IFCA算子集成
得到的结果,即SIFZA(αi) > SIFCA(αi)(i = 1, 2, · · · ,
10),且方案的排序不尽相同.如A8和A9两个方案的
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排序,根据 IFZA算子有A8 ≻ A9;而由 IFCA算子得
到相反的排序结果,即A9 ≻ A8.其主要原因是 IFCA
算子在集成过程中只考虑了部分指标的关联测度而

造成测度信息的损失.如本例中方案A8损失的测度

信息比A9大 (A8损失了 µ({G1}), µ({G2}), µ({G1,

G2}) 和 µ({G2, G3}), 而方案 A9 损失了 µ({G1}),
µ({G3}), µ({G1, G2})和 µ({G1, G3})),从而导致对
方案A8作出过低的评价;而本文提出的 IFZA算子改
进了 IFCA算子的这种缺陷,能全面地反映属性指标
的关联关系,从而避免了测度信息的丢失,提高了集
成结果的科学合理性.

5 结 论

为解决Choquet积分在处理直觉模糊关联多属
性决策问题的不足,本文提出了直觉模糊Zhenyuan
积分平均 (IFZA)算子,并研究了其单调性和置换不
变性等优良性质.研究表明,虽然 IFZA算子的计算
稍比 IFCA复杂,但是 IFZA算子能够全面刻画属性之
间的关联关系,改进了 IFCA算子不能充分反映属性
间的关联程度的缺陷,从而得到更为合理的决策结
果.最后研究了 IFZA算子在直觉模糊多属性决策问
题中的应用,提出了一种基于 IFZA算子的决策方法,
并通过实例验证了该方法的有效性和优良性.未来
的工作是研究其他形式的直觉模糊Zhenyuan积分算
子,如直觉模糊Zhenyuan积分几何算子和直觉模糊
诱导Zhenyuan积分算子等.
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