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带乘性噪声的非齐次Markov跳跃系统有限时间稳定性
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摘 要: 研究一类带乘性噪声的离散时间非齐次随机Markov跳跃系统的有限时间稳定性,该系统的转移概率矩
阵不是常矩阵而是区间矩阵.在区间矩阵紧性的假设下,将其表示为随机矩阵的凸组合.首先,给出系统有限时间
稳定的充分必要条件;其次,利用Lyapunov方法和线性矩阵不等式技术得到系统有限时间稳定的充分条件,并用
于设计有限时间状态反馈镇定控制器;最后,通过仿真算例说明所提出方法的有效性.
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Abstract: The finite-time stability for a class of discrete-time stochastic Markov jump systems with multiplicative noises
is studied. The transition probability matrix is not a constant matrix but a interval matrix. Under the assumption of the
compactness of the interval matrix, it is represented as a convex combination of some random matrices. Firstly, the
sufficient and necessary condition of finite-time stability is given. Then, a sufficient condition for the finite-time stability
of the system is obtained and the finite-time stabilization controller with state feedback is designed by using the Lyapunov
method and linear matrix inequality technique. Finally, a simulation example is presented to illustrate the effectiveness of
the proposed method.
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0 引 言

在工程中存在大量由于突变现象而引起系统

状态和参数跳变的动力学系统, Markov跳跃系统模
型因其能够很好地描述这类系统而广受关注,日益
成为控制理论研究的一个热点,也得到了许多成熟、
系统的结果[1-3].需要指出的是,目前的研究大多是
在齐次Markov过程的框架下完成的,即假设系统在
任意时刻的状态转移概率矩阵都是一样的.实际上,
由于客观环境的影响,这一假设很难实现.例如,在
Markov跳跃网络化控制系统中,其转移概率受网络
状态的影响,往往是时变的;又如,在故障易发制造系

统中, Markov过程用来描述故障率,其受到机器使用
年限、使用率等时间因素的影响,也不能用齐次过程
来描述.在诸多实际问题的驱动下,人们将目光转向
非齐次Markov跳跃系统.
就数学角度而言,一种自然的假设就是将转移

概率定义为随时间或系统状态变化而变化的确定性

变量,基于此, Seah等利用交互多模型算法研究了离
散时间Markov跳跃系统的估计问题[4], Aberkane则
给出了这一系统的有界实引理[5].然而,转移概率的
时变特性往往伴随着随机性,很难用特定的轨迹来
描述,这使得该方法在工程中的可行性受到了限制.
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文献 [6]对此进行了改进,将转移概率定义为随机变
量,采用带约束的高斯概率密度函数来刻画其特性;
文献 [7]提出了一种双Markov链模型,即系统中存
在两个Markov链,低阶的非齐次Markov链表示系统
模态的跳跃,高阶的Markov链描述系统转移概率矩
阵的随机变化,并研究了该模型的线性二次高斯问
题. Hou等考虑了转移概率矩阵具有周期时变特性的
情况,利用谱方法研究了离散时间Markov跳跃系统
的能观性、能检性、稳定性[8]和H2/H∞控制问题

[9];
针对某些系统在一定的采样间隔内转移概率不变或

者变化缓慢的情况, Zhang提出了分段齐次离散时间
Markov跳跃系统模型,并研究了系统的H∞估计问

题[10];随后, Aberkane提出了一种转移概率矩阵在凸
多面体上取值的离散时间非齐次Markov跳跃系统
模型,涵盖了文献 [10]中的一类模型,同时利用随机
Lyapunov函数和线性矩阵不等式 (LMI)方法给出了
系统随机稳定的判据[11].这一模型更具一般性,因此
受到了许多学者的关注, Yin等研究了这类系统的随
机稳定性以及基于观测器的H∞控制问题

[12],并将其
用于直流电动机控制中[13]; Zhang等用LMI方法研究
了系统的 l2 - l∞控制问题[14]以及H∞控制问题,并应
用于经济系统[15].
近年来,考虑到转移概率的估计总是伴随着误

差, Chitraganti等在文献 [16-17]中假设转移概率在某
个区间上取值,相应的转移概率矩阵就变成一个区
间矩阵,反映了这类Markov跳跃系统的非齐次特性,
并分别应用区间分析和Lyapunov方法研究了系统的
均方稳定性和随机稳定性.另外,关于随机系统的有
限时间稳定性,较早的工作见文献 [18], Zhang等研究
了 Itô系统的有限时间随机鲁棒稳定性,随后Yan等
提出了该系统的有限时间环域稳定性[19]并推广到

随机Markov跳跃系统[20].受上述文献启发,本文将区
间转移概率矩阵应用于带乘性噪声的离散时间随机

Markov跳跃系统,即将文献 [20]中的系统由齐次变
为非齐次,给出系统有限时间稳定的条件.

符号说明:R表示实数集合;Rn表示n维欧氏

空间;Rn×m表示n × m阶矩阵集合;AT表示矩阵A

的转置; Tr(A)表示矩阵A的迹;A > 0表示矩阵A

为正定矩阵;λmin(A)(λmax(A))表示矩阵A的最小

(最大)特征值; Cond(A) = ∥A∥ · ∥A−1∥表示矩阵A

的条件数,本文采取2-范数并设A为正定矩阵,此时
Cond(A) =

λmax(A)

λmin(A)
; Diag(A1, A2, · · · , An)表示以

A1, A2, · · · , An为对角元的分块对角矩阵;P ⩽eQ

表示矩阵P中的元素小于等于矩阵Q中的对应元

素; I表示单位矩阵; E(·)表示数学期望; I(B)表示集

合B的示性函数; δij表示Kronecker函数; ∗表示对称
矩阵的对称部分;N0 = {0, 1, 2, · · · },N = {1, 2,
· · · },NT = {1, 2, · · · , T}.

1 系统描述和亴备知识

1.1 系统描述

考虑带乘性噪声的离散时间随机线性Markov跳
跃系统 xk+1 = A(rk)xk + C(rk)xkwk,

x(0) = x0,
(1)

及对应的受控系统
xk+1 =

A(rk)xk +B(rk)uk + [C(rk)xk +D(rk)uk]wk,

x(0) = x0.

(2)

其中:xk ∈ Rn为系统状态;x0 ∈ Rn为系统初始

状态;uk ∈Rm为控制输入;A(·), C(·) ∈Rn×n,B(·),
D(·) ∈ Rn×m为系统系数矩阵. {wk ∈ R, k ∈ N0}
为定义在完备概率空间(Ω,F , P )上的实随机变量序

列,满足E(wk) = 0, E(wswt) = δst.跳跃过程{rk, k
∈ N0}为离散时间非齐次Markov链,其状态空间为
S = {1, 2, · · · , s},时变转移概率为πij(k) = P (rk+1

= j|rk = i),表示从k时刻模态 i转移到k + 1时刻模

态 j的概率,πij(k) ⩾ 0,
s∑

j=1

πij(k) = 1.转移概率矩

阵Γk = [πij(k)]为一随机矩阵,这里假定为一区间矩
阵. {wk, k ∈ N0}与{rk, k ∈ N0}相互独立.
为了方便,将rk = i时对应的系数矩阵M(rk)记

为Mi.
下面给出系统有限时间稳定的定义.
定义1 如果有

E(xT
0 Rx0) ⩽ c1 ⇒ E(xT

kRxk) ⩽ c2, k ∈ NT , (3)

则系统 (1)称为关于 (c1, c2, R, T )有限时间稳定的.
其中: c2 > c1 > 0,T ∈ N ,R > 0为给定常数和矩

阵.

1.2 区间转移概率矩阵

本文采用区间转移概率矩阵来描述Markov跳跃
系统的非齐次特性,本节介绍相关理论知识.
定义2 矩阵中的元素为闭区间的矩阵称为区

间矩阵,例如A =

[
[1, 2] [3, 4]

[5, 6] [7, 8]

]
为一区间矩阵.若记
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A1 =

[
1 3

5 7

]
, A2 =

[
2 4

6 8

]
,则A = [A1, A2].

令Ωs = {A : A为s× s随机矩阵},P, Q ∈ Rs×s

为非负矩阵且P ⩽e Q.定义Ωs上的区间矩阵

[P,Q] = {A : A为随机矩阵且P ⩽e A ⩽e Q}. (4)

区间矩阵的紧性是一个重要假设,下面给出定义.
定义3 若P, Q满足pij = min

A∈[P,Q]
{aij}且 qij =

max
A∈[P,Q]

{aij},则称 [P,Q]是紧的.

注1 一方面, [P,Q]的紧性可由

pij +
∑
t ̸=j

qit ⩾ 1且 qij +
∑
t ̸=j

pit ⩽ 1 (5)

来验证;另一方面,即使 [P,Q]是非紧的,也可以应用
紧区间算法将其紧化,得到与之等价的紧区间,具体
可参见文献[21].因此,不妨有下面的假设.
假设1 P ,Q使得Ωs上的区间矩阵 [P,Q] ̸= ∅,

且 [P,Q]是紧的.
在 [P,Q]紧性的假设下, [P,Q]总可以表示成一

个多面体,其顶点可由下面的自由变量算法给出.
Step 1:给定Ωs上的区间矩阵 [P,Q],Γk ∈ [P,Q].
Step 2:对Γk的每一行,选取一个位置作为自由

变量.
1)对于该行的其余位置,通过选取P ,Q对应的

最大值和最小值,获得只有一个自由变量的所有可能
向量;

2)在这些向量中,利用随机向量元素之和为1的

性质,确定自由变量的值;
3)将其余位置作为自由变量,重复Step 2.
Step 3:对于Γk的所有行,重复Step 2.
Step 4:将所得到的随机向量作为行进行组合,可

得到一系列随机矩阵V 1, V 2, · · · , V K ,即为多面体的
顶点.
假设系统 (1)、(2)的转移概率矩阵Γk ∈ [P,Q],

应用上述算法得到多面体的顶点V 1, V 2, · · · , V K ,则
Γk可以表示成它们的凸组合,即

Γk =

K∑
l=1

αl(k)V
l, 0 ⩽ αl(k) ⩽ 1,

K∑
l=1

αl(k) = 1.

(6)

2 有限时间稳定与镇定

本节讨论系统 (1)、(2)在区间转移概率矩阵Γk ∈
[P,Q]的假设下的有限时间稳定和镇定问题.首先,
给出系统(1)有限时间稳定的充分必要条件.
定理 1 系统 (1)关于 (c1, c2, R, T )有限时间稳

定的充分必要条件是

E(xT
0 Rx0) ⩽ c1 ⇒ Tr(RXi(k)) < c2, k ∈ NT , (7)

其中Xi(k)(i ∈ S)为差分方程

Xi(k + 1) =

s∑
j=1

( K∑
l=1

αl(k)v
l
ji(AjXj(k)A

T
j + CjXj(k)C

T
j )

)
,

Xi(0) = E(x0x
T
0 I(r0=i))

(8)

的解, ∀αl(k)满足0 ⩽ αl(k) ⩽ 1,
K∑
l=1

αl(k) = 1.这里,

vlji表示多面体顶点矩阵V l的(j, i)元.
证明 令Xi(k) =E(xkx

T
k I(rk=i)),采用文献 [22]

中定理 2.1的证明方法可得Xi(k)为式 (8)的解.而
E(xT

kRxk) = E(Tr(Rxkx
T
k )) = Tr(RXi(k)),由定义

1即可得证. 2
定理1虽然提供了系统 (1)有限时间稳定的充要

条件,但是由于αl(k)具有任意性,很难去验证.因此,
定理1的理论意义大于它的实际意义.下面的定理将
从可验证的角度给出系统(1)有限时间稳定的充分条
件.
定理2 若对于某个正数γ ⩾ 1存在矩阵Pi >

0, ∀i ∈ S,使得

AT
i

( s∑
j=1

vlijPj

)
Ai + CT

i

( s∑
j=1

vlijPj

)
Ci − γPi < 0,

(9)

以及

γTCond(
−
Pi) <

c2
c1
,

−
Pi = R− 1

2PiR
− 1

2 (10)

成立,则系统(1)关于(c1, c2, R, T )有限时间稳定.
证明 令V (xk, rk = i) = xT

kPixk,Fk是由{(xt,

rt), t = 0, 1, · · · , k}生成的σ代数,则

E(V (xk+1, rk+1 = j)) =

E(E(xT
k+1Pjxk+1|Fk)) =

E
( s∑

j=1

xT
k+1Pjxk+1P (rk+1 = j|rk = i)

)
=

E
(
xT
k+1

s∑
j=1

(Pjπij(k))xk+1

)
=

E
(
xT
k+1

( s∑
j=1

K∑
l=1

αl(k)v
l
ijPj

)
xk+1

)
=

E
(
xT
k

(
AT

i

( s∑
j=1

K∑
l=1

αl(k)v
l
ijPj

)
Ai+
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CT
i

( s∑
j=1

K∑
l=1

αl(k)v
l
ijPj

)
Ci

)
xk

)
=

E
(
xT
k

( K∑
l=1

αl(k)
(
AT

i

s∑
j=1

vlijPjAi +

CT
i

s∑
j=1

vlijPjCi

))
xk

)
,

由式(9)可得

E(V (xk+1, rk+1)) < γE(V (xk, rk)),

因此

E(V (xk, rk)) < γkE(V (x0, r0)) ⩽ γTE(V (x0, r0)).

而

E(V (x0, r0)) =

E(xT
0 Pix0) = xT

0 R
1
2

−
PiR

1
2x0 ⩽

λmax(
−
Pi)x

T
0 Rx0 ⩽ λmax(

−
Pi)c1,

E(V (xk, rk)) = E(xT
kPixk) =

E
(
xT
kR

1
2

−
PiR

1
2xk

)
⩾

λmin(
−
Pi)E(xT

kRxk),

所以

E(xT
kRxk) ⩽

E(V (xk, rk))

λmin(
−
Pi)

⩽ c1γ
Tλmax(

−
Pi)

λmin(
−
Pi)

=

c1γ
TCond(

−
Pi) < c2.

根据定义可知,系统 (1)关于(c1, c2, R, T )有限时间稳

定. 2
下面考虑系统 (2)的有限时间镇定问题,即通过

状态反馈uk = K(rk)xk使闭环系统
xk+1 = [A(rk) +B(rk)K(rk)]xk+

[C(rk) +D(rk)K(rk)]xk]wk,

x(0) = x0

(11)

有限时间稳定.
定理3 若对于某个正数γ ⩾ 1,存在矩阵Qi >

0,Yi,∀i ∈ S,使得
Ψ 0 Φ(AiQi +BiYi)

∗ Ψ Φ(CiQi +DiYi)

∗ ∗ −γQi

 < 0, (12)

以及

c1γ
TI < R

1
2QiR

1
2 < c2I (13)

成立,则通过状态反馈uk = K(rk)xk使得系统 (2)关

于(c1, c2, R, T )有限时间镇定,且反馈增益为

Ki = YiQ
−1
i .

这里

Ψ = Diag(−Q1,−Q2, · · · ,−Qs),

Φ = [
√

vli1I,
√

vli2I, · · · ,
√
vlisI]

T.

证明 将式 (9)中Ai、Ci换成Ai + BiKi,Ci +

DiKi,再由Schur补可知,式(9)等价于
Ψ1 0 Φ1(Ai +BiKi)

∗ Ψ1 Φ1(Ci +DiKi)

∗ ∗ −γPi

 < 0. (14)

其中

Ψ1 = Diag(−P1,−P2, · · · ,−Ps),

Φ1 = [
√
vli1P1,

√
vli2P2, · · · ,

√
vlisPs]

T.

式 (14)中令Qi = P−1
i ,KiQi = Yi,再左乘、右

乘Diag(Q1, Q2, · · · , Qs, Q1, Q2, · · · , Qs, Qi),即可得
式(12).
由式(13)可知

c1γ
TI<R

1
2P−1

i R
1
2 <c2I,

即

1

c2
I <

−
Pi <

1

c1γT
I,

显然,此时式(10)成立. 2
3 数值例ᆀ

假定系统(2)的状态空间为S = {1, 2, 3},且有

P =


0.1 0.1 0.5

0.3 0.1 0.2

0.2 0.4 0.4

 , Q =


0.4 0.1 0.8

0.3 0.5 0.6

0.2 0.4 0.4

 ,

Γk ∈ [P,Q] =


[0.1 0.4] 0.1 [0.5, 0.8]

0.3 [0.1, 0.5] [0.2, 0.6]

0.2 0.4 0.4

 ,

由式 (5)容易验证 [P,Q]是紧的,即 [P,Q]可以表

示成一个多面体.下面按1.2节中提供的算法求多面
体的顶点.
对于第1行 [x 0.1 z],选取x为自由变量,则0.1 ⩽

x ⩽ 0.4.选取P ,Q对应该行其余位置的最小、最大
值,得到 [x 0.1 0.5], [x 0.1 0.8].对于 [x 0.1 0.5],x =

1−0.1−0.5 = 0.4,对于 [x 0.1 0.8],x = 1−0.1−0.8 =

0.1.均满足0.1 ⩽ x ⩽ 0.4的条件,故 [0.4 0.1 0.5]和

[0.1 0.1 0.8]为顶点中的第1行.选取z为自由变量,
得到相同的结果.
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对于第2行 [0.3 y z],采取相同的步骤可以得到
顶点中的第2行 [0.3 0.5 0.2]和 [0.3 0.1 0.6].将前两
行进行组合,并结合第3行 [0.2 0.4 0.4]即可得到多

面体的4个顶点

V 1 =

0.4 0.1 0.5

0.3 0.5 0.2

0.2 0.4 0.4

 , V 2 =

0.1 0.1 0.8

0.3 0.5 0.2

0.2 0.4 0.4

 ,

V 3 =

0.4 0.1 0.5

0.3 0.1 0.6

0.2 0.4 0.4

 , V 4 =

0.1 0.1 0.8

0.3 0.1 0.6

0.2 0.4 0.4

 .

假定系统(2)的系数矩阵分别为

A1 =

[
0.38 −1.23

0.15 0.87

]
, A2 =

[
1.16 0.34

−0.46 0.77

]
,

A3 =

[
0.68 −0.19

0.69 0.36

]
, B1 =

[
−0.74 0.13

0.52 1.47

]
,

B2 =

[
0.21 0.48

−0.27 0.30

]
, B3 =

[
−0.37 0.61

0.14 1.51

]
,

C1 =

[
1.18 0.35

−1.85 −0.23

]
, C2 =

[
1.05 −0.16

−0.89 0.66

]
,

C3 =

[
0.99 0.50

−0.04 0.73

]
, D1 =

[
1.34 0.77

0.32 1.93

]
,

D2 =

[
−0.26 1.11

0.33 −0.41

]
, D3 =

[
0.53 0.05

−0.23 0.22

]
.

给定常量 c1 = 0.5, c2 = 10,R = I ,T = 10.对于
γ = 1.01, LMIs(12)、(13)有解,故系统 (2)关于 (0.5,

10, I, 10)有限时间镇定,其状态反馈增益为

K1 =

[
−1.109 9 −0.832 5

0.977 3 −0.063 8

]
,

K2 =

[
−1.884 5 −0.261 5

−1.756 9 0.208 6

]
,

K3 =

[
−0.871 1 −0.298 0

−0.380 5 −0.287 8

]
.

系统模态以及开环、闭环的E(xT
kRxk)分别如图

1∼图3所示.
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图 1 系统模态
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4 结 论

本文考虑了一类带乘性噪声的离散时间非齐次

Markov跳跃系统,它的非齐次特性体现在区间转移
概率矩阵上.利用区间矩阵的紧性,可将其表示为一
个凸多面体,顶点可由自由变量算法求得.针对该系
统给出了有限时间稳定的充要条件和充分条件,应用
LMI方法设计了镇定控制器.在实际中,齐次Markov
跳跃系统的假设是很难满足的,因此,这一系统更具
一般性,其他控制问题的研究将陆续展开.另外,连续
时间系统能否应用这一假设也将是一个开放问题.
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