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基于两参照点的动态混合多属性群决策算法

裴 凤†, 张莉莉, 闫 安

(合肥工业大学管理学院，合肥 230009)

摘 要: 针对方案属性值为三参数区间灰数与三角模糊数相混合的动态多属性群决策问题,提出一种基于前景理
论和两参照点的动态解决方案.针对灰数与模糊数混合的状况,提出混合靶心模型;设置时间参照点,通过均值和
平均发展速度,考察各方案之间动态发展情况;利用向量之间的夹角,考察专家个体决策与群决策之间的相似度,
建立相应的专家权重调整模型;考虑决策问题发展过程中的未来多个阶段,采用熵权法确定时间权重,并通过算例
验证所提出方法的可行性和实用性.
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Algorithm of dynamic hybrid multi-attribute group decision-making
based on two reference points
PEI Feng†, ZHANG Li-li, YAN An

(School of Management，Hefei University of Technology，Hefei 230009，China)

Abstract: With respect to the dynamic multi-attribute group decision-making problem with mixed information of the
three-parameter interval grey number and triangular fuzzy number, a dynamic method based on the prospect theory and
two reference points is proposed. For the problem of mixed gray numbers and fuzzy numbers, the mixed target model is
proposed. In order to understand the dynamic development of each alternative, the time reference point is set based on the
mean value and the average development speed. By investigating the similarity between individual decision-making and
group decision-making, the adjustment model of expert’s weight is established. Considering the multiple stages in the
development of decision-making, the entropy weight method is used to determine the weight of time. Finally, a numerical
example is given to illustrate the feasibility and practicability of the proposed method.
Keywords: multi-attribute group decision-making；dynamic；mixed information；reference point
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多属性决策一直是决策科学中备受关注的一

类问题,然而在实际决策过程中经常会遇到一些问
题.例如,多种属性值相混合的多属性决策、多种自然
状态和多人参与的不确定性群决策以及考虑决策未

来发展的动态决策等.在不确定多属性群决策过程
中,面对决策风险,决策者往往存在一定的风险偏好,
因此,将决策者的偏好融入多属性决策是一项有意义
的工作.

1979年Kahneman等提出了前景理论的概念[1],
指出人类在面对风险时存在“高估低概率事件,低估
高概率事件”的心理感知偏差.该理论是对传统期望

理论的一个挑战,能够解释很多期望理论无法解释
的现象.因此,将该理论应用到多属性决策中可以很
好地解决决策者的偏好问题. Kahneman等在提出前
景理论的同时,也提出了“参照点”的概念,参照点作
为决策者判断和选择的基础,直接影响决策结果.目
前,关于多属性决策中参照点设置的研究主要分为两
类.一类是决策方法本身默认存在并使用参照点,例
如逼近理想点的排序 (TOPSIS)方法中的正、负理想
点即为参照点.除此之外,层次分析法 (AHP)、数据包
络分析法 (DEA)、加权和法、加权积法以及消去与选
择转换法 (ELECTRE)均渗透着参照点的思想[2].此
类研究中参照点虽然未被明确提及,但它是默认的,
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客观存在并发挥作用的.另一类是决策者主观设置
参照点,樊治平等[3-4]将决策者的期望值作为参照点,
提出了基于前景理论的多属性决策方法.
总结上述研究成果可知,目前在多属性决策中针

对参照点的研究相对较少,而且参照点的设置都是在
静态决策中完成的.然而,在动态多属性决策问题中,
随着时间的推移以及决策环境的不断变化,参照点往
往也是动态变化的.因此,设置一个与时间有关的动
态参照点是十分有必要的.然而,目前关于多属性决
策中动态参照点设置问题的研究还几乎空白.
除此之外,在经济、管理和社会等诸多领域中,多

种属性值混合的现象普遍存在且不可忽略.例如,评
价一个银行选择投资项目的问题,主要考虑收益率、
投资回报期和风险3个方面.其中,收益率可用数值
或者估值表示,而风险往往通过模糊语言进行刻画.
对于此类多属性决策中存在不确定性的情形,文献
[5]提出了一种基于前景理论的三参数灰数信息下
的动态多属性决策方法;文献[6]提出了一种基于“离
合”思想的混合灰靶决策方法.在银行选择投资项目
这类问题中,不仅存在不确定性,而且在定量属性和
定性属性中,两者的不确定性来源不同.前者是清楚
其边界值,而不清楚具体为区间的哪一个值,表现为
“内涵不明确,外延明确”;而后者只能用“好”或者
“较好”等此类的模糊语言表示,其“好”与“较好”的
边界具体在哪,无法表述清楚,表现为“内涵明确,外
延不明确”.因此,将定量属性和定性属性分开描述显
得尤为重要.
综上所述,针对定量属性和定性属性的不同特

征,本文分别使用三参数区间灰数和三角模糊数对其
加以刻画,提出三参数区间灰数与三角模糊数相混合
的动态多属性群决策模型,并在此基础上提出一种基
于两参照点的动态解决方法.首先,针对灰数与模糊
数混合状况,提出混合靶心模型;然后,利用均值和平
均发展速度设置时间参照点,以反映方案的动态发展
情况;最后,通过考察专家个体决策与群决策之间的
相似度,建立相应的专家权重调整模型,并采用熵权
法确定时间权重,进一步提出基于两参照点的动态混
合信息下的方案排序和择优方法.

1 问题描述

考虑某动态混合型多属性群决策问题,问题框架
如下: t表示决策阶段, t = 1, 2, · · · , h,相应的权重为

λt, 0 ⩽ λt ⩽ 1,
h∑

t=1

λt = 1;A = {A1, A2, · · · , An}

表示备选方案集合;C = {C1, C2, · · · , Cm}表示属

性集合,不失一般性,考虑前p个属性为定量属性,后
(m − p)个属性为定性属性,记定量属性集合和定性
属性集合分别为{C1, C2, · · · , Cp}(1 ⩽ p ⩽ m)和

{Cp+1, Cp+2, · · · , Cm},各属性的权重为ωj ,且有j =

1, 2, · · · ,m, 0 ⩽ ωj ⩽ 1,
m∑
j=1

ωj = 1;D = {D1, D2,

· · · , Dk}表示参与决策的专家集合,相应的权重为

µs,且有s = 1, 2, · · · , k, 0 ⩽ µs ⩽ 1,
k∑

s=1

µs = 1;Θ =

{θ1, θ2, · · · , θr}表示决策面临的自然状态集合.
本文中,定量属性和定性属性分别采用三参数区

间灰数和三角模糊数进行描述.由于两者之间存在
高度的相似性,两者在计算方式上可以进行类比.接
下来以三参数区间灰数为例给出相关定义.
定义1 [7] 设a(⊗) = [a, ã, ā]和 b(⊗) = [b, b̃, b̄]

为三参数区间灰数,则

d(a(⊗), b(⊗)) =

α|ã− b̃|+ β|a− b|+ (1− α− β)|ā− b̄| (1)

为三参数区间灰数 a(⊗)与 b(⊗)之间的距离,其中
0 ⩽ α < 0.5, 0.5 ⩽ β ⩽ 1.当a(⊗)和 b(⊗)其中任

意一个退化为实数时,此公式依然适用.
下面给出三参数区间灰数大小比较的定义.
定义2 设a(⊗) = [a, ã, ā]和b(⊗) = [b, b̃, b̄]为

三参数区间灰数,其中d′(ā − ã)表示实数 ā与 ã 之间

的距离,则: 1)当 ã > b̃时,有a(⊗) > b(⊗). 2)当 ã = b̃

时,若d′(ā− ã)− d′(ã− a) > d′(b̄− b̃)− d′(b̃− b),则
a(⊗) > b(⊗);若d′(ā − ã) − d′(ã − a) = d′(b̄ − b̃) −
d′(b̃ − b),且d′(ā − ã) = d′(b̄ − b̃),则a(⊗) = b(⊗);
若d′(ā − ã) − d′(ã − a) = d′(b̄ − b̃) − d′(b̃ − b),且
d′(ā− ã) < d′(b̄− b̃),则a(⊗) > b(⊗).当a(⊗)和b(⊗)

中任意一个退化为实数时,此公式依然适用.

2 参照点的设置

2.1 外部参照点

针对灰数和模糊数混合的状况,为了尽量减少加
工数据对其造成的损失,本文提出混合靶心模型,即
正负靶心中均包含灰数和模糊数.这里uij表示第 i

个方案关于第j个属性的属性值.
定义3 设u+

j = max {uij(⊗)|1 ⩽ i ⩽ n}, j =

1, 2, · · · , p,其对应的属性值记为u+
ij(⊗),即

u+(⊗) = {u+
1 , u

+
2 , · · · , u+

p } =

{u+
i1(⊗), u+

i2(⊗), · · · , u+
ip(⊗)} (2)

为决策的最优效果向量,称为正靶心.
定义 4 设u−

j = min {uij(⊗)|1 ⩽ i ⩽ n}, j =
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1, 2, · · · , p,其对应的属性值记为u−
ij(⊗),即

u−(⊗) = {u−
1 , u

−
2 , · · · , u−

p } =

{u−
i1(⊗), u−

i2(⊗), · · · , u−
ip(⊗)} (3)

为决策的最劣效果向量,称为负靶心.

2.2 时间参照点

时间维度参照点的设置,主要考虑利用均值与平
均发展速度相结合的方式.这是因为每个阶段的平
均值可以很好地反映该阶段的平均水平,而发展速度
则反映动态变化对结果的影响.
定义5 设a(⊗) = [a, ã, ā]为三参数区间灰数,

记

a
′
(⊗) = E(a(⊗)) =

1

4
a+

1

2
ã+

1

4
ā = a(⊗). (4)

此定义将三参数区间灰数转化为一个实数,当其退化
为实数时,此定义依然适用.

定义6 在第 t阶段,决策评价均值为u′
jt(⊗) =

1

n

n∑
i=1

u′
ijt(⊗), j = 1, 2, · · · , p,则方程

1 + f + f2 + · · ·+ f (h−1) =

h∑
t=1

u′
jt(⊗)

u′
j1(⊗)

(5)

的正根f称为平均发展速度.
定义 7 设 sjt(⊗) = u′

j1(⊗) × (fj)(t−1), j =

1, 2, · · · , p,称

st(⊗) = {s1t(⊗), s2t(⊗), · · · , spt(⊗)},

t = 1, 2, · · · , h (6)

为时间参照点.

2.3 两参照点融合

对于多个参照点的决策问题,将每个参照点独立
处理的模式能够更精准地评估结果[8].因此,设基于
外部参照点的前景值为V1,基于时间参照点的前景
值为V2,则综合前景值为

V = lV1 + (1− l)V2, (7)

其中 l表示决策者对外部参照点的偏好程度.
关于前景价值的计算, Kahneman等指出,“价值

函数”和“决策权重”共同决定前景价值的大小[1].前
景价值函数表示为

V =

n∑
i=1

π(pi)v(xi). (8)

其中:权重函数表示为[9]

π(p) =
pr

(pr + (1− p)r)
1
r

. (9)

价值函数表示为

v(x) =

xα, x ⩾ 0;

−θ(−x)β, x < 0.
(10)

对于上式中的各参数大小,文献 [10]通过大量实验
得出α = β = 0.88, θ = 2.25.对于式 (9),面对收益
时, γ = 0.61;面对损失时, γ = 0.69.

3 基于两参照点的动态混合多属性群决策

3.1 专家权重调整

把专家个体决策结果和群决策结果分别看作一

个个矢量序列,考虑个体决策序列与群决策序列的夹
角.夹角越小,说明该比较序列与参考序列相似度越
高,相应专家的权重越大.不断调整专家权重,当两次
群决策结果之间的偏差很小时,则认为决策结果趋于
稳定一致.

Step 1: 在初始得到的规范化专家权重和属性权
重的基础上,计算专家个体决策结果和专家群决策结
果.

1)在第 t阶段,基于两参照点的专家个体决策关
于各方案的得分为

xst(i) = lV1(i) + (1− l)V2(i); (11)

2)在第 t阶段,基于两参照点的专家群决策关于
各方案的得分为

x0t(i) =

k∑
s=1

xst(i)µs. (12)

Step 2: 将群决策结果视为参考序列x0t,专家个
体决策视为比较序列xst, s = 1, 2, · · · , k,则

x0t = (x0t(1), x0t(2), · · · , x0t(n)), (13)

xst = (xst(1), xst(2), · · · , xst(n)). (14)

Step 3: 计算比较序列与参考序列之间的夹角大
小,具体计算公式如下:

cosφ =

cos⟨xst, x0t⟩ =

n∑
i=n

xst(i)x0t(i)√
n∑

i=1

(xst(i))
2

√
n∑

i=1

(x0t(i))
2

. (15)

Step 4: 调整专家权重.为了既体现群决策的智
慧,又照顾到每个专家的意愿,将专家权重进行调整,
具体调节方向如下:

µ′
s =

cos⟨xs, x0⟩
k∑

s=1

cos⟨xs, x0⟩

. (16)
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Step 5: 计算x0t与x′
0t之间的距离.经上述步骤

对专家权重的调整,结合式 (12)和更新后的µ′
0t值,计

算出新的群决策结果为

x′
0t = (x′

0t(1), x
′
0t(2), · · · , x′

0t(n)). (17)

设L(x0t, x
′
0t)为x0t与x′

0t之间的距离,定义

L(x0t, x
′
0t) =

√√√√ n∑
i=1

(x0t(i)− x′
0t(i))

2. (18)

Step 6:设定阈值r,比较L(x0t, x
′
0t)与r的大小.

1)若L(x0t, x
′
0t) ⩽ r,则两次结果偏差很小,结束

调整,并将x′
0t作为最终的群决策结果;

2)若L(x0t, x
′
0t) > r,则令µs = µ′

s,x0t = x′
0t,重

复Step 3 ∼ Step 6,直至L(x0t, x
′
0t) ⩽ r结束循环.

3.2 时间权重的确定

1)将n个方案的决策结果按照h个时间阶段顺

序排列组成一个n× h的矩阵I ,即

I =


x01(1) x02(1) . . . x0h(1)

x01(2) x02(2) . . . x0h(2)
...

...
. . .

...
x01(n) x02(n) . . . x0h(n)

 . (19)

2)计算各阶段的熵值

et = − 1

lnn
·

n∑
i=1

[ x0t(i)
n∑

i=1

x0t(i)

· ln x0t(i)
n∑

i=1

x0t(i)

]
. (20)

3)计算出各阶段权重

λt =
1− et

h−
h∑

t=1

et

. (21)

3.3 基于两参照点的动态混合多属性群决策步骤

综合以上各环节的处理过程,得到基于两参照点
的动态混合多属性群决策算法步骤如下.

Step 1:根据属性值类型,对各属性值进行规范化
处理;

Step 2: 求在状态θq下,专家Ds对备选方案Ai关

于属性Cj的评价矩阵的正负靶心,即外部参照点;
Step 3: 求在状态θq下,专家Ds对备选方案Ai在

各个阶段的时间参照点;
Step 4:计算专家Ds关于各方案在外部参照点下

的前景值V1;

Step 5:计算专家Ds关于各方案在时间参照点下

的前景值V2;
Step 6:计算专家Ds关于各方案在两参照点下的

前景值V;
Step 7:根据式(11) ∼ (18),调整各专家权重;
Step 8:根据式(20)和(21),确定各阶段时间权重;

Step 9: 结合式Xi =
h∑

t=1

λtx
′
0t(i),计算各方案的

前景值,比较大小,进而得出结论.

4 算 例

下面以某投资银行选择项目为例.设有3个项
目A = {A1, A2, A3},该银行欲从中选择一个项目
进行投资.对项目的考核主要从3个方面C = {C1,

C2, C3}考虑.其中:C1表示收益率 (单位: % /年),C2

表示投资回报期 (单位:月),C3表示风险,且C1和C2

为定量属性,C3为定性属性.本文对3个项目的未来
3个阶段t = {1, 2, 3}进行考评.每个阶段有3种可能
的自然状态Θ = {θ1, θ2, θ3},它们出现的概率为φ =

(0.3, 0.5, 0.2)T.参与评估的专家组共3人D = {D1,

D2, D3},关于属性C3 的语言变量及相应三角模糊数

的转换关系如表1所示,专家D1,D2和D3在各阶段

对各项目的评估值如表2 ∼ 表4所示,接下来应用本
文介绍的算法来确定最佳投资项目.

Step 1:将3张决策表中的数据进行规范化处理.
Step 2: 根据德菲尔法得到专家权重µ = (0.280,

0.340, 0.380),各属性权重为ω=(0.254, 0.340, 0.406).
Step 3: 设 l = 1/2,α = 1/2,β = 1/4,本文取第

1阶段对专家权重进行自适应调整,得出比较序列xst

和参考序列x0t.
Step 4:计算xst与x0t之间的夹角值.这里设r =

0.000 1,经3次调整,得到L < 0.000 1,此时的专家权
重为µ′ = (0.332, 0.337, 0.331),相应的群决策结果为
x′
01.

Step 5:将最终调整的专家权重代入第2和第3阶

段,计算出相应的群决策结果值分别为x′
02和x′

03.
Step 6: 根据式 (20)和 (21)得到的最终解为λ =

(0.311, 0.080, 0.609).
Step 7: 得出3个方案最终结果为X = (−0.144,

0.007,−0.710).因此,项目2≻项目1≻项目3.

表 1 属性C3语言变量及对应的三角模糊数

语言变量 极低 很低 低 较低 中 较高 高 很高 极高

对应的三角模糊数 (0, 1, 2) (1, 2, 3) (2, 3, 4) (3, 4, 5) (4, 5, 6) (5, 6, 7) (6, 7, 8) (7, 8, 9) (8, 9, 10)



第3期 裴 凤等: 基于两参照点的动态混合多属性群决策算法 575

表 2 第1阶段各专家对项目的评估值

专家 项目

C1 C2 C3

θ1 θ2 θ3 θ1 θ2 θ3 θ1 θ2 θ3

D1

A1 [15, 17, 20] [12, 13, 15] [8, 9, 11] [42, 45, 46] [57, 60, 62] [70, 72, 75] 低 较低 高

A2 [20, 22, 25] [13, 15, 18] [10, 13, 14] [35, 38, 40] [53, 55, 57] [60, 62, 65] 较低 中 高

A3 [16, 20, 22] [10, 12, 14] [7, 9, 10] [37, 40, 42] [63, 65, 68] [78, 80, 84] 低 较低 中

D2

A1 [17, 19, 22] [13, 15, 16] [10, 11, 13] [45, 46, 48] [59, 60, 63] [71, 73, 75] 低 中 较高

A2 [21, 25, 26] [13, 14, 16] [12, 14, 15] [37, 39, 41] [55, 57, 59] [63, 65, 66] 较低 中 高

A3 [16, 18, 22] [12, 13, 15] [8, 9, 10] [38, 40, 43] [64, 65, 67] [79, 80, 83] 低 较低 中

D3

A1 [16, 17, 20] [14, 16, 18] [7, 9, 10] [40, 43, 46] [55, 56, 57] [71, 72, 73] 较低 较低 较高

A2 [22, 23, 25] [14, 15, 17] [11, 13, 14] [37, 38, 39] [52, 53, 55] [60, 61, 63] 低 中 高

A3 [15, 16, 19] [9, 10, 13] [7, 9, 10] [38, 40, 41] [64, 66, 67] [77, 81, 82] 较低 较低 中

表 3 第2阶段各专家对项目的评估值

专家 项目

C1 C2 C3

θ1 θ2 θ3 θ1 θ2 θ3 θ1 θ2 θ3

D1

A1 [17, 19, 20] [14, 15, 17] [9, 11, 12] [40, 42, 45] [55, 57, 59] [68, 70, 72] 低 较低 较高

A2 [21, 23, 25] [13, 17, 19] [11, 14, 15] [33, 39, 40] [55, 57, 58] [61, 63, 65] 低 较低 中

A3 [15, 16, 18] [ 9, 10, 12] [ 6, 7, 9] [37, 39, 40] [61, 63, 65] [75, 77, 78] 低 低 较低

D2

A1 [19, 22, 24] [15, 16, 17] [11, 13, 14] [41, 43, 45] [57, 59, 60] [70, 71, 73] 低 较低 中

A2 [23, 25, 28] [14, 16, 19] [13, 15, 17] [38, 39, 43] [53, 54, 55] [61, 63, 65] 低 较低 中

A3 [15, 16, 18] [11, 12, 13] [ 7, 9, 10] [37, 38, 39] [63, 64, 66] [75, 77, 79] 低 较低 中

D3

A1 [17, 19, 20] [15, 16, 19] [8, 9, 12] [38, 40, 42] [53, 55, 56] [70, 71, 72] 较低 中 较高

A2 [23, 25, 26] [15, 16, 18] [13, 14, 16] [35, 37, 38] [50, 51, 52] [58, 60, 61] 低 较低 中

A3 [14, 15, 16] [ 7, 8, 10] [ 5, 7, 9] [36, 37, 40] [63, 64, 66] [73, 74, 76] 较低 中 中

表 4 第3阶段各专家对项目的评估值

专家 项目

C1 C2 C3

θ1 θ2 θ3 θ1 θ2 θ3 θ1 θ2 θ3

D1

A1 [19, 20, 21] [15, 17, 19] [11, 12, 13] [37, 38, 39] [55, 56, 57] [67, 68, 69] 低 低 较低

A2 [18, 19, 21] [11, 13, 15] [10, 11, 13] [30, 31, 33] [55, 57, 59] [63, 64, 66] 较低 较低 中

A3 [13, 15, 16] [ 8, 9, 10] [ 5, 6, 7] [35, 36, 37] [61, 64, 66] [76, 77, 79] 低 较低 中

D2

A1 [20, 22, 23] [16, 18, 20] [13, 15, 17] [40, 41, 42] [57, 60, 61] [71, 73, 75] 低 低 较低

A2 [21, 23, 25] [13, 14, 16] [11, 13, 15] [37, 39, 40] [52, 53, 54] [61, 64, 65] 较低 较低 中

A3 [15, 16, 18] [10, 11, 12] [ 7, 9, 10] [37, 38, 39] [64, 65, 66] [77, 78, 79] 较低 中 较高

D3

A1 [17, 20, 21] [12, 14, 16] [5, 7, 9] [38, 40, 41] [55, 56, 57] [68, 69, 70] 低 较低 中

A2 [21, 23, 25] [13, 15, 16] [11, 13, 14] [33, 34, 35] [51, 53, 55] [59, 61, 63] 低 较低 较高

A3 [13, 14, 16] [ 6, 7, 9] [ 4, 5, 6] [35, 36, 37] [63, 64, 65] [74, 75, 76] 低 低 较低

为了检验本文所提方法的合理性,现采用文献
[3]中提出的基于前景理论的风险型混合多属性决
策方法对本例进行求解.文献 [3]提出的方法只能

解决静态的个体决策问题.因此,在本例的静态个
体决策结果的求解阶段采用文献 [3]中的方法,而在
群决策以及动态过程的处理上依旧采用本文提出
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的方法,最终得到的结果为X1 = (−0.253,−0.022,

−0.933).因此,项目2≻项目1≻项目3.可见,两种方
法得到的项目优劣排序结果是相同的.与此同时,本
文提出的基于两个参照点的决策方法相较于文献 [3]
中的决策方法,主要进行了以下两方面的改进: 1)在
外部参照点的基础之上考虑了时间参照点; 2)考虑
了多属性决策的多个发展阶段.这两方面的改进,一
方面可以有效避免由于静态决策中某一属性值异常

而导致的决策失误;另一方面可以更加全面地考虑
决策过程,考察备选项目的发展态势,从而作出更加
科学的决策.

5 结 论

实际决策中经常会遇到既有定性属性又有定量

属性的不确定动态多属性群决策问题.因此,将定量
属性用灰数表示,定性属性用模糊数表示,同时考虑
未来多阶段发展状况的群决策问题.首先,本文针对
灰数与模糊数混合的状况,提出了混合靶心模型;其
次,采用外部参照点与时间参照点相结合的方式,既
考虑了各项目之间的对比,又兼顾了各项目在发展过
程中发展速度的差异;然后,对群决策中专家权重的
调整算法作出改进,提出了通过考察两向量之间夹角
的方法得出专家个体决策与群决策之间的相似度,相
似度越高的专家其权重越大;最后,考虑决策问题的
未来多个阶段,为在决策中作出长远打算提供可能的
解决方案.本文在动态混合多属性群决策问题上提
出了新的解决思路,具有实际参考使用价值.虽然将
定性属性和定量属性分别用三参数区间灰数和三角

模糊数区分进行表示,但后期处理时未将两者完全隔
离开.由于两者的不确定性来源不同,本文的处理方
法较为粗略.为避免定性属性和定量属性在统一过
程中失去其本色,将两者从始至终完全隔离是下一步
研究的重点.
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