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基于改进Bayesian-MCMC的突发水污染事件
预测模型参数率定方法

杨海东, 刘碧玉, 黄建华†

(福州大学经济与管理学院，福州 350116)

摘 要: 预测模型是科学制定应急处置措施的基础.为快速准确地构建突发水污染事件预测模型,将预测模型参
数的率定问题视为贝叶斯估计问题,并根据有限差分方法和贝叶斯推理得到参数的后验概率密度函数,再通过改
进的Metropolis-Hastings抽样方法得到较为合理的参数值.以发生在某明渠段的突发水污染事件为例,分析讨论
等容量控制非均匀流和非等容量控制非均匀流两种情景下不同观测噪声对参数率定值的影响,并与由贝叶斯-马
尔科夫链蒙特卡罗方法得到的参数值和真实值进行对比.结果表明:改进Bayesian-MCMC方法在计算精度、适用
性和抗噪声等方面优于贝叶斯-马尔科夫链蒙特卡罗方法,能较好地率定模型参数,并为构建突发水污染事件预测
模型提供了新思路.
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Forecast model parameters calibration method for sudden water pollution
accidents based on improved Bayesian-Markov chain Monte Carlo
YANG Hai-dong, LIU Bi-yu, HUANG Jian-hua†

(School of Economics and Management，Fuzhou University，Fuzhou 350116，China)

Abstract: The prediction models are the basis for scientific formulation of emergency disposal and rescue measures. In
order to quickly and accurately construct the forecasting model of sudden water pollution accidents, this paper regards
the problem as the Bayesian estimation problem and obtains the posterior probability density function of the model
parameters according to the finite difference method and Bayesian inference. Then, by using the improved Metropolis-
Hastings sampling method, more reasonable prediction model parameters are obtained. Taking the sudden water pollution
event in a certain open channel as an example, the effects of different observation noises on the parameters calibration
results are discussed under the two scenarios of non-uniform flow control with non-uniform flow and non-equal capacity
control, and compared with the parameter and true value of the Bayesian-Markov chain Monte Carlo method. The results
show that, the improved Bayesian-Markov chain Monte Carlo method can give a better parameter value, more application
and has a good anti-noise, which can provide a new approach to build the forecast model of sudden water pollution
accidents.
Keywords: parameters calibration; prediction model; Bayesian; Markov chain Monte Carlo; sudden water pollution
accidents

0 引 言

随着“一带一路”战略的实施和新型城镇化建

设速度的加快,我国危化品的生产、贮存、运输和使用
也随之增加,极易发生突发性泄漏事故.这类事故不
仅破坏当地生态环境,还对人们身体健康构成威胁,

甚至影响社会稳定[1].如2015年甘肃省兰州市自来
水苯超标、2014年江苏省靖江市饮用水异常和2013
年山西省长治市苯胺泄漏等突发水污染事件.为有
效减轻和控制此类事件带来的影响,决策者应在事
发第一时间掌握水体中污染物迁移扩散规律,并据此
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发布准确的预警级别和采取针对性的补救措施[2].其
中,预测模型参数的合理取值是准确反映水体中污染
物迁移扩散规律的关键[3].因此,能否依据应急信息
迅速准确地率定突发水污染事件预测模型中的参数,
对于应急处置与救援策略的制定十分重要.
目前,参数率定方法主要有试错法、理论公式法、

经验公式法和示踪试验法等[4-6].其中,试错法具有经
验性强、效率低和精度差等特点,已远远不能满足工
程实践的需要;理论公式法是基于Fischer张量形式
理论模型的一类方法,但在介质速度规律与公式等方
面的研究没有形成一个统一的结论;经验公式法虽
然具有方便快捷、工作量小等特点,但其适用性和准
确性仍有待商榷;示踪试验法是指在人财物许可条
件下通过开展示踪试验率定相关参数的一类方法,该
方法能比较准确地表征污染物的输移规律[6-7].
本文所提出的方法属于示踪试验法.利用示踪

试验法研究率定参数问题属于反问题研究范畴,已先
后发展了矩量法、拟合法、演算法、优化法等[7-8].矩
量法是指基于污染物时间浓度分布的方差来率定参

数的一类方法,但基于该方法得到的参数具有较大
的误差[6].为此,众多学者通过分析污染物迁移扩散
模型的解析解,提出了诸如相关系数法[9]、抛物线方

程[10]和非线性最小二乘法[11]等拟合逼近方法,但这
些方法的理论假设不够严谨,且易受初始值的影响.
由于反问题可转化为系统优化问题,基于优化思

想的率定方法随着计算机技术的发展而得到了广泛

的应用,如单纯形法[12]、蚁群算法[13]、神经网络[14-15]、

遗传算法[16-17]和改进微分进化算法[18]等.但基于优
化思想的率定方法受制于一些非常严格的限制条件,
如限于研究矩形顺直且水流近似为均匀流的渠道或

地貌平坦且空气流均匀的区域,当未知参数越多时,
其响应曲面的非线性度越高,参数无法率定的程度越
大[19].
此外,观测误差或模型计算误差还可能会使预测

结果出现严重偏差.鉴于此,概率方法被引入研究参
数率定问题.其中,贝叶斯方法是概率方法中运用最
为广泛、理论最为成熟的一种方法.与优化算法不同
的是,贝叶斯方法将反问题视为一个扩展随机空间上
的适定问题,并认为后验概率密度能表示问题的“完
全”解[20].换言之,基于贝叶斯的参数率定方法是通
过计算待求参数的后验概率分布及其统计特征值获

取待求参数点估计的一种方法,该方法能很好解决由
观测数据噪声带来的非唯一解的问题[21-23].如朱嵩
等[24]利用贝叶斯推理建立了二维含源对流扩散方程

参数率定的数学模型; Zhang等[25]为处理观测噪声和

模型的不确定性,设计了一种耦合贝叶斯和区间分析
的反演方法.然而,当前基于贝叶斯方法的参数率定
问题研究大多围绕预测模型解析解或数值解等方面,
很难满足应急处置与救援的需求.
本文以发生在某一段长距离明渠输水工程的突

发污染事件为研究对象,在一维污染物迁移扩散修
正模型的基础上采用有限差分方法 (FDM)求出突发
污染事件正向数值预测模型;然后基于贝叶斯推理
采用改进的马尔科夫链蒙特卡罗 (MCMC)方法率定
相关参数;之后通过对不同情景不同观测噪声下该
明渠段预测模型参数率定值进行分析;最后与贝叶
斯-马尔科夫链蒙特卡罗 (Bayesian-MCMC)方法得到
的结果进行对比分析.

1 预测模型

水体中污染物的迁移规律通常遵循流体运动的

基本物理规律,并满足根据质量守恒推导出来的迁移
转换基本方程.对主要考虑纵向污染物浓度变化的
河渠而言,可以用下式描述事件演化进程[26]:

∂(AC)

∂t
+

∂(QC)

∂x
=

∂

∂x

(
AEx

∂C

∂x

)
+Wc + S1 −AKC. (1)

其中:A为断面面积, C为污染物质量浓度,Q为断面
A纵向流量, t为时间,x为纵向空间坐标,Ex为纵向

离散系数,Wc为外源输入项,S1为与污染物质量浓

度C无关的内部源汇项,K为污染物自身的衰减速
度常数.
根据输入输出信息准则,系统预测模型的一般形

式[27]为

y = f(x) + e. (2)

其中:x为系统输入; y为系统输出; e为噪声; f为一个
抽象函数,代表从模型空间到参数空间的映射,可以
用解析解或数值解表示.在已知污染源特性 (如污染
源的位置、排放强度与时间,以及初、边界条件)时,基
于式(2),式(1)的解可表示为

C(x, t) = C(x, t|θ) + e. (3)

其中:x为纵向空间坐标; t为时间; θ为控制浓度分布
的参数集,如污染物扩散系数Ex、降解系数K等.

由于河渠的流速、水位和水质参数均是沿程变

化的,根据式 (1)无法得到河渠中污染物质量浓度的
解析解.为此,本文对河渠研究区域进行空间离散,同
时将求解变量 (物质浓度)定义在各断面上[28],采用
隐式迎风差分格式将式 (1)中的每一项进行离散,得
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其中:Ck+1
i 为第 i段下游闸断面第k个时段末污染物

质量浓度值;Ck
i 为第 i段下游闸断面第k个时段初污

染物质量浓度值; (S1)i、(W c)i、(K)i分别为第 i段的

内部源汇、外源输入项和反应速率; (AEx)i式中时间

项采用前差分.
将式(4)代入(1)得
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经整理得

aiCi−1 + biCi + ciCi+1 = di, i = 1, 2, · · · , N. (6)

其中: ai、bi、ci为系数项; di为常数项;Ci为第 i个渠

池段末的物质浓度值.式 (6)是由N个方程组成的线

性隐式差分方程组,结合上下游边界条件可进行数值

求解.

2 参数率定方法

基于贝叶斯推理的参数率定方法是利用未知参

数的不确定性分布信息,在一定程度上避免因“最
优”参数失真而带来的决策风险的一种方法[29].根
据贝叶斯理论[30-31],贝叶斯推理可以表述如下:

p(θ|y) = p(θ)p(y|θ)
p(y)

∝ p(θ)p(y|θ). (7)

其中: θ为待率定参数, y为观测数据, p(y|θ)为似然函
数, p(θ|y)为待率定参数的后验概率密度函数, p(θ)
为待率定参数的联合先验概率密度函数.
实际中, p(y)不便于用分析的方法计算,且不依

赖于θ,仅起到一个正则化因子的作用.若假设θ =

(θ1, θ2, · · · , θm)服从均匀分布且相互独立,则未知参
数的联合先验概率密度函数可以写成

p(θ) =
m∏
i=1

p(θi) =


m∏
i=1

1

bi − ai
, θi ∈ [ai, bi];

0, else.
(8)

其中m为模型参数的个数.
将观测误差和预测误差分别表示为

εi = fi − yi, ei = hi(θ)− fi(θ),

其中 y = (y1, y2, · · · , yM )为M个观测点的观测

值, f = (f1, f2, · · · , fM )为M 个观测点的预测

值,h = (h1, h2, · · · , hM )为M个理论值.假定观测误
差和预测误差均服从正态分布,似然函数分别为

p(yi|hi, θ) =
1

(2σd,i)1/2
exp

[
− (yi − hi)

2

2σ2
d,i

]
,

p(hi|fi, θ) =
1

(2σf,i)1/2
exp

[
− (fi − hi)

2

2σ2
f,i

]
. (9)

若观测误差和预测误差不相关且每个观测点相

互独立,则

p(y|θ) =
M∏
i=1

p(yi|θ) ∝

1

2M
M∏
i=1

√
σf,iσd,i

exp
[
−

M∑
i=1

(Ci(x, t)−Ci(x, t|θ))2

2(σ2
f,i + σ2

d,i)

]
.

(10)

因此,参数的后验概率函数可以表示为

p(θ|y) = p(y|θ1, θ2, · · · , θm)p(θ1, θ2, · · · , θm). (11)

由于随机误差的似然函数表示模型预测值与实

测数据的拟合程度,参数率定问题可以转化为求参数
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的后验概率密度函数

p(θ|y) =

p(y|θ)p(θ) ∝

p(θ)

2M
M∏
i=1

√
σf,iσd,i

exp
[
−

M∑
i=1

(Ci(x, t)−Ci(x, t|θ))2

2(σ2
f,i + σ2

d,i)

]
.

(12)

贝叶斯公式表达形式简单,但在具体确定每一项
时十分困难,比如似然函数的准确属性表达,归一化
常数积分区间的选择等,通常采用MCMC方法进行
抽样计算.其中MCMC是构造合适的马尔科夫链进
行抽样而使用蒙特卡罗方法进行积分计算的一种方

法; Metropolis-Hastings(M-H)方法是一种生成-拒绝
样本形式的抽样方法,它能从任意分布中随机抽取
样本值,并以某一标准决定接受还是拒绝该样本值,
避免了计算p(y)的问题[32].因此,本文为提高M-H方
法的抽样效率,在M-H抽样过程中加入一次人为筛
选,其具体求解步骤如下:

1)将研究区域空间离散为N段,每段水流断面
形状变化不大.

2)根据变量个数N及其部分先验信息,确定未
知参数的样本空间和先验概率密度函数p(θ).

3)在其先验范围内随机生成N个初始值Xi =

{xi(1), xi(2), · · · , xi(N)},并设定i = 1.
4)设定Proposal分布U(xi(s)−step, xi(s)+step),

并生成x′(s),其中U表示均匀分布, step为随机游走
的步长.

5)分别计算出xi(s)和x′(s)对应的污染物浓度

值Y 和Y0,即

B =
∑

|Y − Y0|. (13)

6)如果B > 0.6,则接受该测试参数并设定为当
前模型参数,即xi(s) = x′(s);否则不接受该测试参
数,xi(s) = xi(s).

7)利用分布U(xi(s) − step, xi(s) + step)生成
X∗ = {x∗(1), x∗(2), · · · , x∗(N)}.

8)计算能够反映模型参数和观测数据之间关系
的似然函数p(y|θ).

9)计算未知参数的后验概率密度p(θ|y).
10)计算Markov链从X(i)位置移动到X(∗)的接

受概率

A(X(i), X(∗)) = min
{
1,

p(X∗)

p(Xi)

}
. (14)

11)产生一个0∼ 1间均匀分布的随机数R,如果
R < A(X(i), X(∗)),则接受该测试参数并设定为当前
模型参数,即X(i+1) = X(∗);否则,不接受该测试参
数,X(i+1) = X(i).

12)重复步骤1)∼步骤11),直至达到预定迭代次
数.

3 Ṹ例分析

3.1 研究区域描述

为简便计算,本文选择一条长为3 km包含5个调
节闸门的某明渠段,在不考虑污染物的任何生物化
学条件下,研究率定等容量控制非均匀流和非等容量
控制非均匀流情景下各渠段纵向离散系数集合[13],
如图 1所示.若该明渠段上游起始端 (x = 0)径流
来水污染物浓度为1.0 mg/L,下游为自由出流,即浓
度梯度为0,渠段流场沿程分布为u = 5 + 0.001x,
则根据该明渠段的几何特征,可将其离散成6个微渠
段,对应 (Ex)i(i = 1, 2, · · · , 6)的真值分别为50, 70，
90, 110, 130和140,单位为m2/s.

!"#$( )%&'()

*+1 *+2 *+3 *+4 *+5 *+6

A1 C1

( )Ex 1 Q1

A2 C2

( )Ex 2 Q2

A3 C3

( )Ex 3 Q3

A4 C4

( )Ex 4 Q4

A5 C5

( )Ex 5 Q5

A6 C6

( )Ex 6 Q6

500m 500m 500m 500m 500m 500m

3 000m

图 1 某明渠示意图

3.2 等容量控制非均匀流

若该明渠流量恒为10 m3/s,则首先根据FDM方
法和(Ex)i(i = 1, 2, · · · , 6)的真值得到各渠池断面污
染物浓度序列数据、待求参数Ex的先验分布p(Ex)

和似然函数p(Ex|y);然后按改进Bayesian-MCMC方
法的思路迭代20 000次,得到在误差水平σ = 0.01时

各渠段参数Ex的直方图和迭代曲线,如图2和图3所
示.
由图 2和图 3可看出,所有待求参数 (Ex)i(i =

1, 2, · · · , 6)均在真值附近的取值概率最大.其中,
(Ex)i(i = 1, 2, 3)和 (Ex)i(i = 4, 5)大约分别迭代

300次和 600次后,产生的Markov链值开始接近于
真值,迭代次数比采用Bayesian-MCMC方法减少了
15 %.表 1和表 2为分别采用改进Bayesian-MCMC
方法和Bayesian-MCMC方法得到不同观测误差下
(Ex)i(i = 1, 2, · · · , 6)的率定值.
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由表1和表2可看出,在σ = 0.01, 0.05, 0.1时,基
于改进Bayesian-MCMC得到 (Ex)i(i = 1, 2, · · · , 6)
的平均相对误差分别为 0.47 %, 2.34 %和 3.70 %,分
别比采用Bayesian-MCMC方法低 0.27 %, 1.03 %和
1.11 %.
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图 2 等容量控制非均匀流情景下参数(Ex)的直方图
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图 3 等容量控制非均匀流情景下参数(Ex)的迭代曲线

表 1 不同观测误差水平下基于改进Bayesian-MCMC方法的(Ex)i(i = 1, 2, · · · , 6)率定值

断面编号
σ = 0.01 σ = 0.05 σ = 0.1

率定值 / (m2/s) 相对误差/% 率定值 / (m2/s) 相对误差 / % 率定值 / (m2/s) 相对误差 / %

1 50.053 3 0.11 50.181 4 0.36 50.209 4 0.42
2 70.161 0.23 70.446 2 0.64 71.7018 2.43
3 89.771 6 0.25 91.4276 1.59 91.449 1 1.61
4 109.979 2 0.02 111.220 1 1.11 114.272 6 3.88
5 128.989 8 0.78 135.463 4 4.20 135.029 8 3.87
6 137.974 2 1.45 148.621 9 6.16 153.962 2 9.97

表 2 不同观测误差水平下基于Bayesian-MCMC方法的(Ex)i(i = 1, 2, · · · , 6)率定值

断面编号
σ = 0.01 σ = 0.05 σ = 0.1

率定值 / (m2/s) 相对误差 / % 率定值 / (m2/s) 相对误差 / % 率定值 / (m2/s) 相对误差 / %

1 49.784 4 0.43 50.095 2 0.19 50.196 3 0.39
2 70.270 5 0.39 69.397 0.86 69.170 7 1.18
3 90.120 6 0.13 92.692 3 2.99 95.121 3 5.69
4 111.389 3 1.26 112.497 8 2.27 105.295 4.28
5 130.358 4 0.28 138.993 4 6.92 122.038 3 6.12
6 142.732 4 1.95 149.814 7 7.01 155.627 8 11.16

3.3 非等容量控制非均匀流

若该段明渠流量可以通过闸控建筑物控制,且是
时间的函数,则Q(t) = 10 + 0.001t.同理,首先根据
FDM方法和 (Ex)i(i = 1, 2, · · · , 6)的真值得到各渠
池断面污染物浓度序列数据、待求参数Ex的先验分

布 p(Ex)和似然函数 p(Ex|y);然后按改进Bayesian-
MCMC方法的思路迭代 20 000次,得到在误差水平
σ = 0.01时各渠段参数 (Ex)i(i = 1, 2, · · · , 6)的直
方图和迭代曲线,如图4和图5所示.
表 3和表 4分别采用改进Bayesian-MCMC方法

和Bayesian-MCMC方法得到不同观测误差下 (Ex)i
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图 5 非等容量控制非均匀流情景下参数(Ex)的迭代曲线

(i = 1, 2, · · · , 6)的率定值.
由图 4和图 5可看出,所有待求参数 (Ex)i(i =

1, 2, · · · , 6)均在真值附近的取值概率最大.其中
P ((Ex)i) ≈ 1, i = 1, 2, 3. (Ex)i(i = 1, 2, 3)和 (Ex)i

(i = 4, 5)大约分别迭代300 次和600次后,即迭代次
数比采用Bayesian-MCMC方法减少了 15%,产生的
Markov链值开始接近于真值.
由表3和表4可看出,在观测误差σ = 0.01, 0.05,

0.1时,采用改进Bayesian-MCMC方法得到(Ex)i(i =

1, 2, · · · , 6)的平均相对误差分别为0.42 %、1.54 %和
4.05 %,分别比采用Bayesian-MCMC方法低 0.45 %、
1.41 %和1.4 %.

3.4 案例结果分析

综合图2 ∼图5和表1 ∼表4可得,相对Bayesian-
MCMC方法而言,基于改进Bayesian-MCMC方法具
有以下特点:

表 3 不同观测误差下基于改进Bayesian-MCMC方法的(Ex)i(i = 1, 2, · · · , 6)率定值

断面编号

σ = 0.01 σ = 0.05 σ = 0.1)

率定值 / (m2/s) 相对误差 / % 率定值 / (m2/s) 相对误差 / % 率定值 / (m2/s) 相对误差 / %

1 50.032 3 0.06 50.1627 0.33 50.283 0 0.57

2 70.002 8 0.00 70.535 0 0.76 72.202 3 3.15

3 89.965 6 0.04 90.096 5 0.11 92.246 6 2.50

4 110.456 1 0.41 113.511 4 3.19 117.631 5 6.94

5 129.128 7 0.67 134.380 5 3.37 128.326 6 1.29

6 141.840 5 1.31 142.058 2 1.47 153.786 9 9.85

表 4 不同观测误差下基于Bayesian-MCMC方法的(Ex)i(i = 1, 2, · · · , 6)率定值

断面编号

σ = 0.01 σ = 0.05 σ = 0.1)

率定值 / (m2/s) 相对误差 / % 率定值 / (m2/s) 相对误差 / % 率定值 / (m2/s) 相对误差 / %

1 50.014 0.03 50.148 0.30 49.967 0.10

2 70.046 0.06 69.269 0.99 69.390 0.67

3 90.142 0.12 93.348 3.77 99.589 10.85

4 109.934 0.09 110.775 0.73 107.939 2.27

5 131.426 1.09 135.627 4.45 125.762 3.21

6 134.696 3.79 150.404 7.43 161.836 15.60

1)高计算精度.采用基于改进Bayesian-MCMC
方法得到 (Ex)i(i = 1, 2, · · · , 6)的平均相对误差均
小于 10 %,且总平均相对误差分别比采用Bayesian-
MCMC方法低 0.8 %和 1.01 %,即在相同情景下采
用改进Bayesian-MCMC方法得到参数值的精度比
Bayesian-MCMC方法高.

2)强适用性.当观测误差σ从0.01增加到0.1时,
无论等容量还是非等容量控制的非均匀流情景,采用
基于改进Bayesian-MCMC方法得到 (Ex)i(i = 1, 2,

· · · , 6)的平均相对误差均小于10%,即改进Bayesian-
MCMC方法能适应观测误差较大和不同情景.

3)强抗噪声能力.当观测误差 σ从 0.01增加到

0.1时,采用改进Bayesian-MCMC方法所得(Ex)i(i =

1, 2, · · · , 6) 的平均相对误差变化量比 Bayesian-
MCMC低 0.12 %,即改进Bayesian-MCMC方法具有
更强的抗噪能力.
综上所述,基于改进Bayesian-MCMC方法能得

到更为合理的参数值,它不仅提升了参数率定的精
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度,而且扩大了适用范围,增强了抗噪声能力.

4 结 论

突发水污染事件由于其发生概率的不确定性、

污染物种类的多样性及事发区域的复杂性等特点,
使得率定此类事件预测模型参数问题具有很强的

不适定性.为此,本文将突发水污染事件预测模型
中的参数视为随机变量,并充分考虑参数先验信息、
观测噪声以及模型误差的影响,在FDM和Bayesian-
MCMC的基础上,设计了一种能较好地解决参数
率定过程中的不适定性方法.同时,将该方法同
Bayesian-MCMC方法进行了比较,结果表明所设计
的方法具有更高的计算精度、更强的适用性和抗噪

声能力.然而,突发污染事件中预测模型往往无明确
的数学表达式,并极有可能存在局部极值点,导致该
方法的计算效率低,所以提高参数率定方法的计算速
度是进一步的研究方向.
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