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MIMO纯反馈受限系统无模型非线性比例反演控制

陈龙胜†, 王 琦

(南昌航空大学飞行器工程学院，南昌 330063)

摘 要: 针对模型未知的MIMO纯反馈系统,提出一种新的控制设计方案.该方案基于预设性能控制思想设计非
线性比例控制器,并将其引入反演设计的每一步,以构建非线性比例反演控制器,并融合考虑了模型未知、状态受
限、输入受限以及预设性能的需求,且无需引入任何逼近理论和自适应控制等技术即可保证系统具有良好的抗扰
性和鲁棒自适应性,控制器结构极为简单.最后,基于Lyapunov稳定性定理证明了闭环系统所有信号一致有界,仿
真结果验证了所提出设计方案的可行性和有效性.
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Nonlinear proportional back-stepping controlfor un-modeled MIMO pure
feedback constrained systems
CHEN Long-sheng†, WANG Qi

(School of Aircraft Engineering，Nanchang Hangkong University，Nanchang 330063，China)

Abstract: A control approach is presented for model-unknow multi-input multi-output(MIMO) pure feedback systems.
During every step of back-stepping, the prescribed performance control theory is adopted to construct the nonlinear
proportional back-stepping controller. Based on comprehensive consideration of the the unknown model, state constraints,
input saturations and prescribed performance, the proposed scheme has satisfactory anti-disturbance ability, adaption and
robustness without introducing any approximation structures and adaptive control. The design procedure and structure
of the proposed scheme is very simple. Finally, the stability of the close-loop system is proved based on the Lyapunov
stability theorem. The simulation results show the feasibility and effectiveness of the proposed control schemes.
Keywords: MIMO pure feedback systems；back-stepping；nonlinear proportional control；prescribed performance;
constrained control

0 引 言

复杂多输入多输出 (MIMO)纯反馈系统的控制
问题是控制界一个公认的难题,目前关于这一问题
的研究成果较少.另外, MIMO纯反馈系统是控制系
统最一般的表示方法,可以说,绝大多数非线性系统
都可以描述为MIMO纯反馈型系统,单输入单输出
(SISO)型系统、严反馈型系统等均可视为MIMO纯
反馈系统的一种特殊形式,因此,专门研究MIMO纯
反馈系统的控制问题具有重要的理论和实际意义.
Kanellakopoulos等[1]提出了反演控制法,其递推设计
思想使得控制器的设计十分规范,又由于其在改善

系统过渡过程品质、维护稳定和误差收敛方面表

现出较大的优势而被广泛地应用于复杂非线性系统

的控制设计中[2];文献 [3]基于反演法为一类特殊的
MIMO纯反馈系统设计了自适应控制器,并采用模糊
控制技术逼近系统中的未知非线性函数;文献 [4]基
于韩京清研究员提出的自抗扰思想[5],首先引入一个
新的不确定项,实现了将纯反馈系统的非线性的隐含
控制输入转化为显示控制输入,且该输入以线性化方
式影响系统的动态特性,然后利用神经网络逼近新的
不确定项为系统设计自适应反演控制;在此基础上,
文献[6]基于观测器和模糊控制技术进一步为状态不
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可测的MIMO纯反馈系统设计了自适应反演控制器;
文献 [7-9]基于中值定理将MIMO纯反馈等价转换为
严反馈型系统,分别基于神经网络[7]、模糊控制[8]和

鲁棒自适应控制[9]技术为其设计自适应反演控制器;
文献 [10]通过对非线性函数进行微分运算,将MIMO
纯反馈系统转化转换为严反馈型系统,基于神经网络
逼近系统中未知信息为系统设计了自适应反演控制

器.尽管近几年将反演法、神经网络、模糊控制和鲁
棒自适应控制等技术结合起来为MIMO纯反馈系统
设计控制器已取得一些成果,但仍然存在以下需进一
步解决的问题:

1)控制器设计依赖于系统建模,是以数学模型为
基础的现代控制理论设计方法,然而,针对复杂非线
性系统的建模到目前为止仍是非常困难的问题.

2)将神经网络和模糊控制等智能控制技术融入
现代控制理论设计中,以解决系统的不确定性问题,
虽然这些控制技术能够解决现代控制理论的“未建

模动态”和“鲁棒性”的问题,但控制技术的引入使
得控制器的结构过于复杂;另一方面,复杂和高深的
数学知识及专业技能的需求使得控制工程师在设计

和维护时,尤其是在控制复杂系统时,显得力不从心
和缺乏自信,理论与实际之间的距离越来越大[11].

3)基于反演法设计控制律和更新率时,需要将系
统描述为“参数严反馈”形式,然而,参数反馈型系统
仅占非线性系统的一部分,许多不确定非线性系统是
复杂的、不规则的、强耦合和未知的,这在一定程度上
限制了该技术的应用,同时,反演设计方法存在“计
算膨胀”的问题.

4)在动态性能和稳态性能方面,反演法虽然可以
通过选择合适的Lyapunov函数、控制项和设计参数
消除某些非线性的不良影响,改善系统的动态性能和
稳态性能,却无法用解析公式表达性能指标与这些选
择的对应关系,从而使得设计带有较大的试探性,效
率不高[2].

5)控制器的设计和结论的获取以较多苛刻的附
加条件为前提,且这些苛刻的附加条件在实际应用
中难以满足,如非线性函数满足Lipschitz条件[3-4,6]、

标称模型信息具体已知[10]、系统的每个不确定项只

依赖于当前及前述状态的已知有界函数[7-9]等.
上述MIMO纯反馈系统控制存在的不足从根本

上讲是因为现有的MIMO控制理论和标准的反演法
均属于以模型为基础的现代控制理论范畴,只要控制
器设计需要系统模型的具体信息,就必然存在上述
问题.虽然神经网络和模糊控制等智能控制技术的

引入能够降低控制器设计对模型的依赖,但会引起理
论和实际之间的矛盾,这些自然让人想起最为典型的
无模型控制理论——以瓦特原理为基础的PID控制,
其以不依赖于系统和扰动的数学模型,形式简单、“天
生的”抗扰性和便于工程实现的优点至今仍占据过

程控制领域的统治地位.然而,多年的理论分析和实
际应用都表明,由于其忽略了系统内部因果关系,在
处理具有强非线性、时变性和具有周期扰动的非线

性系统的控制问题时控制效果不甚理想[12].同时,无
法从理论上证明传统PID控制的稳定性和有效性,只
能通过对调节参数无数次“谨小慎微”的试凑来保

证系统的动态性能和稳态性能.
基于上述分析的现代控制理论和 PID控制在

MIMO纯反馈系统控制方面的不足,本文结合PID控
制和反演控制法的优点,引入Bechlioulis等[13]提出的

预设性能控制思想,为MIMO纯反馈系统提出一种
无模型非线性比例反演控制方法.该方法与现有的
控制方法相比,具有以下典型特征:

1)控制器的设计不依赖于系统的具体模型信息,
仅需系统的 I/O数据、系统阶数和维数信息.与现有
的很多设计方法不同,所设计的控制器充分利用PID
控制“天生”的抗扰性、反演控制法易解决系统稳定

性和收敛性,并预设性能控制“跟踪性能”可预设定
的特性,无需引入任何逼近定理 (神经网络和模糊逼
近理论)、观测器技术和自适应控制等技术即可保证
系统具有良好的抗扰性和鲁棒自适应性.与已有的
研究成果[3-4,6-10]相比,控制器的结构极为简单,需在
线调整的参数也极少.

2)解决了反演控制法“参数严反馈”的限制,无
需将系统转化或近似为严反馈形式即可直接运用

反演控制法,进一步弱化反演控制法运用的限制条
件.同时,消除反演控制法“计算膨胀”的问题,但这
与已有的通过引入一个低通滤波器[14]解决“计算膨

胀”的问题不同,无需引入任何额外参数.
3)为解决传统PID控制理论稳定性无法证明和

参数调整“随机性”试凑的缺陷,充分利用反演控制
法易解决系统稳定性和收敛性的优点,所提出的方法
仅采用比例控制.同时,为保证比例控制对复杂非线
性系统的有效性,引入性能控制思想设计一个非线性
函数,最终形成非线性比例控制器,并从理论上证明
其稳定性和收敛性.所研究的方法可以将系统的动
态性能和稳态性能指标与参数之间的关系描述为具

体解析的函数关系,以保证系统跟踪误差的性能被约
束在预设的范围之内.可以很好地解决PID控制和反
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演控制仅能通过“随机”的无数次“谨小慎微”的试

凑来保证系统跟踪性能的问题.
4)控制器的设计过程可同时解决系统状态受限

的问题,与已有的状态受限控制成果相比,无需引入
额外的理论和参数 (如不变集理论[15]、自适应投影

技术[16]、指令滤波器[17]、预测控制理论[18]、障碍

Lyapunov函数[19-20])即可解决系统的状态受限问题.
控制器的结构、参数和稳定性证明更为简洁.

1 问题描述及预༷知识

1.1 系统描述

考虑如下一类受限纯反馈非线性系统:
ẋi = Fi(x̄i, xi+1, t), i = 1, 2, · · · , k − 1;

ẋk = Fk(x̄k, u(v), t);

y = x1.

(1)

其中:xi = [xi1, · · · , xin]T ∈ Rn为系统的状态向量;
xi(0) = x0i = [x0i1, · · · , x0in]T为系统的初值条件,且
系统部分状态受限,为便于分析,假设系统仅状态x1

受限,即 |x1j | < Kcj , j = 1, 2, · · · , n,Kcj > 0为已

知常数; y ∈ Rn为系统的输出向量; x̄i = [xT
1 , · · · ,

xT
i ]

T ∈ Rin; Fi(·) = [fi1(·), · · · , fin(·)]T ∈ Rn为未

知的非线性光滑函数; v ∈ Rn为系统控制输入向量,
u(v) ∈ Rn为受执行器饱和特性影响的输出.饱和受
限函数u(v) = [u1(v1), · · · , un(vn)]T具体描述为

uj(vj) = sat(vj)


−uMj , vj < −uMj ;

vj , − uMj ⩽ vj ⩽ uMj ;

uMj , vj > uMj .

(2)

其中uMj为饱和函数uj(vj)(j = 1, 2, · · · , n)的界限
值.可使用双曲正切函数hj(vj)(j = 1, 2, · · · , n)逼
近式(2)的饱和函数,形式如下：

hj(vj) = uMj
evj/uMj − e−vj/uMj

evj/uMj + e−vj/uMj
. (3)

根据式(2)和(3),可得逼近的误差项如下:

dj(vj) = sat(vj)− hj(vj). (4)

由于饱和函数uj(vj)和双曲正切函数hj(vj)都是有

界的, dj(vj)也是有界的,可将 d(v) = [d1(v1), · · · ,
dn(vn)]

T视为随时间t变化的系统外部扰动.至此,输
入饱和受限的系统(1)可描述为

ẋi = Fi(x̄i, xi+1, t), i = 1, 2, · · · , k − 1;

ẋk = Fk(x̄k, h(v), t);

y = x1.

(5)

控制系统的设计目标是在给定的初始条件xi(0) =

x0i (i = 1, 2, · · · , k)下为存在输入饱和受限的系统 (1)

设计控制器 v(t) = ϑ(x1, · · · , xk, t) = [ϑ1(x1, · · · ,
xk, t), · · · , ϑn(x1, · · · , xk, t)]T,使得:

1)闭环系统所有信号一致有界.
2)系统的状态向量满足给定的限制条件,即x1

满足 |x1j | < Kcj , j = 1, 2, · · · , n.
3)闭环系统的跟踪误差z1(t) = y(t)− yr(t)满足

预设定的动态和稳态性能,即−δ1jρ1j(t) < z1j(t) <

δ1jρ1j(t), j = 1, 2, · · · , n.其中: δ1j , ρ1j(t)分别为预
设定的性能参数和性能函数,其具体形式将在后文具
体给出; z1(t) = [z11(t), · · · , z1n(t)]T ∈ Rn和yr(t) =

[yr1(t), · · · , yrn(t)]T ∈ Rn分别为系统的跟踪误差信
号和参考输入信号.
假设1 未知非线性函数Fi(·)(i = 1, 2, · · · , k)

连续可导,并假设其偏导数构成的增益矩阵Gi非奇

异且符号已知,不失一般性,可假设其符号为正.即对
于任意的非零向量εi ∈ Rn,有εT

i Giεi > 0,其中增益
矩阵Gi定义为如下形式且u = xk+1:

Gi =


∂fi1(x̄i, xi+1, t)

∂x(i+1)1

· · · ∂fi1(x̄i, xi+1, t)

∂x(i+1)n

...
. . .

...
∂fin(x̄i, xi+1, t)

∂x(i+1)1

· · · ∂fin(x̄i, xi+1, t)

∂x(i+1)n

 .
假设2 非线性系统(1)所有状态均可用来反馈.
假设3 系统饱和函数uj(vj)的界限值uMj(j =

1, 2, · · · , n)已知.
假设4 系统的期望参考输入信号yr(t)为关于

时间 t的连续可导函数,且yr(t)和 ẏr(t)均有界,即存
在未知向量Y = [yd1, · · · , ydn]T和 Ȳ = [ȳd1, · · · ,
ȳdn]

T,使得 |yrj(t)| ⩽ ydj , |ẏrj(t)| ⩽ ȳdj , j = 1, 2, · · · ,
n,其中ydj和 ȳdj为未知的正常数.
定义1 如果连续函数N(χ) : R → R满足如下

条件,则称N(χ)为Nussbaum函数[21]:

1) lim
s→∞

sup 1

s

w s

0
N(χ)dχ = +∞,

2) lim
s→∞

inf 1
s

w s

0
N(χ)dχ = −∞.

引理 1 [21] 设V (·)和χ(·)是定义在 [0, tf )上的

光滑函数,满足∀t ∈ [0, tf ), V (t) ⩾ 0,N(χ)为一个

光滑的Nussbaum型函数.若∀t ∈ [0, tf ),且下式成立,
则V (t)和χ(t)在区间 [0, tf )必定有界:

0⩽V (t)⩽Q+e−qt
w t

0
(γ(τ)N(χ)+1)χ̇eqtdτ . (6)

其中:Q为适当常数; q为正常数; γ(τ)为时变函数,且
在闭区间ℜ := [I−, I+]和0 /∈ ℜ内取值.
引理2 [22] 定义开集N = Rl × Z ⊂ Rl+1,Z =

{ξ ∈ R : |ξ| < Kb} ⊂ R,Kb ∈ R+,考虑如下系统:

η̇ = h(t, η). (7)

其中: η = [ω, ξ]T ∈ N ;函数h : R+×N → N l+1满足
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在R+上关于时间t分段连续,且在N内关于η满足局

部一致Lipschitz条件.假设存在连续可微正定函数
U : Rl → R+和V1 : Z → R+,满足

|ξ| → Kb, V1 →∞,

Υ1(∥ω∥) ⩽ U(ω, t) ⩽ Υ2(∥ω∥), (8)

其中Υ1、Υ2为K∞类函数.令V (η) = V1(ξ)+U(ω, t),

ξ(0) ∈ Z,若如下不等式成立:

V̇ =
∂V

∂η
h ⩽ 0, ξ ∈ Z, (9)

则对于t ⩾ 0, ξ(t) ∈ Z.
引理3 [23] 定义T ∈ Rn×n为实对称矩阵, ε ∈

Rn为非零向量,β = (εTTε)/(εTε),则矩阵T的所有

特征值中至少有两个特征值分别位于区间 (−∞, β]
和 [β,∞)中.

1.2 性能函数

若连续函数为性能函数,则该函数满足[13]:
1) ρij(t)是严格的递减函数;
2) lim
t→∞

= ρij∞ > 0.
控制目标(3)可以通过如下不等式实现:

− δijρij(t) < zij(t) < δijρij(t),

i = 1, 2, · · · , k, j = 1, 2, · · · , n. (10)

其中: t ∈ [0,∞), 0 < δij ⩽ 1,选取的性能函数形式为

ρij(t) = (ρij0 − ρij∞)e−ℓijt + ρij∞, (11)

ρij0, ρij∞, ℓij > 0为预设定常数.设计参数 ρij0 ⩾
|zij(0)|, zij(0)为初始跟踪误差,具体形式后文给出;
ρij∞为预设定的稳态误差上限; ℓij为 ρij(t)的衰减

速度,是跟踪误差 zij(t)的收敛速度下限; δijρij0和
−δijρij0分别为跟踪误差超调量的上下限.因此,通
过选择适当的性能函数ρij(t)和常数δij便可对输出

误差的动态和稳态性能进行限制.

2 非线性比例反演控制器设计

经典PID控制器的设计中引入积分和微分环节
以建立控制量与误差之间的动态关系,其不易满足
高性能的要求,且积分和微分环节的引入给闭环系
统稳定性证明带来很大的麻烦.为此,结合反演控制
法,通过递归设计程序和控制Lyapunov函数获取控
制律,容易解决系统的稳定性和收敛性问题[2].将其
与比例控制相结合从理论上而言即可轻松地解决系

统的稳定性问题.同时,为保证所设计控制器能够适
应于复杂的非线性系统,引入预设性能控制思想设计
非线性函数Γ (·),以构建非线性比例控制器,即预设
性能非线性比例控制,其中非线性函数Γ (·)和比例环
节Ki(i = 1, 2, · · · , k)一起构成非线性比例控制.系

统的控制结构十分简单,且控制器的设计只需系统的
参考输入信号yr(t)、输出信号y(t)、系统阶数和维数

以及系统状态可测即可,与系统的具体模型无关.同
时,比例控制具有“天生的”抗扰性,反演控制有“良
好的稳定性、收敛性”、预设性能控制与模型无关以

及系统的“跟踪性能”可预设定的特点,从理论上讲,
只要系统的阶数和维数完全相同,不论其具体模型怎
样,选择合适的比例参数Ki即可使闭环系统稳定,且
系统的跟踪误差满足预设性能的要求,系统必然具有
较好的鲁棒自适应性和抗扰性.下面给出详细的控
制器设计过程和稳定性分析过程.
在进行控制器设计前引入非线性初等函数

Γ (ξij) = ln
(δij + ξij
δij − ξij

)
, (12)

其中δij在前文已具体给出.下面结合反演控制法和
比例控制为系统(1)设计非线性比例反演控制器.

Step 1 考虑系统 (1)的第1个子系统 (i = 1),定
义z1j(t) = yj(t) − yrj(t),为该子系统选取性能函数
ρ1j(t) = (ρ1j0−ρ1j∞)e−ℓ1jt+ρ1j∞,且ρ1j0 ⩾ |z1j(0)|
= |x01j − yrj(0)|, j = 1, 2, · · · , n.设计虚拟控制律

α1(x1, t) = α1(ξ1) = −K1


Γ (ξ11)

...
Γ (ξ1n)

 . (13)

其中:K1 = diag{K11, · · · ,K1n}为设计的比例参数,
且K1j > 0; ξ1j = z1j(t)/ρ1j(t).下面基于Lyapunov
稳定理论分析并证明系统稳定和状态x1能满足限制

条件的具体原因.定义z2j(t) = x2j − α1j(x1, t),

ξ2j = z2j(t)/ρ2j(t).
(14)

由ξ1j , ξ2j的定义可得x1j = yrj(t) + ρ1j(t)ξ1j ,

x2j = α1j(ξ1j) + ρ2j(t)ξ2j ,
(15)

其中ρ2j(t) = (ρ2j0−ρ2j∞)e−ℓ2jt+ρ2j∞为第2个子系
统的性能函数.考虑式 (15)并对ξ1 = [ξ11, · · · , ξ1n]T

求导,可得

ξ̇1 = ρ̄1(t)(F1(yr(t) + ρ1(t)ξ1, α1(ξ1)+

ρ2(t)ξ2)− ẏr(t)− ρ̇1(t)ξ1) =

h1(t, ξ1, ξ2). (16)

其中

ρ1(t)ξ1 = [ρ11(t)ξ11, · · · , ρ1n(t)ξ1n]T,

ρ2(t)ξ2 = [ρ21(t)ξ21, · · · , ρ2n(t)ξ2n]T,
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ρ̄1(t) = diag{1/ρ11(t), · · · , 1/ρ1n(t)},

ρ̇1(t)ξ1 = [ρ̇11(t)ξ11, · · · , ρ̇1n(t)ξ1n]T,

ẏr(t) = [ẏr1(t), · · · , ẏrn(t)]T.

定义

ε1j(t) = ln
(δ1j + ξ1j
δ1j − ξ1j

)
, (17)

为第1个子系统选取如下Lyapunov函数:

V1 = εT
1 ε1/2, (18)

其中ε1 = [ε11, · · · , ε1n]T.由式 (17)可知,对于 |ξ1j | <
δ1j , V1是严格正定可微的.考虑式 (15)并对 (18)两边
关于时间求导,可得

V̇1 = εT
1 Λ1(F1(yr(t) + ρ1(t)ξ1, α1(ξ1)+

ρ2(t)ξ2)− ẏr(t)− ρ̇1(t)ξ1), (19)

其中Λ1 = diag{2δ11/((δ211 − ξ211)ρ11(t)), · · · , 2δ1n/
((δ21n − ξ21n)ρ1n(t))}.由于ρ1j有界,根据连续函数的
极值理论易知,对于 |ξ1j | < δ1j ,有Λ1为正定对角矩

阵,且每个元素均大于零有界,因此存在未知的正常
数Λ̄1j(j = 1, 2, · · · , n)使得2δ1j/((δ

2
1j−ξ21j)ρ1j(t)) ⩽

Λ̄1j .根据假设 1,可以利用中值定理将式 (19)中的
F1(yr(t) + ρ1(t)ξ1, α1(ξ1) + ρ2(t)ξ2)项描述为

F1(yr(t) + ρ1(t)ξ1, α1(ξ1) + ρ2(t)ξ2) =

F1(yr(t) + ρ1(t)ξ1, ρ2(t)ξ2) + Ḡ1α1(ξ1). (20)

令z∗1jl = λ1jl(α1l(ξ1l)+ρ2l(t)ξ2l)+(1−λ1jl)ρ2l(t)ξ2l,
λ1jl ∈ (0, 1), j, l = 1, 2, · · · , n, Ḡ1可以表示为

Ḡ1 =
∂f11(yr(t) + ρ1(t)ξ1, z111)

∂z111

∣∣∣
z111=z∗111

· · ·

...
. . .

∂f1n(yr(t) + ρ1(t)ξ1, z1n1)

∂z1n1

∣∣∣
z1n1=z∗1n1

· · ·

→

←

∂f11(yr(t) + ρ1(t)ξ1, z11n)

∂z11n

∣∣∣
z11n=z∗11n

...
∂f1n(yr(t) + ρ1(t)ξ1, z1nn)

∂z1nn

∣∣∣
z1nn=z∗1nn

 . (21)

令矩阵Π1为

Π1 = [Π11 · · · Π1n]
T =

f11(yr(t) + ρ1(t)ξ1, ρ2(t)ξ2)− ẏr1(t)− ξ11ρ̇11(t)
...

f1n(yr(t) + ρ1(t)ξ1, ρ2(t)ξ2)− ẏrn(t)− ξ1nρ̇1n(t)

.
(22)

综合考虑式(13)、(20)和(22),将式(19)进一步表示为

V̇1 = −εT
1 Λ1Ḡ1K1ε1 + εT

1 Λ1Π1. (23)

由于 ρ1j , ρ̇1j , ρ2j , yrj , ẏrj有界,非线性函数 f1j(·)连
续,对 |ξ1j | < δ1j ,根据极值理论可知存在未知的正常
数Π̄1j ,使得

|f1j(yr(t) + ρ1(t)ξ1, ρ2(t)ξ2)−

ẏrj(t)− ξ1j ρ̇1j(t)| ⩽ Π̄1j . (24)

对 |ξ1j | < δ1j ,有δ1j/(δ
2
1j − ξ21j) > 1/δ1j > 1.由假设

1可知,对于任意的非零向量ε1 ∈ Rn,有εT
1 Ḡ1ε1 >

0.同时,由于Λ1, K1为正对角矩阵,易知矩阵T1 =

Λ1Ḡ1K1也非奇异且对于任意的非零向量ε1 ∈ Rn,
也有εT

1 T1ε1 = εT
1 Λ1Ḡ1K1ε1 > 0.由于T1 ∈ Rn×n非

奇异,T1 可表述为实对称矩阵 T̄1和反实对称矩阵T1

之和,即

T1 = T̄1 + T1. (25)

其中: T̄1 = (T1+T1
T)/2, T1 = (T1−T1T)/2.易知 T̄1

也非奇异且对于任意的非零向量ε1 ∈ Rn,有εT
1 T̄1ε1

> 0.由于反对称矩阵T1对角线的元素全为零,易得

εT
1 T1ε1 = 0. (26)

定义β1(t) = (εT
1 T̄1ε1)/(ε

T
1 ε1), T̄1为实对称矩阵,由

引理3可知,存在未知常数σ−
1 和σ+

1 使得

σ−
1 < λ1 min ⩽ β1 ⩽ λ1 max ⩽ σ+

1 , (27)

其中λ1 min、λ1 max分别为矩阵 T̄1的最小和最大特征

值.若ε1 ̸= 0,则有

εT
1 T̄1ε1 = β1∥ε1∥2 > 0. (28)

由式 (28)可知β1 > 0,假设存在一个正常数 σ̄1使得

β1 ⩾ σ̄1 > 0.考虑式(25)∼ (28),式(23)可表示为

V̇1 ⩽ −β1∥ε1∥2 + ∥ε1∥∥Λ1∥∥Π1∥. (29)

其中: Λ̄1 = diag{Λ̄11, · · · , Λ̄1n}, Π̄1 = [Π̄11, · · · ,
Π̄1n]

T.如果ε1满足∥ε1∥ > ∥Λ1∥∥Π1∥/σ̄1,则 V̇1 < 0,
因此,闭环系统第 1个子系统所有信号一致有界,且
存在正常数 ε̄1j使得 |ε1j | ⩽ ε̄1j ,从而虚拟控制量
α1(x1, t)也有界.
由引理 2可知,对于 ∀t ⩾ 0,有 |ξ1j | < δ1j ,即

|z1j(t)/ρ1j(t)| < δ1j ,进一步可得对于∀t ⩾ 0,有

−δ1jρj(t) < z1j(t) < δ1jρ1j(t), (30)

即系统的跟踪误差满足预设的动态和稳态性能需

求.由于系统状态x1受限,即 |x1j | < Kcj ,在控制器
设计时需考虑系统状态受限问题.实际应用中往往
给定了状态x1的界限向量Kc = [Kc1 · · · ,Kcn]

T以

及状态x1期望界限向量∆ = [∆1 · · · ,∆n]
T,此时界

限误差可表示为Kb = [Kb1 · · · ,Kbn]
T = Kc −∆.为
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使得系统的状态x1满足限制条件,跟踪误差必须满
足−Kbj < z1j(t) < Kbj .所设计的方法无需增
加额外设计,仅选取性能参数 δ1j , ρ1j0使其满足0 <

δ1jρ1j0 < kbj即可保证状态满足限制条件 |x1j | <
Kcj .
为方便下一步设计,对式 (13)中的α1(ξ1)关于时

间t求导,可得

α̇1 =
dα1

dξ1
ξ̇1 =

−Θ(F1(yr(t) + ρ1(t)ξ1, α1(ξ1) + ρ2(t)ξ2)−

ẏr(t)− ρ̇1(t)ξ1). (31)

其中

Θ =

diag
{ 2δ11K11

(δ211 − ξ211)ρ11(t)
, · · · , 2δ1nK1n

(δ21n − ξ21n)ρ1n(t)

}
.

由于 |ξ1j | < δ1j ,由式 (31)可知,对于∀t ⩾ 0, α̇1(x1, t)

必有界.
Step i (i = 2, 3, · · · , k−1) 为第i个子系统选取

性能函数ρij(t) = (ρij0−ρij∞)e−ℓijt+ρij∞,且ρij0 ⩾
|zij(0)| = |x0ij − α(i−1)j(x1(0), · · · , xi−1(0), 0)|, j =

1, 2, · · · , n;为第i个子系统设计虚拟控制律

αi(x1, · · · , xi, t) = αi(ξi) = −Ki


Γ (ξi1)

...
Γ (ξin)

 . (32)

其中:Ki = diag{Ki1, · · · ,Kin}为设计的比例参数
且Kij > 0; ξij定义为zij(t) = xij − α(i−1)j(x1, · · · , xi, t),

ξij = zij(t)/ρij(t).
(33)

由式(33)可得xij = α(i−1)j(ξi−1) + ξijρij(t),

x(i+1)j = αij(ξi) + ξ(i+1)jρ(i+1)j(t).
(34)

类似Step 1,考虑式 (34)并对ξi = [ξi1, · · · , ξin]T求导
可得

ξ̇i = ρ̄i(t)
(
Fi(yr(t) + ρ1(t)ξ1, α1(ξ1)+

ρ2(t)ξ2, · · · , αi+1(ξi+1) + ρi+1(t)ξi+1)−
dαi−1

dξi−1
hi−1(t, ξ1, · · · , ξi)− ρ̇i(t)ξi

)
=

hi(t, ξ1, · · · , ξi+1). (35)

定义

εij(t) = ln
(δij + ξij
δij − ξij

)
, (36)

为第i个子系统选取如下Lyapunov函数:

Vi =
1

2
εT
i εi, (37)

其中εi = [εi1, · · · , εin]T.类似Step 1的稳定性分析过
程,可得

V̇i ⩽ −βi∥εi∥2 + ∥εi∥∥Λi∥∥Πi∥. (38)

如果∥εi∥ > ∥Λi∥∥Πi∥/σ̄i,则 V̇i < 0.因此,闭环系统
第 i个子系统所有信号一致有界. Step i相关参数的
定义方法与Step 1类似.可得αi(x1, · · · , xi, t)及其微
分信号 α̇i(x1, · · · , xi, t)也有界,且根据引理2同样可
得,对于∀t ⩾ 0,有 |ξij | < δij .

Stepk 控制量 u的出现.选取性能函数 ρkj(t)

=(ρkj0−ρkj∞)e−ℓkjt+ρkj∞且ρkj0⩾ |zkj(0)|= |x0kj−
α(k−1)j(x1(0), · · · , xk−1(0), 0)|, j = 1, 2, · · · , n.
设计第k个子系统的虚拟控制律

u(x1, · · · , xk, t) = u(ξk) = −Kk


Γ (ξk1)

...
Γ (ξkn)

 . (39)

其中:Kk = diag{Kk1, · · ·Kkn}为比例参数且Kkj >

0; ξkj定义为zkj(t) = xkj − α(k−1)j(x1, · · · , xk, t),

ξkj = zkj(t)/ρkj(t).
(40)

类似Step 1和Step i,对ξk = [ξk1, · · · , ξkn]T求导,
可得

ξ̇k = hk(t, ξ1, · · · , ξk). (41)

定义

εkj(t) = ln
(δkj + ξkj
δkj − ξkj

)
, (42)

为第k个子系统选取如下Lyapunov函数:

Vk =
1

2
εT
k εk. (43)

类似Step 1和Step i的稳定性分析过程,可得

V̇k ⩽ −βk∥εk∥2 + ∥εk∥∥Λk∥∥Πk∥. (44)

如果εk满足∥εk∥ > ∥Λk∥∥Πk∥/σ̄k,则 V̇k < 0.因此,
闭环系统第k个子系统所有信号一致有界, Step k相
关参数的定义方法也与Step 1类似.同样可得虚拟控
制量 u(x1, · · · , xk, t)及其微分信号 u̇(x1, · · · , xk, t)
也有界,且根据式 (38)和引理 2可得,对于 ∀t ⩾ 0,

|ξkj | < δkj .
Stepk+ 1 实际控制量v的出现.定义

zk+1 = h(v)− u. (45)

其中: zk+1 = [z(k+1)1, · · · , z(k+1)n]
T,h(v) = [h1(v1),

· · · , hn(vn)]T,u为u(x1, · · · , xk, t)的简写.为系统设
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计如下形式的控制律和自适应律:

ν̇ = −K̄ν + ω, (46)

ω = N(χ)ϖ, (47)

ϖ = Kk+1zk+1 − K̄γν − u̇, (48)

χ̇ = diag{ϖ1, · · · , ϖn}zk+1. (49)

其中:Kk+1 = diag{K(k+1)1, · · · ,K(k+1)n} > 0, K̄ =

diag{K̄1, · · · , K̄n} > 0为设计参数,N(χ) =

diag{N1(χ1), · · · , Nn(χn)},Nj(χj) = χ2
i cos(χj),χ =

[χ1, · · · , χn]T, γ = diag{γ1, · · · , γn}, γj =

4/(eνj/uMj + e−νj/uMj )2 > 0, j = 1, 2, · · · , n.对式
(45)关于时间求导,可得

żk+1 =
∂h(v)

∂v
v̇ − u̇ =

−Kk+1zk+1 + (γN(χ) + In×n)ϖ. (50)

为第k + 1个子系统选取如下Lyapunov函数:

Vk+1 =

n∑
j=1

V(k+1)j =
1

2

n∑
j=1

zT
(k+1)jz(k+1)j . (51)

考虑式(49),并对V(k+1)j关于时间t求导,可得

V̇(k+1)j =

−K(k+1)jz
2
(k+1)j + (γjNj(χj) + 1)ϖjz(k+1)j ⩽

− �λz2(k+1)j + (γjNj(χj) + 1)χ̇j , (52)

其中 �λj ⩽ 2K(k+1)j .令 �λ∗j = V(k+1)j(0),式 (52)两边同
时乘以e�λjt,并在 [0, t]内积分,可得

V̇(k+1)j(t) ⩽

�λ∗j + e−λjt
w t

0
(γjNj(χj) + 1)χ̇jeλjιdι. (53)

由引理1可知,V(k+1)j和χj有界,进一步可知,V(k+1),

zk+1, χ有界.
定理1 对于满足假设1 ∼假设4的存在输入

饱和状态受限的MIMO纯反馈系统,设计如式(46) ∼
(48)所述的控制器,采用式 (49)所述的参数自适应律
和形如式 (13)、(32)和 (39)的虚拟控制律,存在参数
Ki(i = 1, 2, · · · , k + 1)和K̄使得闭环系统所有信号

都一致有界.且:
1)系统的跟踪误差z1j(t) = yj(t) − yrj(t)(j =

1, 2, · · · , n)满足预设定的动态和稳态性能;
2)系统的状态向量始终满足给定的限制条件,即

x1满足 |x1j | < Kcj , j = 1, 2, · · · , n .
根据上述设计过程给出的虚拟控制律、控制律

和自适应律可知,所设计的控制器不依赖具体模型信
息.控制器的设计仅需利用系统的 I/O数据以及系统
的阶数和维数信息,控制器需设计的参数十分少,在
线调整的参数仅一个,控制器结构十分简单,便于工
程实现.由于将非线性比例控制与反演法结合,所设

计的控制器继承了PID控制“天生的”抗扰性和反
演控制易稳定收敛的优点;同时,又引入性能函数以
保证跟踪误差满足预设定的动态和稳态性能.因此,
从理论上将,所设计的控制器具有良好的抗扰性和鲁
棒自适应性.
下面通过仿真实验验证所提出的设计方法具有

良好的抗扰性和鲁棒自适应性.

3 仿真实验

为验证所提出的设计算法且使其具有“天生的”

抗扰性和鲁棒自适应,通过以下两个仿真实例进行验
证说明.
仿真实例1 采用两个不同的仿真对象,其具有

相同的维数和阶数k = 2, n = 2,满足如下形式:
ẋ1 = F1(x1, x2, t),

ẋ2 = F2(x1, x2, u),

y = x1.

(54)

其中:x1 = [x11, x12]
T, x2 = [x21, x22]

T.两个仿真对
象均受外部扰动的影响,并不考虑状态和输入受限情
况,控制器设计中不考虑Step k + 1即可.虽然对象不
同,但采用的控制器“型号”完全相同 (参数和结构
均相同).为下述两个受扰动的仿真实验对象设计虚
拟控制器及控制器为

α1(x1, t) = −K1


Γ (ξ11)

...
Γ (ξ12)

 ,

u(x1, x2, t) = −K2


Γ (ξ21)

...
Γ (ξ22)

 . (55)

其中

Γij(ξij)= ln((δij + ξij)/(δij − ξij)), i, j = 1, 2;

K1 = diag{0.5, 0.5}, K2 = diag{25, 25}.

参考输入信号为yr(t) = [sin(0.5t), cos(0.5t)]T,参数
δ11 = δ12 = δ21 = δ22 = 1,选取的性能函数为ρ11(t) = ρ12(t) = (0.3− 0.03)e−4t + 0.03,

ρ21(t) = ρ22(t) = (1− 0.03)e−2t + 0.03.

(56)

外部扰动信号选为

∆1(t) = [−0.5 sinx11 cos t,− 0.5, sin(10t)]T,

∆2(t) = [sin(5t), cos(10t+ 10o)]T.

具体仿真对象为纯数值算例和双连杆机器人系统,仿
真结果如图1和图2所示.
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图 1 数值算例系统跟踪误差和控制输入变化曲线
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图 2 双连杆机器人系统跟踪误差和控制输入变化曲线

1)纯数值算例具体描述为如下形式,仿真时初始
值为x0 = [0, 0, 0, 0]T:
F1(x1, x2, t) = [x11 sinx11 + x21, x12 + x22]

T,

F2(x1, x2, u) =

[x11x21/(10x
2
11 + 1) + u1, x22cosx11 sinx21 + u2]

T.

(57)

显然,该系统满足假设1,即对于任意的非零向量 εj ,
有增益矩阵Gj满足εT

j Gjεj > 0, j = 1, 2.
2)双连杆机器人系统[24]可描述为如下形式,仿

真时初始值为x0 = [−0.25, 0.25, 0, 0]T:[
D11 D12

D21 D22

][
q̈1

q̈2

]
+[

−hq̇2 −h(q̇1 + q̇2)

hq̇1 0

][
q̇1

q̇2

]
=

[
τ1

τ2

]
. (58)

其中

D11 = a1 + 2a3 cos q2 + 2a4 sin q2, D22 = a2,

D12 = D21 = a2 + a3 cos q2 + a4 sin q2,

h = a3 sin q2 − a4 cos q2,

a1 = I1 +mll
2
c1 + Ie +mel

2
ce +mel

2
1,

a2 = Ie +mel
2
ce, a3 = mel1lce cos δe,

a4 = mel1lce sin δe, m1 = 1, me = 2,

l1 = 1, lc1 = 0.5, lce = 0.6,

I1 = 0.12, Ie = 0.25, δe = 30◦.

若令x1 = [q1, q2]
T, x2 = [q̇1, q̇2]

T, u = [τ1, τ2]
T,则

系统(58)可描述为

ẋ1 = F1(x1, x2, t) = [x21, x22]
T,

ẋ2 = F2(x1, x2, u) =

D−1
(
−

−hx22 −h(x21 + x22)

hx21 0

x21
x22

+
u1
u2

)
.

(59)

显然,该系统的增益矩阵G1满足对任意的非零向量

ε1,有εT
1G1ε1 > 0.由文献 [24]可知,该系统的增益矩

阵G2也满足对于任意的非零向量ε2,有εT
2G2ε2 > 0,

系统满足假设1.
由图1和图2可知,虽然控制对象不同,但所设计

的控制器均能够保证闭环系统稳定,且系统的跟踪误
差满足预设的性能要求.对象不同,控制器“型号”相
同,可以表明所设计的控制器具有较好的鲁棒自适
应;又由于所研究的对象存在外部扰动,进一步表明
控制器具有“天生的”抗扰性.
仿真实例2 四旋翼飞行器系统.四旋翼飞行器

具有多变量、非线性、强耦合和干扰敏感的特性,飞行
控制系统的设计难度较大[25],具有一定的代表性,用
其验证所设计方法的有效性具有一定的说服力.
令y1 = x1 = [ϕ, θ, ψ]T, x2 = [ϕ̇, θ̇, ψ̇]T, u =

[τϕ, τθ, τψ]
T,四旋翼飞行器姿态系统模型可表示为ẋ1 = F1(x1, x2, t) = ẋ2,

ẋ2 = F2(x1, x2, u) = [f21, f21, f23]
T.

(60)

其中

f21 = (sinϕ tan θ)τθ
jy

+ (cosϕ tan θ)τψ
jz

+

τϕ
jx

+ ϕ̇θ̇ tan θ + ψ̇θ̇

cos θ ,

f22 = cosϕτθ
jy
− sinϕτψ

jz
− ϕ̇θψ̇ cos θ,

f23 =
( sinϕ

cos θ

)τθ
jy

+
(cosϕ

cos θ

)τψ
jz

+
ϕ̇θ̇

cos θ + ψ̇θ̇ tan θ.

绕X、Y、Z轴的转动惯量 jx、jy、jz分别为6.23 ×
10−3 N ·m·s2/rad, 6.23×10−3 N ·m·s2/rad和1.12×
10−3 N ·m · s2/rad;ϕ、θ、ψ分别表示飞行器的滚

转角、俯仰角和偏航角; τϕ、τθ、τψ分别为飞行器

的滚转、俯仰和偏航力矩,是控制输入量.显然,该系
统的增益矩阵G1也满足对于任意的非零向量ε1,有
εT
1G1ε1 > 0.同时,一般情况下增益矩阵G2也满足对

于任意的非零向量ε1,有εT
2G2ε2 > 0.四旋翼飞行器

系统满足假设1.
飞行器的未建模动态∆F2和外部扰动∆2(t)分
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别为

∆F2 =


0.02 sinϕ+ sinϕτϕ
0.02 cos θ + cos θτθ
0.02 sinϕ+ cosϕτϕ

 , (61)

∆2(t) =


−0.436 1 sin(1.6t+ 30◦)

−0.498 4 sin(1.8t+ 50◦)

−0.672 0 sin(2t+ 20◦)

 . (62)

系统的参考输入信号为 yr(t) = [5 sin(2t + 20◦),

5 cos (1.5t+ 10◦), 10 sin(4t+ 10◦)]T.控制输入饱和
函数的界限值为 uM = [0.5, 0.5.0.8]TN·m,期望姿
态界限∆ = [5, 5, 10]T(◦),实际姿态界限为Kc =

[5.1, 5.1, 10.1]T(◦),跟踪误差限制为Kb = Kc − ∆ =

[0.1, 0.1, 0.1]T(◦).因此,只要系统的跟踪误差满足
|ej | ⩽ |x1j − yrj | ⩽ Kbj , j = 1, 2, 3,系统的姿态限制
就不会被违背.根据性能函数的定义和Step 1的设计
可知,只需选择适当的性能函数参数ρ1j(t)和 δ1j ,使
δ1jρ1j0 ⩽ Kbj即可.为此,取参数 δ1j = δ2j = 1,性能
函数选取为ρ1j(t) = (0.1− 0.01)e−4t + 0.01,

ρ2j(t) = (1− 0.03)e−2t + 0.03,
(63)

其中 j = 1, 2, 3.显然,所选取的性能函数能够满足
δ1jρ1j0 ⩽ Kbj .采用式 (46)和 (48)设计的控制器 (k =

2, n = 3),选用式 (49)所描述的参数自适应律和式
(13)、(32)和 (39)的虚拟控制律作为四旋翼飞行器控
制器,其中设计参数为

K1 = diag{0.5, 0.5, 0.5}, K2 = diag{1.5, 1.5, 5},

K3 = diag{35, 35, 35}, K̄ = diag{10, 10, 10}.

仿真时的初始值取为

x01 = [1.635, 4.874, 6.359]T(◦),

x02 = [0.01, 0.02, 0.015]T(rad · s−1).

仿真结果如图3∼图5所示.
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图 5 四旋翼飞行器系统的控制输入变化曲线

图3表明,系统的跟踪误差满足预设的性能需求;
图 4表明,系统的状态始终满足限制条件;图 5为控
制器的实际输入和饱和输入,可知所设计的控制方
法能够很好地抑制饱和受限的影响.所采用的四旋
翼飞行器存在状态受限、输入受限、未建模动态和

外部扰动,控制效果仍然较好,表明针对实际系统所
设计的控制器具有较好的鲁棒性和抗扰性.

4 结 论

本文为MIMO纯反馈系统设计了一种无模型非
线性比例反演控制器,所设计控制器无需系统的具体
模型信息,控制器结构及参数设计简单,便于工程实
现.所设计的控制器融合解决了系统状态受限、输入
饱和受限以及预设性能的问题,并通过仿真实例验证
了方法的有效性.结果表明,该方法具有良好的鲁棒
自适应和抗扰性.
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