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具有不确定转移概率的马尔科夫复杂网络的聚类同步

王燕锋†, 李祖欣, 全立地, 郭晓瑞
(湖州师范学院工学院，浙江湖州 313000)

摘 要: 研究具有不确定转移概率的马尔科夫复杂网络系统的聚类同步问题,系统模型包含耦合的离散时变时滞
和耦合的分布时变时滞.通过充分考虑转移概率的性质和不确定区域的特性,用一个含有较少变量的有效技术代
替传统的Young不等式来约束转移率中的不确定项.同时,利用增广李雅普诺夫泛函和具有较小保守性的积分不
等式,给出新的依赖时滞和时滞导数上下界的聚类同步准则.最后通过数值仿真验证所提出方法的有效性.
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Cluster synchronization of Markovian complex networks with uncertain
transition probabilities
WANG Yan-feng†, LI Zu-xin, QUAN Li-di, GUO Xiao-rui

(College of Engineering，Huzhou University，Huzhou 313000，China)

Abstract: This paper studies the cluster synchronization of Markovian complex networks with uncertain transition rates.
This system model contains constant coupled discrete time varying delay and coupled distributed time varying delay. By
fully considering the property of transition rates and the characteristic of uncertain domains, a more effective technique
in stead of the traditional Young inequality is used to bind the uncertain terms in the transition rates. By applying the
augmented Lyapunov-Krasovskii functional and a less conservative integral inequality, new cluster synchronization
criteria are obtained, which contains the bounds of the delay and the derivative of delay. The example simulation
demonstrates the effectiveness of the proposed method.
Keywords: cluster synchronization；uncertain transition probabilities；Markovian complex networks；augmented
Lyapunov-Krasovskii functional

0 引 䀰

复杂网络是由多个节点和连接两个节点之间边

所组成的网络,网络中的节点代表不同的个体,边表
示个体间的关系.近年来,随着现代科技的飞速发展
和复杂性科学的深入探索,复杂网络的同步问题引起
了人们的广泛关注[1-5].

作为一种特殊的同步现象,聚类同步要求复杂网
络系统中每组节点之间达到同步,且不同组之间达不
到同步[3].由于在生物科学与通信工程上的应用,聚
类同步受到了广泛的研究[3-4,6-8].文献[4]研究了具有
时变时滞复杂网络的指数同步问题,并给出了相应的
聚类同步准则.作为一种特殊的复杂网络,耦合神经
网络的同步问题受到广泛关注[3-4,6-8].文献[6]研究了

具有非相同节点的非线性耦合时滞网络的聚类同步

问题,并给出了新的聚类同步准则.
在实际过程中,神经网络系统经常遇到信息闭锁

现象,使得网络的状态具有有限的模态,并且有一个
马尔科夫链支配这些模态[9].目前,对于马尔科夫神
经网络的研究已经取得了很多成果.文献 [9]研究了
具有马尔科夫跳变和混合时滞的复杂网络的指数同

步问题.然而,对于马尔科夫耦合神经网络的聚类同
步的研究尚不多见.文献 [7]研究了混合时滞耦合神
经网络的聚类同步问题.此后,文献 [8]研究了基于事
件机制的耦合神经网络的牵引同步问题.然而,文献
[7-8]没有考虑信息闭锁情况,当系统出现马尔科夫
跳变时,聚类同步准则不再有效.为了克服以上问题,

收稿日期: 2017-01-10；修回日期: 2017-05-12.
基金项目: 湖州市自然科学基金项目 (2014YZ07).
责任编委: 贾英民.
作者简介: 王燕锋 (1980−),男,副教授,博士,从事网络控制系统、复杂网络、故障检测等研究；李祖欣 (1972−),男,

教授,博士,从事网络控制系统、鲁棒控制、工业自动化系统的集成技术等研究.
†通讯作者. E-mail: neu2009wyf@163.com



742 控 制 与 决 策 第33卷

本文研究具有马尔科夫跳变的复杂网络的聚类同步

问题.由于在实际应用中,完全得到转移概率的全部
信息十分困难,研究具有部分未知转移概率的马尔
科夫系统是很有必要的.文献 [10] 研究了具有不完
全转移率的连续Markov跳变奇异系统的H∞控制问

题.文献 [11]研究了具有不完全转移率的马尔科夫
耦合神经网络的同步问题.此外,在许多实际系统分
析中,精确测得所有转移速率的成本十分昂贵,因此,
具有不确定转移概率的马尔科夫系统引起了广泛研

究[12-16].文献 [15]研究了具有不确定和部分未知转
移概率的马尔科夫复杂网络的指数同步问题.文献
[16]在研究具有不确定转移率的马尔科夫线性系统
时,得到了具有较少变量的稳定准则.然而,对于具有
不确定转移概率的马尔科夫复杂网络中,在处理转移
概率中不确定项时,大部分都利用Young不等式,从
而增加了变量,使得计算比较复杂.鉴于以上讨论,具
有不确定转移概率的马尔科夫复杂网络的聚类同步

问题较少见到报道.
本文以具有不确定转移概率的马尔科夫和非线

性耦合的时变时滞复杂网络为研究对象,通过构造增
广的Lyapunov泛函,利用具有较小保守性的积分不
等式,同时,在处理转移概率中的不确定项时,采用可
以减少变量的新技术,给出了新的聚类同步准则,所
得结果与以往理论相比更具有一般性和实用性.最
后通过数值仿真验证了所提出方法的有效性.

1 问题᧿䘠

考虑如下马尔科夫复杂网络模型:

ẋk(t) =

− C(βt)xk(t) +A(βt)g(xk(t)) +B(βt)g(xk(t−

d(t))) + Uk(t) + a1

N∑
l=1

G
(1)
kl (βt)Γ1(βt)g(xl(t))+

a2

N∑
l=1

G
(2)
kl (βt)Γ2(βt)g(xl(t− d(t)))+

a3

N∑
l=1

G
(3)
kl (βt)Γ3(βt)

w t

t−d(t)
g(xl(s))ds,

k = 1, 2, · · · , N. (1)

其中:xk(t) ∈ Rn为第k个节点的状态向量;C(βt)为

正对角矩;A(βt)、B(βt)为连接权矩阵; g(xk(t)) ∈ Rn

为第k个节点的输出;Uk(t)为外部输入; a1 > 0, a2 >

0, a3 > 0为耦合强度;时变时滞d(t)满足0 ⩽ d(t) ⩽
d,µ1 ⩽ ḋ(t) ⩽ µ2, d、µ1、µ2为常数;Γα1

(βt) (α1 =

1, 2, 3)为节点之间的内部耦合矩阵;G(α1)(βt) =

G
(α1)
kl (βt)N×N (α1 = 1, 2, 3)为耦合结构矩阵,表示网

络的拓扑结构,它们互不相等且满足条件

G
(α1)
kl (βt) ⩾ 0, k ̸= l,

G
(α1)
kk (βt) = −

N∑
l=1,l ̸=k

G
(α1)
kl (βt).

系统模态信号{βt, t ⩾ 0}是一个在有限集合S = {1,
2, · · · , s}里取值的右连续马尔科夫链,具有如下转移
率:

Pr{βt+∆t = j | βt = i} =π̂ij∆t+ o(∆t), i ̸= j;

1 + π̂ii∆t+ o(∆t), i = j.

其中:∆t > 0, lim
∆t→0

(o(∆t)/∆t) = 0; π̂ij ⩾ 0(i ̸= j)

为 t时刻模态 i到 t + ∆t时刻模态 j的转移速率,且

π̂ii = −
s∑

j=1,i̸=j

π̂ij .

本文中,马尔科夫过程的转移率为不确定的.
Dπ = {Π̂ = Π + ∆Π :| ∆πij |⩽ δij , δij ⩾ 0,对
于所有的 i, j ∈ S, j ̸= i}.其中:Π = (πij)(i, j ∈ S)
为已知的常矩阵,∆Π = (∆πij)为模态转移率矩阵

中的不确定项.对于所有的 i, j ∈ S, j ̸= i, πij > 0表

示 π̂ij的估计值. ∆πij = π̂ij −πij为估计误差,属于区

间 [−δij , δij ].对于任意的 i ∈ S ,有πii = −
s∑

j=1,j ̸=i

πij

和∆πii = −
s∑

j=1,j ̸=i

∆πij 成立,πij = πij − δij为 π̂ij

的下界.
给出如下假设和引理.
假设1 [17] 对于任意的x1, x2 ∈ R,存在常数e−r

和e+r ,满足

e−r ⩽ gr(x1)− gr(x2)

x1 − x2
⩽ e+r , r = 1, 2, · · · , n.

记

E1 = diag(e+1 e−1 , · · · , e+n e−n ),

E2 = diag
(e+1 + e−1

2
, · · · , e

+
n + e−n

2

)
.

假设2 将βt简化记作 i(i ∈ G),系统 (1)中的耦
合结构矩阵G(α1)(βt)记作G

(α1)
i (α1 = 1, 2, 3),满足

如下条件: 
Z

(α1)
11,i Z

(α1)
12,i · · · Z

(α1)
1k,i

Z
(α1)
21,i Z

(α1)
22,i · · · Z

(α1)
23,i

...
...

. . .
...

Z
(α1)
k1,i Z

(α1)
k2,i · · · Z

(α1)
kk,i

 .

其中:Z(α1)
ii,i ∈ Rmi×mi ,Z(α1)

ij,i ∈ Rmi×mj , i, j = 1, 2,

· · · , k.在矩阵块Z
(α1)
ij,i 中,每行向量分别相同,Z(α1)

ij,i

= [v
(α1)
i , v

(α1)
i , · · · , v(α1)

i ]T, v(α1)
i = [v

(α1)
1,i , v

(α1)
2,i , · · · ,
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v
(α1)
mj ,i

]T 为向量.
定义1 复杂网络系统 (1)的N个节点,分为mk

个组,即{(1, 2, · · · ,m1), (m1 + 1,m1 + 2, · · · ,m1 +

m2), · · · , (m1+m2+ · · ·+mk−1+1, m1+m2+ · · ·+
mk−1 + 2, · · · ,m1 + m2 + · · · + mk−1 + mk),m1 +

m2 + · · · + mk−1 + mk = N}.对于同一组内的
任意两个节点k和 l的状态xk(t)和xl(t),满足条件
lim
t→∞

E{∥xk(t) − xl(t)∥2} = 0,那么复杂网络系统为
聚类同步的.
引理1 [18] 设f1, f2, · · · , fN : Rm 7→ R在Rm

的开子集D值非负,那么在D上fi的反凸组合满足

min
{αi|αi>0,

∑
i
αi=1}

∑
i

1

αi
fi(t) =∑

i

fi(t) + max
gi,j(t)

∑
i ̸=j

gi,j(t),

s.t.
{
gij : R

m 7→ R, gj,i(t) ≜ gi,j(t),[
fi(t) gi,j(t)

gi,j(t) fj(t)

]
⩾ 0

}
.

引理2 [19] 对于一个正定矩阵R > 0和一个可

微的函数{x(u)|u ∈ [a, b]},如下不等式成立:w b

a
ẋT(a)Rẋ(a)ds ⩾

1

b− a
ΘT

1 RΘ1 +
3

b− a
ΘT

2 RΘ2 +
5

b− a
ΘT

3 RΘ3.

其中

Θ1 = x(b)− x(a),

Θ2 = x(b) + x(a)− 2

b− a

w b

a
x(α)dα,

Θ2 = x(b)− x(a)+

6

b− a

w b

a
x(s)dα− 12

(b− a)2

w b

a

w b

β
x(α)dαdβ.

引理 3 [20] G是 N × N 矩阵且属于集合

T (R̂,K), (N − 1) × (N − 1)矩阵H满足MG =

HM .其中

H = MGJ,

M =


1 −1 0 0 · · · 0

0 1 −1 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · 1 −1


(N−1)×N

,

J =



1 1 1 1 · · · 1

0 1 1 1 · · · 1
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · 0 1

0 0 0 · · · 0 0


N×(N−1)

,

1为环 R̂的乘法单位.此外,对于所有的 i, j ∈ {1, 2,

· · · , N − 1},矩阵H可以写成如下形式:

Hij =

j∑
k=1

(G(ik) −G(i+1,k)).

引理4 [3] (N − m) × (N − m)的矩阵H̃r满足

M̃G(r) = H̃rM̃ ,其中

Z̃(r) =


Z

(r)
11

Z
(r)
22

. . .
Z

(r)
mm


N×N

,

M̃ =


M1

M2

. . .
Mm


(N−k)×N

,

J̃ =


J1

J2

. . .
Jk


N×(N−m)

,

H̃r = M̃Z̃(r)J̃ , Z
(r)
ii ∈ Rmi×mi ,

Mi ∈ R(mi−1)×mi , Ji ∈ Rmi×(mi−1),

r = 1, 2, 3.

2 聚类同步准则

为方便起见,βt简记为i (i ∈ G),系统(1)可写为

ẋk(t) =

− Cixk(t) +Aig(xk(t)) +Big(xk(t− d(t)))+

Uk(t) + a1

N∑
l=1

G
(1)
kl,iΓ1,ig(xl(t)) + a2

N∑
l=1

G
(2)
kl,iΓ2,i×

g(xl(t− d(t))) + a3

N∑
l=1

G
(3)
kl,iΓ3,i

w t

t−d(t)
g(xl(s))ds,

k = 1, 2, · · · , N. (2)

令M = M̃ ⊗ In, M̃定义同引理4,且有

C̄i = IN ⊗ Ci, C̄i
′
= IN−m ⊗ Ci,

Āi = IN ⊗Ai, Āi
′
= IN−m ⊗Ai,

B̄i = IN ⊗Bi, B̄i
′
= IN−m ⊗Bi,

Γ̄α1,i = G
(α1)
i ⊗ Γα1,i, α1 = 1, 2, 3,

x(t) = [xT
1 (t), x

T
2 (t), · · · , xT

N (t)]T,

g(x(t)) = [gT(x1(t)), g
T(x2(t)), . . . , g

T(xN (t))]T,

Ū(t) = [UT
1 (t), UT

2 (t), . . . , UT
N (t)]T,

Ē1 = IN−m ⊗ E1, Ē2 = IN−m ⊗ E2,

eγ = [0(N−m)n×(γ−1)(N−m)n,
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I(N−m)n×(N−m)n, 0(N−m)n×(11−γ)(N−m)n],

γ = 1, 2, · · · , 11,

则系统(2)可写为

ẋ(t) =

− C̄ix(t) + Āig(x(t)) + B̄ig(x(t− d(t))) + Ū(t)+

a1Γ̄1,ig(x(t)) + a2Γ̄2,ig(x(t− d(t)))+

a3Γ̄3,i

w t

t−d(t)
g(x(s))ds. (3)

定理1 在假设1和假设2成立的条件下,系统
(3)为聚类渐近同步的,如果存在 (N − m)n × (N −
m)n维正定矩阵Pi、Yij(i, j ∈ S)、R、S、T、U2、U3、

2(N −m)n× 2(N −m)n维正定矩阵U1、Qα2
(α2 =

1, 2)、(N −m)n× (N −m)n维正定对角矩阵Rα1

(α1 = 1, 2, 3)、3(N −m)n× 3(N −m)n维矩阵X ,
使得对于任意的i ∈ S ,有如下矩阵不等式成立:

Φ̃δ
i < 0, δ = 1, 2, 3, 4; (4)

Pj − Pi − Yij ⩽ 0, ∀j ∈ S, j ̸= i; (5)[
S̄ X

∗ S̄

]
⩾ 0. (6)

其中

Φ̃1
i = Φ̃i(d(t), ḋ(t))d(t)=0,ḋ(t)=µ1

,

Φ̃2
i = Φ̃i(d(t), ḋ(t))d(t)=0,ḋ(t)=µ2

,

Φ̃3
i = Φ̃i(d(t), ḋ(t))d(t)=d,ḋ(t)=µ1

,

Φ̃4
i = Φ̃i(d(t), ḋ(t))d(t)=d,ḋ(t)=µ2

,

Φ̃i(d(t), ḋ(t)) =

Φ1i + Φ̃2i + Φ3(d(t)) + Φ4(d(t), ḋ(t)) + Φ5(ḋ(t)),

Φ1i = Sym{eT
1 PiΥiΘ1}+ΘT

2 (Q1 +Q2)Θ2−

ΘT
3 Q2Θ3 + d(ΥiΘ1)

TSΥiΘ1−

1

d

[
Θ5

Θ6

]T

Ξ̄

[
Θ5

Θ6

]
+ deT

4 Te4 −
1

d
eT
7 Te7+

Sym{eT
8 U3e1 − eT

9 U2e3}+ΘT
2 Ξ1Θ2+

ΘT
5 Ξ2Θ4 +ΘT

3 Ξ3Θ3,

Φ̃2i = eT
1

s∑
j=1,j ̸=i

{πij(Pj − Pi) + 2δijYij}e1,

Φ3(d(t)) = d(t)Sym{eT
8 R(e1 − e3)}+

d(t)ΘT
4

(
Z1 +

1

3
Z3

)
Θ4 + (d−

d(t))Sym{eT
9 R(e1 − e3)}+

(d− d(t))ΘT
6

(
Y1 +

1

3
Y3

)
Θ6,

Φ4(d(t), ḋ(t)) = Sym[d(t)eT
8 , (d−

d(t))eT
9 ]U1[e

T
1 − (1− ḋ(t))eT

2 ,

(1− ḋ(t))eT
2 − eT

3 ]
T,

Φ5(ḋ(t)) = ḋ(t){eT
8 U3e8 − eT

9 U2e9+

Sym(eT
9 U2e9 − eT

8 U3e8)}+ (1−

ḋ(t)){−ΘT
5 Q1Θ4+

Sym(eT
9 U2e2 − eT

8 U3e2)},

Υi = [−C̄i
′
, Āi

′
+ a1H̄1,i, B̄i

′
+ a2H̄2,i, a3H̄3,i],

Θ1 = [eT
1 , e

T
4 , e

T
5 , e

T
7 ]

T, Θ2 = [eT
1 , e

T
4 ]

T,

Θ3 = [eT
3 , e

T
6 ]

T, Θ4 = [eT
2 , e

T
5 ]

T,

Θ5 =

[eT
1 − eT

2 , e
T
1 + eT

2 − 2eT
8 , e

T
1 − eT

2 + 6eT
8 − 6eT

10]
T,

Θ6 =

[eT
2 − eT

3 , e
T
2 + eT

3 − 2eT
9 , e

T
2 − eT

3 + 6eT
9 − 6eT

11]
T.

S̄ = diag[S, 3S, 5S],

Ξ̄ =

[
S̄ X

∗ S̄

]
,

Ξα1
=

[
−Rα1

Ē1 Rα1
Ē2

∗ −Rα1

]
, α1 = 1, 2, 3,

H̄α1,i = H̃α1,i ⊗ Γα1,i, α1 = 1, 2, 3,

H̃α1,i = M̃Z
(α1)
i J̃ , α1 = 1, 2, 3.

M̃和 J̃的定义同引理4.
证 明 对 于 系 统 (3), 考 虑 如 下 Lyapunov-

Krasovskii泛函:

V (x(t), t, i) =

6∑
q=1

[Vq(x(t), t, i)]. (7)

令

ϕ1(t) =

[
Mx(t)

Mg(x(t))

]
, ϕ2(s) =


w t

t−d(t)
Mx(s)ds

w t−d(t)

t−d
Mx(s)ds

 ,

V1(x(t), t, i) = xT(t)MTPiMx(t), (8)

V2(x(t), t, i) =
w t

t−d(t)
ϕT
1 (s)Q1ϕ1(s)ds+w t

t−d
ϕT
1 (s)Q2ϕ1(s)ds, (9)

V3(x(t), t, i) =
w t

t−d
(Mx(s))TdsR

w t

t−d
Mx(s)ds,

(10)

V4(x(t), t, i) =w 0

−d

w t

t+θ
(M ẋ(s))TSM ẋ(s)dsdθ+
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w 0

−d

w t

t+θ
(Mg(x(s)))TTMg(x(s))dsdθ, (11)

V5(x(t), t, i) = ϕT
2 (s)U1ϕ2(s), (12)

V6(x(t), t, i) =

(d− d(t))
( 1

d− d(t)

w t−d(t)

t−d
Mx(s)ds

)T
×

U2

( 1

d− d(t)

w t−d(t)

t−d
Mx(s)ds

)
+

d(t)
( 1

d(t)

w t

t−d(t)
Mx(s)ds

)T
×

U3

( 1

d(t)

w t

t−d(t)
Mx(s)ds

)
, (13)

L为弱无穷小算子

LV1(x(t), t, i) =

2xT(t)MTPiM ẋ(t) +

N∑
j=1

π̂ij(Mx(t))TPjMx(t).

(14)

根据M的结构,可得

M C̄i = C̄i
′
M , M Āi = Āi

′
M ,

M B̄i = B̄i
′
M , M Ū(t) = 0,

M Γ̄α1,i = (M̃ ⊗ In)(G
(α1)
i ⊗ Γα1,i) =

(M̃G
(α1)
i )⊗ Γα1,i = (H̃α1,iM̃)⊗ Γα1,i =

(H̃α1,i ⊗ Γα1,i)(M̃ ⊗ In) = H̄α1,iM , α1 = 1, 2, 3.

由式(14)可得

LV1(x(t), t, i) =

2ξT(t)eT
1 PiΥiΘ1ξ(t)+

N∑
j=1

(πij+ △ πij)(Mx(t))TPjMx(t), (15)

LV2(x(t), t, i) =

ϕT
1 (t)Q1ϕ1(t)− (1− ḋ(t))ϕT

1 (t− d(t))Q1ϕ1(t−

d(t))+ϕT
1 (t)Q2ϕ1(t)− ϕT

1 (t− d)Q1ϕ1(t− d), (16)

LV3(x(t), t, i) =

2
w t

t−d
(Mx(s))TdsR(Mx(t)−Mx(t− d)), (17)

LV4(x(t), t, i) ⩽

d(M ẋ(t))TSM ẋ(t)−
w t

t−d
(M ẋ(s))TSM ẋ(s)ds+

d(Mg(x(t)))TTMg(x(t))−
1

d

w t

t−d(t)
(Mg(x(s)))TdsT

w t

t−d(t)
Mg(x(s))ds,

(18)

LV5(x(t), t, i) =

2ξT(t)

[
d(t)e8

(d− d(t))e9

]T

U1

[
e1 − (1− ḋ(t))e2

(1− ḋ(t))e2 − e3

]
ξ(t),

(19)

LV6(x(t), t, i) =

− ḋ(t)ξT(t)eT
9 U2e9ξ(t) + 2ξT(t)eT

9 U2[(1− ḋ(t))e2−

e3 + ḋ(t)e9]ξ(t) + ḋ(t)ξT(t)eT
8 U3e8ξ(t)+

2ξT(t)eT
8 U3[e1 − (1− ḋ(t))e2 − ḋ(t)e8]ξ(t). (20)

根据引理1和引理2,可得

−
w t

t−d
(M ẋ(s))TSM ẋ(s)ds =

−
w t

t−d(t)
(M ẋ(s))TSM ẋ(s)ds−

w t−d(t)

t−d
(M ẋ(s))TSM ẋ(s)ds ⩽

− 1

d(t)
ζT(t){(eT

1 − eT
2 )S(e1 − e2) + 3(eT

1 + eT
2 −

2eT
8 )S(e1 + e2 − 2e8) + 5(eT

1 − eT
2 + 6eT

8 − 6eT
10)×

S(e1 − e2 + 6e8 − 6e10)}ζ(t)−

ρ2
1

d− d(t)
ζT(t){(eT

2 − eT
3 )S(e2 − e3)+

3(eT
2 + eT

3 − 2eT
9 )S(e2 + e3 − 2e9) + 5(eT

2 − eT
3 +

6eT
9 − 6eT

11)S(e2 − e3 + 6e9 − 6e11)}ζ(t) =

− 1

d(t)
ζT(t)ΘT

5 S̄Θ5ζ(t)−

1

d− d(t)
ζT(t)ΘT

6 S̄Θ6ζ(t) ⩽

− 1

d
ζT(t)

[
Θ5

Θ6

]T

Ξ̄

[
Θ5

Θ6

]
ζ(t), (21)

其中Ξ̄ ⩾ 0.
根据假设1,可得

ϕT
1 (t)

[
−R1Ē1 R1Ē2

∗ −R1

]
ϕ1(t) ⩾ 0, (22)

ϕT
1 (t− d(t))

[
−R2Ē1 R2Ē2

∗ −R2

]
ϕ1(t− d(t)) ⩾ 0,

(23)

ϕT
1 (t− d)

[
−R3Ē1 R3Ē2

∗ −R3

]
ϕ1(t− d) ⩾ 0. (24)

由式(8)∼ (24),可得

E{LV (x(t), t, i)} ⩽ E{ξT(t)Φi(d(t), ḋ(t))ξ(t)}.

其中

ξ(t) ={
(Mx(t))T, (Mx(t− d(t)))T, (Mx(t− d))T,
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(Mg(x(t)))T, (Mg(x(t− d(t))))T,

(Mg(x(t− d)))T,
( w t

t−d(t)
Mg(x(s))ds

)T
,

1

d(t)

( w t

t−d(t)
Mx(s)ds

)T
,

1

d− d(t)

( w t−d(t)

t−d
Mx(s)ds

)T
,

2

(d(t))2

( w 0

−d(t)

w t

t+α
Mx(s)dsdα

)T
,

2

(d− d(t))2

( w −d(t)

−d

w t−d(t)

t+α
Mx(s)dsdα

)T}T
.

因此,得到Φi(d(t), ḋ(t)) < 0,当且仅当Φδ
i < 0, δ =

1, 2, 3, 4.其中

Φδ
i (d(t), ḋ(t)) = Φ̄δ

i (d(t), ḋ(t)) + Φ2i,

Φ̄i(d(t), ḋ(t)) =

Φ1i + Φ3(d(t)) + Φ4(d(t), ḋ(t)) + Φ5(ḋ(t)),

Φ2i = eT
1

N∑
j=1

(πij +∆πij)Pje1, Φ
δ
i = Φ̄δ

i + Φ2i,

Φ̄1
i = Φ̄i(d(t), ḋ(t))d(t)=0,ḋ(t)=µ1

,

Φ̄2
i = Φ̄i(d(t), ḋ(t))d(t)=0,ḋ(t)=µ2

,

Φ̄3
i = Φ̄i(d(t), ḋ(t))d(t)=d,ḋ(t)=µ1

,

Φ̄4
i = Φ̄i(d(t), ḋ(t))d(t)=d,ḋ(t)=µ2

.

应用Dynkin’s公式,可得

E{V (x(t), t, i)} − E{V (x(0), 0, i0)} =

E
{ w t

0
LV (x(s), s, rs)ds

}
. (25)

存在正的常数β,有下式成立:

βE{∥Mx(t)∥2} ⩽

E{V (x(t), t, i)} =

E{V (x(0), 0, i0)}+ E
{ w t

0
LV (x(s), s, rs)ds

}
⩽

E{V (x(0), 0, i0)} − γ
w t

0
E{∥Mx(s)∥2}ds. (26)

则系统(3)为均方聚类渐近同步的.
下面证明当式 (4)∼ (6)成立时,保证Φδ

i < 0(δ =

1, 2, 3, 4)成立.令Θδ
i = e1Φ̄

δ
i e

T
1 , δ = 1, 2, 3, 4,有

e1Φ
δ
i e

T
1 = Θδ

i +
s∑

j=1

(πij +∆πij)Pj =

Θδ
i +

s∑
j=1,j ̸=i

{(πij +∆πij)Pj + (πii +∆πii)Pi} =

Θδ
i +

s∑
j=1,j ̸=i

(πij +∆πij)Pj−

s∑
j=1,j ̸=i

(πij +∆πij)Pi =

Θδ
i +

s∑
j=1,j ̸=i

{(πij − δij + δij +∆πij)(Pj − Pi)} =

Θδ
i +

s∑
j=1,j ̸=i

{πij(Pj − Pi) + (δij +∆πij)(Pj − Pi)},

根据式 (5)和Yij ,∆πij ∈ [−δij , δij ], i, j ∈ S, j

̸= i,可得

(δij +∆πij)(Pj − Pi) ⩽ (δij +∆πij)Yij ⩽ 2δijYij ,

i, j ∈ S, j ≠ i.

因此可得Φδ
i < 0, δ = 1, 2, 3, 4. 2

注1 在式 (21)中,采用具有较小保守性的不等
式引理2,相比 Jensen不等式和反凸组合技术产生了
更紧的下界,从而具有较小的保守性.

注2 文献 [15]采用两个松弛矩阵Gij ,Tij(i, j ∈
S, j ̸= i)来处理转移概率矩阵中的不确定项,从而增
加了决策变量的个数,使得计算较为复杂.本文通过
充分考虑转移概率和不确定项的性质,只采用了一组
松弛变量Yij(i, j ∈ S, j ̸= i)处理不确定项,从而大
大减少了计算复杂度.
注3 文献 [3-4,6-8]分别研究了参数为常矩阵

的复杂网络的聚类同步问题,由于随机故障和外部
环境扰动,复杂网络系统中的参数经常出现马尔科夫
跳变,本文首次研究了具有不确定转移率的马尔科夫
复杂网络的聚类同步问题,并给出了相应的聚类同步
准则,从而该同步准则更具有一般性和实用性.

3 数值仿真

考虑具有6个节点的耦合神经网络模型 (2),参数
如下:

x(t) =

[
x1(t)

x2(t)

]
, g(x(t)) =

[
tanh(x1(t))

tanh(x2(t))

]
,

d(t) = 0.8 + 0.2 sin t, C1 =

[
1.0 0

0 1.0

]
,

A1 =

[
0.3 −0.3

−0.5 0.3

]
, B1 =

[
−4.2 −5.0

−2.3 −5.2

]
,

C2 =

[
1.1 0

0 1.0

]
, A2 =

[
0.3 −0.2

−0.49 0.31

]
,

B2 =

[
−3.8 −4.9

−2.1 −4.8

]
,

G
(α1)
1 = G

(α1)
2 =


−15 14.9 0.05 0.05

14.9 −15 0.05 0.05

0.02 0.02 −12 11.96

0.02 0.02 11.96 −12

 ,
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Γ1,i =

[
4.1 0

0 4.1

]
, Γ2,i =

[
0.2 0

0 0.2

]
,

Γ3,i =

[
0.5 0

0 0.5

]
, i = 1, 2, U(t) =

[
1.0

−0.6

]
.

不确定转移概率矩阵为

Π̂ =

[
−0.9 + ∆π11 0.9 + ∆π12

1.0 + ∆π21 −1.0 + ∆π22

]
,

| ∆πij |⩽ 0.5πij , i, j ∈ S, j ̸= i.

根据假设可知

E1 =

[
0 0

0 0

]
, E2 =

[
0.5 0

0 0.5

]
.

图 1和图 2分别给出了前两个节点和后两个节点的
同步误差,计算公式如下:

e1(t) =

√√√√ 2∑
i=1

(x1i − x2i)2,

e2(t) =

√√√√ 2∑
i=1

(x3i − x4i)2.

0 10 20 30

t /s

0

1

2

3

e
t

1
(

)

图 1 系统 (2)前两个节点的同步误差

0 10 20 30

t /s

0

2

3

4

1

e
t

2
(

)

图 2 系统 (2)后两个节点的同步误差

图3给出了系统(2)的全局误差,计算公式如下:

e(t) =

2∑
i=1

√√√√ 6∑
j=2

(x1i − xji)2.

由定理 1和图 1∼图 3可知,马尔科夫复杂网络系统
(2)为聚类同步的.此外,系统 (2)的模态跳变如图4所
示.
注4 在本文方法中,只采用了一组松弛变量Yij

(i, j ∈ S, j ̸= i)来处理不确定项,与文献 [15]处理转
移概率矩阵中不确定项的方法相比,减少了20个决

策变量.

0 20 40 60

t /s

0

4

8

12

e
t(
)

图 3 系统 (2)全局误差

0 10 20 30

t /s

0

2

3

1

e
t(
)

图 4 系统 (2)模态跳变图

当复杂网络系统 (1)不含马尔科夫跳变时,系统
简化为

ẋk(t) =

− Cxk(t) +Ag(xk(t)) +Bg(xk(t−

d(t))) + Uk(t) + a1

N∑
l=1

G
(1)
kl Γ1g(xl(t))+

a2

N∑
l=1

G
(2)
kl Γ2g(xl(t− d(t)))+

a3

N∑
l=1

G
(3)
kl Γ3

w t

t−d(t)
g(xl(s))ds,

k = 1, 2, · · · , N, (27)

系统参数参见文献[7],其中

C =

[
1.0 0

0 1.0

]
, A =

[
2 −0.1

−5 3

]
,

B =

[
−1.5 −0.1

−0.2 −2.5

]
, U(t) =

[
−0.02

0.04

]
.

通过求解线性矩阵不等式,可以得到本文方法的
最大时滞上界为dmax = 1.130 6.然而,文献 [3,7,21]
的最大时滞上界分别为 dmax = 0.975 3, dmax =

1.009 8和dmax = 0.793 1.因此,本文方法具有较小
的保守性.此外,当模型中含有马尔科夫跳变时,文献
[3,7,21]的方法是不可行的,本文方法更具有普遍性.

4 结 论

本文通过建立增广李雅普诺夫泛函和应用较小

保守性的积分不等式,得到了含有时滞和时滞导数上
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下界依赖的聚类同步准则.在处理转移概率中的不
确定项时,充分考虑转移概率和不确定项的性质,采
用了只含有一组松弛变量的新技术,从而大大减少了
计算负担.所提出方法增加了系统在实际中的运用
范围,更加接近实际存在的系统模型.数值仿真表明
了所提出方法的可行性和有效性.
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