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饱和约束控制系统的吸引域估计
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摘 要: 饱和约束控制系统的吸引域估计是非线性系统领域的一个基本问题,主要涉及到饱和约束的处理和
Lyapunov函数的选取.围绕这两个关键问题,梳理了解决饱和约束控制系统吸引域估计问题的一系列方法,总结
了文献及最近的一些研究结果.
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Estimation of domain of attraction for linear systems with actuator
saturation
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Abstract: The estimation of the domain of attraction of a linear system subject to actuator saturation is one of the
fundamental problems in nonlinear control. Solving this problem involves the treatment of the saturation function and the
choice of the Lyapunov function. For the two problems, this paper reviews a series of approaches to estimate the domain
of attraction of saturated system, and summarizes results in the literature, including some of our recent results.
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0 引 言

在实际的工程控制系统中,由于物理特性的限制
和安全运行的要求,执行器饱和 (有界输入)的现象几
乎随处可见.近几十年来,控制领域的学者们对饱和
约束控制系统给予了广泛关注,系统地研究了饱和约
束控制系统的全局稳定与镇定、半全局镇定以及局

部稳定与镇定等各种问题,获得了非常可观的研究成
果.
全局镇定问题.有界输入下线性系统能够被全

局渐近镇定的一个前提是,该线性系统所有状态在有
界输入下都可以被转移到状态空间的原点.那么一
个基本的问题就是如何判断一个线性系统的所有状

态在有界输入下能否被转移到原点,这需要借助有界
输入下渐近零可控(Asymptotically null controllable by
bounded control,简称ANCBC)的概念[1].如果对于状
态空间内的任意一点,都会存在一个容许的有界输入

将该状态点在有限时间内或者渐近地驱动到原点,则
该系统便是有界输入下渐近零可控的 (ANCBC).实
际上,一个线性系统在有界输入下可实现全局镇定
当且仅当它是ANCBC.文献 [2]证明了一个线性系
统是ANCBC当且仅当该系统作为一个线性系统是
可控的,且其所有开环极点都位于闭的左半平面.因
此,只有ANCBC线性系统才能实现有界输入下的全
局渐近镇定.
在构造全局镇定控制器方面,文献 [3]指出,对

于多积分器系统,如果积分器的数目超过 2个,则线
性反馈不可能实现全局镇定.这意味着对于一般的
ANCBC线性系统,在有界输入下必须借助非线性控
制器实现全局镇定.文献 [4]创造性地构造了嵌套饱
和形式的有界非线性控制器来全局镇定积分器链系

统.文献 [5]在继承嵌套饱和型控制器的基础上,针对
一般形式的ANCBC线性系统分别给出了嵌套饱和
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型与级联饱和型全局镇定控制器的设计方法.
半全局镇定问题.对于一般的ANCBC系统,线

性反馈不可能实现全局镇定,但是因其具有形式简单
且易实现等优点,在ANCBC线性系统的镇定问题上
受到了人们广泛的关注.文献 [6-7]提出低增益反馈
理论,并指出线性反馈所能达到的最好效果是半全局
镇定.所谓半全局镇定,即对于状态空间中一个任意
给定且包含原点的有界集B,都会存在一个状态反馈
使得起始于B的所有系统轨迹均收敛到原点.低增
益反馈矩阵是一族参数化的增益矩阵,记为F (ε),且
随着 ε逼近零,F (ε)也逼近于零矩阵.低增益反馈实
现半全局镇定的主要思想是,对于任意给定的有界集
B,不管其有多大,总会存在一个 ε,使得在B上所有

输入均不饱和,即在B上,含执行器饱和的闭环线性
系统保持线性系统的特性.

目前设计低增益反馈的方法主要有 3类:一类
是基于特征值配置的方法[6-7],将开环极点向左平移
ε;另一类设计方法基于参数H2

[8]或参数H∞
[9]代数

Riccati方程,将它们的解用于构造低增益反馈;第3种
方法结合上述两类方法,设计基于参数Lyapunov方
程解的设计方法[10],也因此同时具有上述两类方法
的优点,即可将增益矩阵表示为ε的显式函数的同时

提供Lyapunov函数.
局部稳定与镇定问题.首先介绍有界输入下零

可控性的相关内容[11].一个状态x0在时间T上是零

可控的,如果存在一个容许控制u使得系统的状态

轨迹 x(t)满足 x(0) = x0和 x(T ) = 0.在时间 T

上所有零可控的状态的集合称为时间 T 上的零可

控域,记为C(T ).另外,一个状态 x0是零可控的,如
果存在一个T ∈ [0,+∞)满足x0 ∈ C(T ).所有零
可控状态的集合称为零可控域,记为C.显然,C =∪
T∈[0,+∞)

C(T ).对于一个ANCBC系统,C为整个状

态空间.开环不稳定的线性系统在有界输入下是不
可能实现全局镇定的,这意味着其零可控域不再是整
个状态空间.这样就产生了一个基本问题,如何描述
在有界输入下线性系统的局部零可控域C.文献 [12-
13]系统研究了这一问题,通过利用系统状态方程的
解,给出了零可控域的一般性描述,并指出饱和输入
下开环不稳定线性系统的零可控域边界是由其反时

间系统的一组边界轨迹(Extremal trajectories)构成的.
对于有界输入下一般的开环不稳定线性系统,其

零可控域的精确描述是很复杂的,更感兴趣的是在给
定控制律的情况下估计闭环系统的吸引域.本文重
点关注一类饱和约束控制系统,即如下所示的带有饱

和输入的线性系统:

ẋ = Ax+Bsat(u), u = Fx. (1)

其中:x ∈ Rn为系统状态,u ∈ Rm为控制输入信号,
F ∈Rm×n为线性反馈增益, sat:Rm →Rm为标量的

向量型饱和函数.对于u = [u1, u2, · · · , um]T, sat(u)
的表达式为

sat(u) = [sat(u1), sat(u2), · · · , sat(um)]T,

sat(uj) = sign(uj)min{1, |uj |}, j = 1, 2, · · · ,m.

对于一个初始状态x(0) = x0,记系统 (1)的状态
轨迹为ϕ(t, x0),则系统(1)原点的吸引域可定义为

S := {x0 ∈ Rn : lim
t→+∞

ϕ(t, x0) = 0}.

根据上述定义,吸引域S是系统 ẋ = Ax+ sat(u)
零可控域C的子集.作为一类特殊且结构简单的系
统,即单输入的二阶反稳定系统 (1),其吸引域的性质
和特点已得到相当深入的研究.例如,文献 [14]指出,
吸引域S的边界记为∂S,是一条封闭曲线;文献 [12]
证明了 ∂S是单输入二阶系统 (1)唯一的极限环,且
S是凸的;此外,文献 [12]还研究了S与C的关系,即
在特定的高增益线性反馈下,增益越大,S越接近于
C.然而,对于形式更一般的系统 (1),其吸引域边界
∂S是几乎无法精确解析刻画的.
既然直接解析描述∂S是不可行的,一个退而求

其次的办法是估计吸引域S.估计饱和约束控制系统
(1)的吸引域是非线性系统领域中一个很基本的研究
问题,这方面学者们付出了大量心血并获得了可观的
研究成果[15-27].在这些研究成果中,使用频率最高的
工具之一是不变集[17].如果起始于某个集合内任意
一个状态的轨迹一直保留在该集合内,则该集合称为
不变集.显然,吸引域S是一个不变集.如果起始于一
个不变集的所有状态轨迹最终收敛到原点,则该不变
集可用来估计系统的吸引域.一般地使用收缩不变
集估计系统吸引域, Lyapunov函数的水平集是常用
的收缩不变集.一个Lyapunov函数水平集是收缩不
变的,如果该Lyapunov函数在该集合中任意非零点
上沿系统轨迹的时间导数都小于零.
使用不变集来估计饱和约束控制系统 (1)的吸

引域涉及到两个方面:饱和约束的处理和Lyapunov
函数的选取.由于饱和函数的非线性,需要利用其
某些特性或者将其表示成某些可方便处理的形式.
Lyapunov函数的选取需要选定适当的 Lyapunov函
数,建立可确保其水平集为收缩不变集的条件.下面
将分别从饱和约束的处理和Lyapunov函数的选取这
两个方面介绍饱和约束控制系统(1)的吸引域估计.
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在开始本文主要内容之前,首先给出一些符号
的定义.对于方阵A, He(A) = A + AT.给定两个
非负整数m,n,m ⩽ n, I[m,n]表示整数集{m,m +

1, · · · , n},Cm
n 表示组合数, Im表示m维单位矩阵.对

于正定矩阵P ∈ Rn×n和正数ρ,E(P, ρ) = {x ∈
Rn : xTPx ⩽ ρ}.

1 饱和约束的处理

比较典型的处理饱和约束的方法有局部扇区条

件 (Local sector condition)和凸包表示法 (Convex hull
representation),下面分别详细叙述这两种处理饱和约
束的方法以及它们在吸引域估计中的应用.

1.1 局部扇区条件

局部扇区条件是将饱和函数置于线性扇区内,
从而得到不等式形式的扇区条件,给定矩阵H ∈
Rm×n,记

L(H) = {x ∈ Rn : ∥Hx∥∞ ⩽ 1}.

显然,L(H)表示Hx未饱和的区域,即 sat(Hx)的线

性区域.局部扇区条件可描述为如下引理.
引理 1 [22] 令F ,H ∈ Rm×n,对于每一个状态

x ∈ L(H),以及任意的正定对角矩阵S ∈ Rm×m,
以下不等式成立:

(Fx− sat(Fx))TS(sat(Fx)−Hx) ⩾ 0. (2)

图1给出了m = 1和n = 1情况下局部扇区条

件的几何解释,其中H > 0.注意到L(H) = [−x0,

x0] = [−H−1, H−1],显然当x ∈ [−x0, x0]时,饱和线
性反馈sat(Fx)位于直线Fx和Hx组成的扇区内.值
得注意的是,不等式 (2)只有当x位于局部区域L(H)

上才是成立的,这也就是不等式 (2)被称为局部扇区
条件的原因.如果令H = 0,则局部扇区条件 (2)将变
为(全局)扇区条件,即

(Fx− sat(Fx))TS(sat(Fx)) ⩾ 0. (3)

1

-1

-x0

1/F x0 x

Fx

Hx

sat( )Fx

图 1 局部扇区条件的几何解释

局部扇区条件的一般使用方法是,将非负项
(Fx − sat(Fx))TS(sat(Fx) − Hx)加到 Lyapunov
函数沿系统轨迹的时间导数上,形成一个由系统状
态和饱和函数构成的增广状态向量的二次型函数.
Lyapunov函数水平集的收缩不变性可由定义这个二

次型函数中矩阵的负定性来确保.
考虑二次Lyapunov函数V (x) = xTPx以及其水

平集椭球E(P ) = {x ∈ Rn : V (x) ⩽ 1},如果E(P )

⊆ L(H),同时有

V̇ (x) = 2xTPẋ ⩽

2xTP (Ax+Bsat(Fx))+

2(Fx− sat(Fx))TS(sat(Fx)−Hx) =

ηT

[
He(PA− FTSH) PB + FTS +HTS

⋆ −2S

]
η < 0,

∀x ∈ E(P ) \ {0},

其中η = [xT satT(Fx)]T,则椭球E(P )是系统 (1)的
收缩不变集.
根据以上分析,有如下定理1.
定理1 给定正定矩阵P ∈ Rn×n,如果存在矩

阵H ∈ Rm×n和正定对角矩阵S ∈ Rm×m,满足[
He(PA− FTSH) PB + FTS +HTS

⋆ −2S

]
< 0 (4)

以及E(P ) ⊆ L(H),则椭球E(P )是系统 (1)的收缩
不变集.
这样,满足定理1的椭球E(P )可以作为系统 (1)

的一个吸引域估计.

1.2 传统型凸包表示法

除了局部扇区条件,另一种广泛使用的处理饱和
约束的方法是传统型凸包表示法.首先定义一组矩
阵,令D为一组m × m对角矩阵构成的集合,其中每
个对角矩阵的对角元素或者是1或者是0.以m = 2

为例,有

D =

{[
1 0

0 1

]
,

[
1 0

0 0

]
,

[
0 0

0 1

]
,

[
0 0

0 0

]}
.

D中有 2m个对角矩阵,每个对角矩阵依次记为Di

(i ∈ I[1, 2m]).令D−
i = Im − Di,有D−

i ∈ D.给定
两个矩阵F, H ∈ Rm×n,矩阵DiF +D−

i H是由矩阵

F中的某些行和矩阵H中另外一些行互补拼合而成,
矩阵F, H中的哪些行被选择组合成DiF +D−

i H ,分
别由Di和D−

i 中为1的对角元素来决定.传统型凸包
表示法[12,24-25]叙述如下.
引理2 令F ,H ∈ Rm×n,对于每一个状态x ∈

L(H),有

sat(Fx) ∈ co{DiFx+D−
i Hx : i ∈ I[1, 2m]}, (5)

其中co{·}为一组向量构成的凸包.

由凸包的定义可知,存在一组满足
2m∑
i=1

αi(x) = 1

的非负标量函数αi(x), i ∈ I[1, 2m],使得
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sat(Fx) =
2m∑
i=1

αi(x)(DiF +D−
i H)x.

考虑二次Lyapunov函数,对于每个x ∈ L(H),有

V̇ (x) = 2xTP (Ax+Bsat(Fx)) =

2xT
2m∑
i=1

αi(x)(P (A+B(DiF +D−
i H)))x.

定理2 [12,25] 给定正定矩阵P ∈ Rn×n,如果存
在矩阵H ∈ Rm×n,满足

He(P (A+BDiF +BD−
i H))<0, i∈I[1, 2m], (6)

以及E(P ) ⊆ L(H),则椭球E(P )是系统 (1)的收缩
不变集.
注1 处理饱和约束的局部扇区条件 (2)和传统

型凸包表示法 (5)均引入了辅助矩阵H ,前者仍然
含有饱和函数,而后者凸包的顶点均是状态的线性
函数,因此传统型凸包表示法的处理更加“彻底”,
较之局部扇区条件具有更小的保守性.对于单输
入的特殊情况,即m = 1,由式 (5)可知, sat(Fx) ∈
co{Fx,Hx},即当x ∈ L(H)时, sat(Fx)位于由Fx

和Hx组成扇区内,此时传统型凸包表示法 (5)等价
于局部扇区条件(2).

为了更直观地理解传统型凸包表示法,以m = 2

为例,图2(a)给出了传统型凸包表示法在输入空间上
的几何表示.图中, fj和hj分别为矩阵F和H的第 j

行, j = 1, 2,阴影区域表示L(H),有[
f1x

f2x

]
=

([
1 0

0 1

]
F +

[
0 0

0 0

]
H

)
x,[

h1x

f2x

]
=

([
0 0

0 1

]
F +

[
1 0

0 0

]
H

)
x,

(a) !"#

(b) $%#

f x2

f x2

h x2

f x1 ]]

f x2

f x1 ]]

f x1
1

-1

]]11
1

f x2

h x1 ]]

h x2

h x1 ]]

]]11
f x2

f x1 ]]

h x31

f x1 ]]
1

-1

1

f x2

h x21 ]]

h x42

h x41 ]]
f x1

图 2 凸包表示法的几何示意图

[
f1x

h2x

]
=

([
1 0

0 0

]
F +

[
0 0

0 1

]
H

)
x,[

h1x

h2x

]
=

([
0 0

0 0

]
F +

[
1 0

0 1

]
H

)
x.

值得注意的是,由于凸包中的每个顶点共用了公
共辅助矩阵H ,凸包的形状必然为矩形 (在三维及三
维以上输入空间中为长方体和多维长方体).

1.3 改进型凸包表示法

如第1.2节所述,传统型凸包的各个顶点共用唯
一的辅助矩阵H ,因此凸包的形状必然是矩形 (多维
长方体),这种形状上的约束会导致传统型凸包表示
法在处理饱和函数时的保守性.可以观察到,如果将
图2(a)中的顶点Hx(其对应的对角矩阵D−

i = I2)移
动到阴影区域中的其他位置,则会形成一个新凸包,
即形状更一般的四边形,如图 2(b)所示.图中,hij为

矩阵Hi ∈ R2×2的第j行, j = 1, 2, i = 1, 2, 3, 4,有[
f1x

f2x

]
=

([
1 0

0 1

]
F +

[
0 0

0 0

]
H1

)
x,[

h21x

f2x

]
=

([
0 0

0 1

]
F +

[
1 0

0 0

]
H2

)
x,[

f1x

h32x

]
=

([
1 0

0 0

]
F +

[
0 0

0 1

]
H3

)
x,[

h41x

h42x

]
=

([
0 0

0 0

]
F +

[
1 0

0 1

]
H4

)
x.

此时,饱和线性反馈sat(Fx)依旧位于新凸包内,且新
凸包的每个顶点各自对应着一个彼此独立的辅助矩

阵,从而使得凸包形状不再受到公共辅助矩阵的约
束.基于上述事实,给出处理饱和约束的改进型凸包
表示法.
引理3 [26] 令F ,Hi ∈ Rm×n, i ∈ I[1, 2m],对于每

个状态x ∈ L(Hi),∀ i ∈ I[1, 2m],有

sat(Fx) ∈ co{DiFx+D−
i Hix : i ∈ I[1, 2m]}. (7)

显然,如果令Hi = H , i ∈ I[1, 2m],则改进型凸
包表示法 (7)将退化为传统型凸包表示法 (5).改进型
凸包表示法为凸包的每个顶点引入了独立的辅助矩

阵Hi,在不改变凸包表现形式的基础上,大大增加了
自由变量的数量,降低了处理饱和约束的保守性,从
而可得到一组保守性更小的可确保椭球E(P )收缩

不变性的充分条件[21,23,26].
定理3 给定正定矩阵P ∈ Rn×n,如果存在矩

阵Hi ∈ Rm×n, i ∈ I[1, 2m],满足

He(P (A+BDiF+BD−
i Hi))<0, i ∈ I[1, 2m], (8)
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以及E(P ) ⊆
2m∩
i=1

L(Hi),则椭球E(P )是系统 (1)的收

缩不变集.
注2 局部扇区条件和凸包表示法不仅可以处

理单层饱和函数sat(Fx),经过扩展后,也可用来处理
嵌套饱和函数和分段线性函数,详细结果参见文献
[16,20,28-31].

1.4 优化问题

通过使用处理饱和约束的不同方法,定理1∼定
理3给出了确保椭球E(P )收缩不变性的充分条件,
满足定理1∼定理3中任一组条件的椭球E(P )均可

作为饱和约束控制系统 (1)的一个吸引域估计.在所
有的吸引域估计中,最感兴趣的是其中最大的收缩不
变椭球.为了找到一个尽可能大的椭球,需要构建以
椭球收缩不变性条件为约束的优化问题.首先需要
一个衡量椭球E(P )大小的标准,令XR ⊂ Rn为具有

某种期望形状且包含零点的有界闭集,称为形状参考
集.对于某一正实数α,记αXR = {αx : x ∈ XR}.显
然,对于一个集合S,满足αXR ⊆ S的α越大,集合
S也越大.本文选择多面体形状的参考集,即XR =

co{x1, x2, · · · , xN},其中xp ∈ Rn, p ∈ I[1, N ].特别
地,当N = 1,即XR = {x1}时,一个最大的α意味着

集合S在x1方向上是最大的.根据上述叙述,可以通
过最大化参数α获得最大的吸引域估计.以定理2为
例,相应的优化问题构造如下:

max
P>0,H

α. (9)

s.t. a) αXR ⊆ E(P );

b) He(P (A+BDiF +BD−
i H)) ⩽ 0,

i ∈ I[1, 2m];

c) E(P ) ⊆ L(H).

为了求解上述优化问题,需要将集包含约束条件
a)和 c)转化为可数值计算的矩阵不等式条件.约束
条件a)等价于

α2xT
p Pxp ⩽ 1, ⇔

 1

α2
xT
p

xp P−1

 ⩾ 0, p ∈ I[1, N ].

约束条件c)等价于

hjP
−1hT

j ⩽ 1, ⇔

[
1 hjP

−1

⋆ P−1

]
⩾ 0, ∈ I[1,m],

其中hj为矩阵H的第j行.此外,约束条件b)可写为

He(AP−1 +BDiFP−1 +BD−
i HP−1) < 0,

其中 i ∈ I[1, 2m].令γ = 1/α2,Q = P−1,Z = HP−1,
则优化问题 (9)可等价为下列线性矩阵不等式

(Linear matrix inequality, LMI)形式的优化问题[12,25]:

min
Q>0,Z

γ. (10)

s.t. a)
[
γ xT

l

xl Q

]
⩾ 0, l ∈ I[1, p];

b) He(AQ+BDiFQ+BD−
i Z) ⩽ 0,

i ∈ I[1, 2m];

c)
[
1 zj

zT
j Q

]
⩾ 0, j ∈ I[1,m].

其中zj为矩阵Z的第j行.类似地,可以根据定理1和
定理3构建与式 (10)相似的线性矩阵不等式优化问
题,求解相应的最大收缩不变椭球.

1.5 数值仿真

例1 考虑带有下列参数的饱和约束控制系统

(1):

A =

[
0 2

−3 0.4

]
, B =

[
1.4 3

0 −0.7

]
,

F =

[
−0.469 8 −0.077 0

−0.831 8 0.764 0

]
.

选取形状参考集XR = {x1},其中x1 = [0 1]T.
分别求解以定理 1∼定理 3中椭球收缩不变性条件
为约束的优化问题,得到

α局部扇区opt = 7.773 9,

P局部扇区opt =

[
0.020 1 −0.003 8

−0.003 8 0.016 5

]
;

α传统凸包opt = 8.103 9,

P传统凸包opt =

[
0.018 4 −0.003 4

−0.003 4 0.015 2

]
;

α改进凸包opt = 8.824 9,

P改进凸包opt =

[
0.015 7 −0.002 6

−0.002 6 0.012 8

]
.

从αopt的数值看,利用改进型凸包表示法处理饱
和约束可获得最大的收缩不变椭球,传统型凸包表示
法次之,两者均优于局部扇区条件.此外,为了形象地
比较上述3种结果,在图3中展示了3个最优椭球,其
中基于改进型凸包表示法的最优椭球 (实线)最大,这
表明较之传统型凸包表示法 (虚线)和局部扇区条件
(点线),改进型凸包表示法在处理饱和约束方面具有
最小的保守性.
另一方面,通过仿真得到系统 (1)真实吸引域的

边界,即图3中最外层的封闭曲线.尽管改进型凸包
表示法在 3种处理饱和约束方法中保守性最小,但
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图 3 最大收缩不变椭球

是基于它和二次Lyapunov函数得到的吸引域估计距
离系统真实的吸引域还存在较大差距.下一节将从
Lyapunov函数选取角度讨论获得更大的吸引域估计.

2 Lyapunov函数的选取
2.1 二次Lyapunov函数

作为处理饱和约束的主要工具,局部扇区条件和
凸包表示法可用于将二次Lyapunov函数沿系统轨迹
的时间导数表达成一个负定的二次型函数,从而进一
步得到使得二次Lyapunov函数的时间导数为负的线
性矩阵不等式条件.基于该条件,构建相应的优化问
题,得到最优的收缩不变椭球,以作为饱和约束控制
系统的吸引域估计.

很自然地会有这样一个问题:通过求解优化问
题得到的最优收缩不变椭球是不是最大的？首先给

出最大收缩不变椭球的定义.
定义1 记ρc := sup{ρ : E(P, ρ)收缩不变},椭

球E(P, ρc)是最大收缩不变椭球.
根据上述定义,有以下两个事实: 1) 对于任一

x ∈ E◦(P, ρc) \ {0}, V̇ (x) < 0; 2) 存在某些x0 ∈
∂E(P, ρc)使得 V̇ (x0) = 0.其中:E◦(P, ρc) = {x :

xTPx < ρc}, ∂E(P, ρc) = {x : xTPx = ρc}.
对于单输入的饱和约束控制系统 (1), sat(Fx) ∈

co{Fx, Hx},x ∈ L(H),其中H是辅助反馈矩阵.给
定满足He(P (A+BF )) < 0的正定矩阵P ,根据定理
2可知,满足条件He(P (A + BH)) < 0和E(P, ρ) ⊆
L(H)的椭球E(P, ρ)是收缩不变的.为了求解一个
尽可能大的收缩不变椭球,建立如下优化问题:

max
H∈R1×n

ρ. (11)

s.t. a) (A+BH)TP + P (A+BH) ⩽ 0;

b) ρHP−1HT ⩽ 1.

记ρ∗是优化问题 (11)的最优解.由于文献 [32-33]已
经证明了式 (11)中的两个约束条件也是椭球收缩不
变性的必要条件,有ρ∗ = ρc.
例2 考虑带有如下参数的单输入饱和约束控

制系统(1):

A =

[
0.6 −0.8

0.8 0.6

]
, B =

[
2

4

]
, F =

[
1.223 1

−2.248 6

]T

.

令P =

[
2.462 8 −1.537 2

−1.537 2 1.330 7

]
.求解优化问题

(10),可得ρ∗ = 1.468 6.为了验证最优椭球E(P, ρ∗)

是最大收缩不变椭球,沿着椭球边界∂E(P, ρ∗)将二

次Lyapunov函数V (x) = xTPx的时间导数绘于图4
中,图4中横坐标θ表示∂E(P, ρ∗)上x的角度.

0 1 2 3 4 5 6 7
θ

0

-2

-4

-6

V
x(
)

.

图 4 沿着椭球边界∂E(P, ρ∗)的 V̇ (x)(例2)

显然, V̇ (x)在∂E(P, ρ∗)上的最大值为0,即存在
x0 ∈ ∂E(P, ρ∗)使得 V̇ (x0) = 0.因此,最优椭球
E(P, ρ∗)为最大收缩不变椭球,即ρ∗ = ρc.
对于多输入系统而言,确保椭球收缩不变性的充

分条件不一定是必要的.构建如下优化问题:

max
H∈Rm×n

ρ. (12)

s.t. a) He(P (A+BDiF +BD−
i H)) ⩽ 0,

i ∈ I[1, 2m];

b) ρhjP
−1hT

j ⩽ 1, j ∈ I[1,m].

记ρ∗为优化问题(12)的最优解.
例3 考虑如下系统参数:

A =

[
0.6 −0.8

0.8 0.6

]
, B =

[
0.882 8 −0.145 5

0.284 2 −0.089 6

]
,

F =

[
2.692 1 −9.151 1

−0.977 8 −18.248 7

]
.

令 P =

[
0.277 3 −0.381 5

−0.381 5 7.860 6

]
,求解优化问题

(12),可得ρ∗ = 0.034 2.如图5中虚线所示, V̇ (x)在

∂E(P, ρ∗)上的最大值小于0,也即意味着ρ∗ ̸= ρc.

0 1 2 3 4 5 6 7
θ

0

-0.04

-0.08

-0.12

-0.16

V
x(
)

.

图 5 沿椭球边界∂E(P, ρ∗), ∂E(P, 0.044 8)的 V̇ (x)(例3)
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考虑另一个两输入的系统.
例4

A =

[
0.6 −0.8

0.8 0.6

]
, B =

[
−2 −1

4 0

]
,

F =

[
1.223 1 −2.248 6

0.540 2 9.125 4

]
.

令 P =

[
4.462 8 −3.037 2

−3.037 2 3.330 7

]
.求解优化问题

(12),可得 ρ∗ = 0.725 8.与例 3不同的是, V̇ (x)在

∂E(P, ρ∗)上的最大值等于0,如图6所示,即ρ∗ = ρc.

0 1 2 3 4 5 6 7
θ

0

-4

-8

-12

V
x(
)

图 6 沿着椭球边界∂E(P, ρ∗)的 V̇ (x)(例4)

对于不同的多输入饱和约束控制系统 (1),通过
求解优化问题 (12),有的可得到最大收缩不变椭球,
有的则不能.这意味着只有当优化问题 (12)的最优
解满足某些附加条件时,才能得到最大收缩不变椭
球.文献 [34]提供了一组附加条件,并证明了当这些
附加条件满足时,最优椭球E(P, ρ∗)必然是最大收缩

不变椭球,即ρ∗ = ρc.在例3和例4中,例4中的最优
解满足文献 [34]提出的附加条件,而例 3未满足.尽
管文献 [34]中判定最大收缩不变椭球的方法仍存在
局限,但应该指出的是,该方法已经是目前利用线性
矩阵不等式来求解最大收缩不变椭球最好的结果.
当优化问题 (12)的最优解不能满足文献 [34]给

出的附加条件时,针对如何求解最大收缩不变椭
球,文献 [35-36]提出了一种基于代数计算的求解方
法.对于任意的多输入饱和约束控制系统 (1),均能
得到其最大收缩不变椭球,结果无保守性.对于例3,
利用代数计算法可得到 ρc = 0.044 8.图 5验证了
E(P, 0.044 8)是最大收缩不变椭球.

2.2 凸包Lyapunov函数

二次Lyapunov函数因其简易性被广泛地应用于
饱和约束控制系统的稳定性分析及控制器设计.然
而,在系统分析与综合过程中,使用二次 Lyapunov
函数会存在很大的保守性.如图 5所示,基于二次
Lyapunov函数的吸引域估计与真实的吸引域之间
存在较大的差距,为了降低由二次Lyapunov函数带
来的保守性,学者们提出了多种非二次Lyapunov函

数,其中凸包 Lyapunov函数 (Convex hull Lyapunov
function)[37]由于具有良好的特性而备受关注.给定
一组正定矩阵Qj ∈ Rn×n, j ∈ I[1, J ].令Γ =

{
γ =

[γ1, γ2, · · · , γJ ]T ∈ RJ : γj ⩾ 0,
J∑

j=1

γj = 1
}

.凸包

Lyapunov函数定义为

Vc(x) := min
γ∈Γ

xT
( J∑

j=1

γjQj

)−1

x. (13)

显然,Vc(x)是二次齐次的,即Vc(αx) = α2Vc(x).当
J = 1或Q1 = Q2 = · · · = QJ时,Vc(x)将退化

为二次Lyapunov函数V (x) = xTQ−1
1 x.此外,Vc(x)

是凸的且连续可微的.定义 Vc(x)的一个水平集为

LVc
(1) = {x ∈ Rn : Vc(x) ⩽ 1}.显然,椭球E(Q−1

j )

⊂ LVc
(1),且有

LVc
(1) = co{E(Q−1

j ) : j ∈ I[1, J ]} ={ J∑
j=1

γjxj : xj ∈ E(Q−1
j ), γ ∈ Γ

}
,

即由一组椭球E(Q−1
j )组成的凸包构成了Vc(x)的水

平集LVc
(1).如果x ∈ ∂LVc

∩
∂E(Q−1

j ),则有

xTQ−1
j (Qk −Qj)Q

−1
j x ⩽ 0, k ∈ I[1, J ].

这一特性在凸包Lyapunov函数用于吸引域估计过程
中起到重要作用[38].凸包Lyapunov函数的其他性质
见文献[37,39-40].
如果采用传统型凸包表示法处理饱和约束,则有

如下定理4.
定理 4 [38] 考虑饱和约束控制系统 (1),如果

存在矩阵组Hj ∈ Rm×n和非负标量组βijk, i ∈
I[1, 2m], j, k ∈ I[1, J ],满足

He((A+B(DiF +D−
i Hj))Qj) <

J∑
k=1

βijk(Qk −Qj), i ∈ I[1, 2m], j ∈ I[1, J ]; (14)

hjlQjh
T
jl ⩽ 1, l ∈ I[1,m], j ∈ I[1, J ]. (15)

其中hjl为矩阵Hj的第 l行.则水平集LVc
(1)是收缩

不变的.
注意到,每一个Qj对应着相互独立的辅助矩阵

Hj .令J = 1或者Q1 = Q2 = · · · = QJ ,定理4将
退化为定理 2.为了获得尽可能大的吸引域估计,构
建如下优化问题:

max
Qj>0,Zj , βijk⩾0, µpj⩾0

α. (16)

s.t. a)


1 αxT

p

αxp

J∑
j=1

µpjQj

 ⩾ 0, p ∈ I[1, N ];
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b) He((A+BDiF )Qj +BD−
i Zj) <

J∑
k=1

βijk(Qk −Qj), i ∈ I[1, 2m];

c)
[
1 zjl

zT
jl Qj

]
⩾ 0, l ∈ I[1,m], j ∈ I[1, J ];

d)
J∑

j=1

µpj = 1, p ∈ I[1, N ].

其中: a)等价于集包含条件αXR ∈ LVc
(1),XR =

co{xp : p∈I[1, N ]}, zjl为矩阵Zj=HjQj的第 l行.
与优化问题 (10)不同,优化问题 (16)是基于双线

性矩阵不等式 (Bilinear matrix inequality, BMI)的,因
为其约束条件a)和b)中含有未知正定矩阵和未知标
量的乘积项,优化问题 (16)不是一个凸优化问题.一
般来讲, BMI优化问题的全局最优解很难得到.一个
退而求其次的方法是通过构建一个迭代的LMI算法
求解BMI问题.对应优化问题 (16),文献 [38]提供了
一种基于 path-following[41]的迭代算法.该迭代算法
以优化问题 (10)的最优解为初始值.尽管这样的初
始值选择会影响到迭代算法的最终解,但可以保证迭
代算法的最终解不会比初始值差.
如果选择改进型凸包表示法处理饱和约束,则有

如下定理5,包含了更多的辅助矩阵.
定理 5 [36] 考虑饱和约束控制系统 (1),如果

存在矩阵组Hij ∈ Rm×n和非负标量组βijk, i ∈
I[1, 2m], j, k ∈ I[1, J ],满足

He((A+B(DiF +D−
i Hij))Qj) <

J∑
k=1

βijk(Qk −Qj), i ∈ I[1, 2m], j ∈ I[1, J ]; (17)

hijlQjh
T
ijl ⩽ 1, l ∈ I[1,m], j ∈ I[1, J ]. (18)

其中hijl为矩阵Hij的第 l行.则水平集LVc
(1)是收缩

不变的.
为了验证凸包Lyapunov函数在吸引域估计方面

的优越性,仍以例1中的系统为例.选取形状参考向
量x1 = [0 1]T且令J = 2,求解相应的优化问题,
可得到如下结果:

α凸包Lyapunov+传统凸包 = 9.927 7,

Q凸包Lyapunov+传统凸包
1 =

[
80.116 0 15.391 1

15.391 1 101.647 8

]
,

Q凸包Lyapunov+传统凸包
2 =

[
78.232 0 20.170 8

20.170 8 98.853 0

]
;

α凸包Lyapunov+改进凸包 = 10.541 6,

Q凸包Lyapunov+改进凸包
1 =

[
89.219 5 15.504 8

15.504 8 113.908 3

]
,

Q凸包Lyapunov+改进凸包
2 =

[
87.485 4 22.083 6

22.083 6 110.026 5

]
.

从α数值结果看,定理5可获得最大的吸引域估
计,因为其引入了最多的辅助矩阵.另一方面,凸包
Lyapunov函数得到的α均比二次Lyapunov函数得到
的大,这表明在吸引域估计方面凸包Lyapunov函数
比二次Lyapunov函数具有更小的保守性.
将上面得到的凸包Lyapunov函数水平集绘于图

7中 (由内而外依次为基于二次Lyapunov函数的定理
1、定理2、定理3和基于凸包Lyapunov函数的定理4、
定理 5).图中点划线闭合区域为利用凸包Lyapunov
函数和传统凸包表示法得到的吸引域估计,外层虚
线闭合区域则是使用凸包Lyapunov函数和改进型凸
包表示法得到的吸引域估计,内部的3个吸引域估计
是第1节中采用二次Lyapunov函数得到的.显然,基
于凸包Lyapunov函数的吸引域估计明显比利用二次
Lyapunov函数得到的大,更接近真实的吸引域.
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图 7 基于不同方法的吸引域估计 (1)

注3 另外一种由多个子二次函数组成且广泛

使用的复合型Lyapunov函数是最大Lyapunov函数
(Max quadratic Lyapunov function)[38],定义为

Vmax(x) = max{xTPjx : j ∈ I[1, J ]},

其中Pj为正定矩阵.水平集{x : Vmax(x) ⩽ 1}为
J个椭球E(Pj)的交集,文献 [39]已经证明了Vc(x)与

Vmax(x)之间的共轭性,使用最大Lyapunov函数估计
饱和约束控制系统吸引域的相关结果见文献[38].

2.3 分段二次Lyapunov函数

凸包Lyapunov函数和最大Lyapunov函数等复合
型Lyapunov函数是由若干个子二次函数通过不同
方式组合得到的,从“一”到“多”实现了对二次
Lyapunov函数的拓展,从而获得了更大的吸引域估
计.
另外一种对二次 Lyapunov函数的扩展则引入

了饱和约束的信息.例如,文献 [18]提出了一种依赖
饱和的Lyapunov函数 (Saturation-dependent Lyapunov



832 控 制 与 决 策 第33卷

function),通过饱和系数将若干个子二次函数组合
而成;文献 [42-43]将饱和 (死区)函数的积分项加
到二次 Lyapunov函数中,构成了 Lure-Postnikov型
Lyapunov函数,即

VL(x) = xTPx+

m∑
j=1

w uj

0
dz(σ)wjdσ.

其中: dz(u) = u− sat(u)表示死区函数,wj > 0.考虑
到死区函数的特有性质,VL(x)可等价地写成

VL(x) =

[
x

dz(u)

]T [
P 0

0 W

][
x

dz(u)

]
,

其中W = diag{w1, w2, · · · , wm}.其随后又被扩
展成具有更多自由变量的分段二次Lyapunov函数
(Piecewise quadratic Lyapunov function)[19],即

VP (x) =

[
x

dz(u)

]T [
P1 P2

PT
2 P3

][
x

dz(u)

]
,

其中矩阵

[
P1 P2

PT
2 P3

]
=: P ∈ R(n+m)×(n+m)为正定矩

阵.通过将饱和 (死区)函数的特殊性质 (如死区函数
的类扇区条件[19]、饱和函数局部的时间导数为0[27]

等)融入到VP (x)的方向导数中,可以得到保守性更
小的局部稳定性条件,继而获得更大的吸引域估计.
然而,分段二次 Lyapunov函数仍然存在保守

性.由于dz(u)是系统状态的函数,对于所有的系统状
态x ∈ Rn,增广向量ξ := [xT dzT(u)]T ∈ Rn+m必

然遍历不了整个Rn+m空间.因此,用矩阵P的正定

性保证VP (x)在局部非零区域上为正,是存在保守性
的.为了降低这样的保守性,可利用死区函数的局部
扇区条件

dzT(u)S0(u− dz(u)−H0ξ) ⩾ 0, u = Fx,

构造扩展型分段二次Lyapunov函数[44-45],即

VG(x) = VP (x) + 2dzT(u)S(u− dz(u)−H0ξ) =

ξT

[
P1 ⋆

Ξ P3 − He(S0(Im +H02))

]
ξ :=

ξTGξ.

其中:S0为任意对角正定矩阵, ∥H0ξ∥ ⩽ 1,H0 ∈
Rm×(n+m);Ξ = PT

2 + S0(F − H01),H01 ∈ Rm×n,
H02 ∈ Rm×m, [H01 H02] = H0.

与VP (x)不同的是,VG(x)在G非正定的情况下

也能在局部非零区域内保持正定性.对于所有满足
∥H0ξ∥ ⩽ 1的非零x,P的正定性和局部扇区条件可
确保VG(x) > 0,但矩阵G不必满足正定性;当H0 =

0时,有

G =

[
P1 ⋆

PT
2 + S0F P3 − 2S0

]
.

显然,当S0的元素都充分大时,G将不满足正定性.
定义VG(x)的水平集

EG(P, S0,H0) =

{x ∈ Rn : VG(x) ⩽ 1, ∥H0ξ∥∞ ⩽ 1}.

水平集EG(P, S0,H0)的收缩不变性条件在下面

定理6中给出.
定理6 [45] 考虑饱和约束控制系统 (1),给定正

定矩阵P ∈ R(n+m)×(n+m),如果存在对角矩阵组
Sj , j ∈ I[0, 3](S0 > 0, S1 > 0)和矩阵组H01, H11 ∈
Rm×n,H02, H12 ∈ Rm×m,满足

He
( 3∑

j=0

Ξj + Ψ0 + Ψ1

)
< 0, (19)[

1 hjk

⋆ P

]
⩾ 0, j = 0, 1, k ∈ I[1,m], (20)

则水平集EG(P, S0,H0)是系统 (1)的一个收缩不变
集.其中:hjk为矩阵Hj = [Hj1 Hj2](j = 0, 1)的第k

行,且有

Ψ0 = [0 Im 0]TS0[F −H01 − Im −H02]×A+BF −B 0

0 0 Im

 ,

Ψ1 = [0 Im]TS0[F −H01 − Im −H02 0],

Ξ0 = [In+m 0]TP

A+BF −B 0

0 0 Im

 ,

Ξ1 = [0 Im 0]TS1[F −H11 − Im −H12 0],

Ξ2 = [0 Im]TS2[F (A+BF ) − FB − Im],

Ξ3 = [0 Im 0]TS3[F (A+BF ) − FB − Im].

(21)

令S0 = 0m,VG(x)将退化为VP (x).相应地,H0

= 0,Ψ0 = 0和Ψ1 = 0,此时定理6中的条件 (19)和
(20)可确保VP (x)水平集{x ∈ Rn : VP (x) ⩽ 1}的
收缩不变性.
根据定理6中水平集EG(P, S0,H0)的收缩不变

性条件,为获得尽可能大的水平集作为吸引域估计,
构建如下优化问题:

min
P>0,H0,H1,S0,S2,S3>0,S4,S5

γ = tr(G); (22)

s.t. a)不等式(19),

b)不等式(20).

上述优化问题是BMI问题,可参考文献 [19]的方法,
建立基于直接迭代策略的求解算法,得到优化问题
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(22)的一个次优解.
下面仍然以例1中的饱和约束控制系统为例.求

解优化问题(22),可得到

G =


0.008 4 −0.001 1 −0.001 2 −0.006 3

−0.001 1 0.008 9 −0.000 4 0.004 5

−0.001 2 −0.000 4 0.000 1 0.000 1

−0.006 3 0.004 5 0.000 1 −0.013 3

 ,

特征值集合为{−0.015 7, −0.000 1, 0.007 7, 0.012 1}.
显然,G是非正定的.将相应的水平集EG(P, S0,H0)

绘于图8中,如外层实线所示 (由内而外依次为基于
二次Lyapunov函数的定理1、定理2、定理3和基于
分段二次Lyapunov函数、扩展型分段二次Lyapunov
函数方法).外层短划线所示的区域是由分段二次
Lyapunov函数得到的吸引域估计,最内侧 3个区域
是二次Lyapunov函数的结果.很明显,基于扩展型分
段二次Lyapunov函数的吸引域估计最大.
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图 8 基于不同方法的吸引域估计 (2)

注4 利用扩展型分段二次Lyapunov函数和凸
包Lyapunov函数得到的吸引域估计均明显大于二次
Lyapunov函数方法.在例1中,前者得到的吸引域估
计略大于后者.尽管没有理论结果表明扩展型分段
二次Lyapunov函数一定优于凸包Lyapunov函数,但
前者对应的优化问题的计算量明显小于后者,即在每
次迭代中,前者需要求解2m + 1个线性矩阵不等式,

后者需要求解J
(
2m +

J∑
j=1

jCj
m

)
个线性矩阵不等式.

3 结 论

本文介绍了饱和约束的多种处理方法和不同的

Lyapunov函数,总结了它们在饱和约束控制系统吸
引域估计中的应用.这些处理方法和Lyapunov函数
也成功地用于饱和约束控制系统的鲁棒稳定性分析、

抗积分器溢满补偿器设计等.此外,本文介绍的方法
已在磁悬浮轴承[46]、超高速航行器[47]等吸引域估计

中得到应用.
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