
第 33卷 第 5期 控 制 与 决 策 Vol.33 No.5
2018年 5月 Control and Decision May 2018

文章编号: 1001-0920(2018)05-0866-13 DOI: 10.13195/j.kzyjc.2017.1456

滤波器组框架理论及其在图信号处理中的应用

柴 利†, 易静文, 盛玉霞
(武汉科技大学冶金自动化与检测技术教育部工程研究中心，武汉 430081)

摘 要: 滤波器组框架理论是应用数学、信号处理、图像处理和数字通信等领域的重要问题之一,对滤波器组框架
的分析和设计问题进行研究有着重要的科学意义和应用前景.近年来,随着高维非规则化数据信息大量涌现,很
多学者开始研究图信号处理的滤波器组方法.因此对滤波器组框架理论及其在图信号处理中的应用进行了综述
研究.首先对传统滤波器组框架理论的基础知识进行概述,总结滤波器组框架分析与设计方法;然后重点介绍两
类图信号处理架构以及图滤波器组的最新研究成果;最后对未来的研究进行展望.
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Filter bank frames: Theory and application in graph signal processing
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(Engineering Research Center of Metallurgical Automation and Measurement Technology，Wuhan University of Science
and Technology，Wuhan 430081，China)

Abstract: Filter bank frame is one of the most important topics in applied mathematics, signal processing, image
processing and digital communication. The analysis and design of filter bank frames have great scientific significance
and practical merits. In recent years, with the emergence of high-dimensional data in irregular domains, many scholars
began studying the filter bank methods in graph signals processing. In this paper, we review the filter bank theory and
its applications in graph signal processing. After a brief introduction on the background knowledge of filter banks and
frames, we summarize various methods in the analysis and design of filter bank frames. Then we present in detail two
frameworks of graph signal processing and the state-of-the-art research on graph filter banks. Finally, some interesting
problems of the future research are discussed.
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0 引 言

框架 (Frame)理论和滤波器组 (Filter bank)是描
述和处理信息冗余性的数学方法.除了数学上的研
究意义外,它还是量子计算、信息处理、网络传输和
通信系统等领域的重要工具之一,已被广泛地应用于
很多工程领域,如量子测量与量子计算、核磁共振成
像技术、生物系统和蛋白质分类、编码理论、量化器优

化设计、鲁棒信息传输、OFDM通信系统、图像与视频
处理、传感器网络中的信息处理等等[1-3]. Kovacevic
等[1]从信号处理的角度详细介绍了有关框架理论的

基本知识和许多典型的应用领域.近几年,滤波器组
又在深度卷积神经网络中得到应用[4-5].
传统滤波器组框架理论通常用来处理低维规则

结构数据,如时间信号、空间信号和时空信号等.随
着现代科技高速发展,高维非规则化数据信息大量涌
现,如社交网络、能源网络、交通运输网络、神经元网
络等.如何对高维图结构数据进行处理成为一个备受
关注且亟待解决的问题.借助代数图论和谱图理论,
图信号处理成为近年来兴起的研究方向,用来处理高
维加权图上的信号[6-7].众多学者从各自角度出发,将
传统滤波器组框架理论推广到图滤波器组框架中,取
得了一系列成果,详见文献[8-10]．
本文首先对传统滤波器组框架理论基础知识进

行概述,并分别对滤波器组框架界计算与优化方法和
综合滤波器组优化设计方法进行总结;然后,对谱图
基础知识和两类图信号处理架构进行介绍,并探讨滤
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波器组框架在图信号处理中的应用进展;最后,对本
文进行总结,并给出进一步的研究方向．

1 滤波器组框架理论

在各种框架中,实际应用最广泛的是由滤波器
组实现的框架.有限维框架、离散小波框架和离散
Gabor框架都属于滤波器组框架.本节介绍滤波器组
基础知识、滤波器组框架理论及应用．

1.1 滤波器组基础

滤波器组是一组有着共同输入或共同输出的带

通滤波器.典型滤波器组的结构如图1所示[11-12].其
中左边部分为分析滤波器组,右边部分为综合滤波
器组.分析滤波器组有一个输入多个输出,其将输入
信号分解成不同的子带信号,每个分析滤波器Hi(z)

有不同的频率特性,输入信号 x(n)通过M 个分析

滤波器Hi(z)后,得到M个不同的子带信号.信号在
子带分解后,对每个通道Mi下采样 (Downsampling),
可降低信号的采样率.下采样后的子带信号可以被
编码、处理或者传输.综合滤波器组具有多个输入
一个输出,其将处理后的子带信号通过带通滤波后
再组合起来,重构原始信号.为保证重构信号 x̂(n)与

原信号x(n)具有相同的采样频率,在综合滤波器组
前对各子带信号Mi上采样 (Upsampling).也有论文
将下采样称为抽取 (Decimation),将上采样称为内插
(Interpolation),两者实际并无区别,本文统一称为下
采样、上采样.

… … …… … …

图 1 M通道滤波器组

将每个通道的下采样因子Mi相同的滤波器组

称为均匀滤波器组;将下采样因子不同的滤波器组
称为非均匀滤波器组.将下采样因子和通道数相同
的滤波器组称为临界采样滤波器组;将下采样因子
小于通道数的滤波器组称为过采样滤波器组.如果
滤波器组由理想滤波器构成,没有混叠产生,则可以
完全重构 (Perfect reconstruction)原始信号.由于理想
滤波器是不可实现的,为了消除混叠,需要选择合适
的Hi(z)和Fi(z),使得 x̂(n) = x(n −m),这样的滤波
器组称为完全重构滤波器组．

多采样率信号处理的核心是信号采样率的转换

和滤波器组.信号的上/下采样是多采样率信号处理

的基本操作.多相 (Polyphase)结构是滤波器组的一
种基本表示方法.下面将分别介绍这些内容.
1.1.1 上/下采样
在处理信号时,将信号x(n)每隔M − 1个点抽

取1个点,得到新序列y(n),可以降低信号的采样率,
这个过程称之为M下采样.下采样过程如图2(a)所
示[11,13].序列x(n)和y(n)在时域的关系为

y(n) = x(Mn). (1)

下采样前后序列的z变换满足

Y (z) =
1

M

M−1∑
k=0

X(z1/MW k), (2)

其中W = e−j2π/M ,频域关系为

Y (ejω) =
1

M

M−1∑
k=0

X(ej(ω−2πk)/M ). (3)

M M

(a) M!"# (b) M$"#

图 2 信号的上/下采样

将信号x(n)作M倍下采样,下采样后信号的频
谱是原信号频谱的M倍扩展,幅度变为原来的1/M ,
再分别以2πk(k = 1, 2, · · · ,M − 1)平移后叠加得

到,如图3所示[11, 13].由输入输出的频谱变化可以看
出,经下采样后的频谱是多个拉伸了的原信号频谱经
过平移叠加的结果,容易产生混叠效应.故在实际处
理中,通常需要在下采样前引入抗混叠滤波处理.

-2π -π 0 π 2π -2π -π 0 π 2π-3π 3π

X(e )
jw

Y(e )
jw

1

1  2/

图 3 信号下采样后频谱的变化 (M = 2)

二维情况下,下采样因子M为非奇异整数矩阵,
其矩阵系数决定了采样网格的方向和密度, LAT(M)

表示向量Mn的集合.空间域上,通过对LAT(M)网

格进行筛选,舍去不在网格上的数据点,实现下采样
操作[11, 13].二维信号在空间域上的输入输出关系为

y(n) = x(Mn). (4)

在频域上的输入输出关系为

Y (ω) =
1

J(M)

∑
k∈N(MT)

X(M−T(ω − 2πk)), (5)

其中: J(M) = |detM |, N(MT)表示MTx(x∈ [0, 1)2)

中的整数向量集合,M为2× 2整数矩阵[11]．

上采样过程和下采样过程相反,上采样是在信
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号x(n)的相邻两点之间插入M − 1个 0,得到新序
列y(n),信号的采样率增加了M倍.上采样过程如图
2(b)所示[11,13].序列x(n)和y(n)在时域的关系为

y(n) =

x
( n

M

)
, n = kM(t为整数);

0, 其他.
(6)

上采样前后序列的z变换满足

Y (z) = X(zM ), (7)

频域关系为

Y (ejω) = X(ejMω). (8)

上采样后信号的频谱是对原信号频谱的M倍压

缩,频谱周期由2π变为2π/M ,如图4所示[11,13]．

-2π -π 0 π 2π -2π -π 0 π 2π

M

X(e )
jw

Y(e )
jw

1 1

图 4 信号上采样后频谱的变化(M = 2)

二维情况下,在空间域的上采样操作指的是
输入信号落在LAT(M)上的点重新排列,而对不在
LAT(M)上的点置0.与一维情况类似,输出信号相对
于原信号,在频域上也将产生多个镜像[11,13].在实际
操作中,通常在上采样操作后引入镜像滤波处理．
二维信号在空间域上的输入输出关系为

y(n) =

x(M−1n), n ∈ LAT(M);

0, 其他.
(9)

在频域上的输入输出关系为

Y (ω) = X(MTω). (10)

上/下采样和传递函数级联后有如图5和图6所
示的等效关系[11, 13].

M M

图 5 传递函数与下采样级联的等效变换关系

M M

图 6 传递函数与上采样级联的等效变换关系

1.1.2 多相结构表示

多相结构是滤波器组的一种基本表示方法,可
以极大地简化滤波器组的设计. Vaidyanathan[11]将多

相分解方法引入滤波器组中,为滤波器组的实现提
供了一种高效结构.设第 i个分析滤波器为Hi(z) =

∞∑
n=−∞

hi[n]z
−n,可将分析滤波器系数分成如下所示

的M个组:

Hi(z) =

M−1∑
k=0

z−kEi,k(z
M ), (11)

其中第k个多相成分为

Ei,k(z
M ) =

∞∑
n=−∞

hi[nM + k](zM )−n. (12)

式(11)和(12)为类型I多相表示．
分析滤波器组可以表示成如下形式[11,13]:

[H0(z) H1(z) · · · HM−1(z)]
T =

E(zM )[1 z−1 · · · z−(M−1)]T, (13)

其中

E(zM ) =


E0,0(z

M ) · · · E0,M−1(z
M )

E1,0(z
M ) · · · E1,M−1(z

M )

...
. . .

...

EM−1,0(z
M ) . . . EM−1,M−1(z

M )

 ,

称其为分析滤波器组的多相矩阵．

设第 i个综合滤波器Fi(z) =

∞∑
n=−∞

fi[n]z
−n的

系数可分成如下的M个组[11,13]:

Fi(z) =
M−1∑
k=0

z−(M−1−k)Ri,k(z
M ), (14)

其中第k个多相成分为

Ri,k(z
M ) =

∞∑
n=−∞

fi[nM +M − 1− k](zM )−n.

(15)

式(14)和(15)为类型II多相表示．
综合滤波器组可以表示成如下形式[11,13]:

[F0(z) F1(z) · · · FM−1(z)] =

[z−(M−1) z−(M−2) · · · 1]R(zM ), (16)

其中

R(zM ) =


R0,0(z

M ) · · · RM−1,0(z
M )

R0,1(z
M ) · · · RM−1,1(z

M )

...
. . .

...

R0,M−1(z
M ) · · · RM−1,M−1(z

M )

 ,

称其为综合滤波器组的多相矩阵．

滤波器组的多相结构如图7所示.应用等效变换
关系,可以得到如图8所示的更简洁的滤波器组等效
多相结构[11,13].图8中卷积运算是在下采样后上采样
前进行的,数据在低采样率时运算,所以多相结构表
示的滤波器组具有更好的计算效率．
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图 7 滤波器组的多相结构表示
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图 8 滤波器组的等效多相结构表示

对于二维滤波器h(n)和下采样矩阵M ,同样可
以对h(n)进行多相分解,将h(n)分解成J(M)组,即

hk(n) = h(nM + k), k ∈ N(M), (17)

hk(n)是对h(n+ k)的M倍下采样．h(n)的 I型多相
分解形式为[11]

H(z) =
∑

k∈N(M)

Z(−k)Ek(z
M ). (18)

如果将整数向量写成n = −k +Mn0(k ∈ N(M))的

形式,则可以得到h(n)的II型多相分解形式[11]

H(z) =
∑

k∈N(M)

Z(k)Rk(z
M ). (19)

在滤波器组设计与分析中完全重构是重要的衡

量标准. R(z)E(z) = cz−lI为滤波器组完全重构的

充分必要条件[11].在分析滤波器组已知时,综合滤波
器组的设计问题可以转换为对分析滤波器组多相矩

阵逆矩阵的求解问题．

1.1.3 滤波器组框架

框架理论最先由Duffin等[14]在研究非谐波 (Non
-harmonic)Fourier序列时创立的,小波框架和Gabor
框架是应用最广泛的两类框架[15-16]. 20世纪80∼ 90
年代,与小波理论并行发展的滤波器组分析和设计方
法使得小波的物理实现成为现实,此后小波在信号处
理、数据压缩与编码等领域得到了飞速发展和巨大

应用．

框架的定义[11-12]:对于Hilbert空间H的一组序

列{ϕi},如果存在两个常数0 < α ⩽ β < ∞使得
对于任意x ∈ H都有

α∥x∥2 ⩽
∑
i

|⟨x, ϕi⟩|2 ⩽ β∥x∥2 (20)

成立,则称{ϕi}为空间H的一个框架,其中α和β分

别称为框架{ϕi}的上下界．

目前滤波器组框架理论在采样理论、系统建模、

时频分析和小波理论中得到了广泛的应用,成为上
述领域的理论基础[1, 3,15-19].文献 [17-18]的研究表明,
对于均匀过采样滤波器组,其完全重构条件等价于
它构成的信号空间的一个框架;过采样余弦调制滤
波器组作为一类特殊的滤波器组,与Gabor框架在某
种意义下是等价的[16].另一方面,离散小波框架可由
非均匀过采样滤波器组实现,在一定假设下,离散小
波框架与完全重构非均匀过采样滤波器组也是等价

的[11,19]．

1.2 滤波器组框架分析设计理论与应用

在框架理论中,框架界 (Frame bounds)与对偶框
架 (Dual frames)是两个非常重要的基本概念,其分析
和优化设计是框架理论研究的重要问题.下面分别介
绍滤波器组框架界计算和综合滤波器组优化设计的

相关进展．

1.2.1 滤波器组框架界计算与优化

许多学者对框架界计算和对偶框架的求解问题

开展了研究. Daubechies[15]在其小波经典专著中论述

了框架界和对偶框架的逼近算法. Cvelkovic等[18]首

先建立了过采样滤波器组构成框架的充分必要条

件,并探讨了对偶框架求解的问题.此后滤波器组框
架便成为应用最广泛的一类框架,引起广大学者关
注. Bölcskei等[17]系统地研究了过采样滤波器组框

架的框架界计算及对偶框架的求解问题,通过在频域
分析滤波器组多相矩阵,给出了滤波器组框架界的逼
近计算方法．

对完全重构过采样滤波器组实现的框架,其滤波
器组多相矩阵可由有限维状态空间表示.文献 [20]基
于状态空间方法给出了框架界和对偶框架的显式表

达式.对于一维滤波器组,文献 [21]采用状态空间方
法给出了完全重构过采样滤波器组框架界的一种有

效的计算方法．

滤波器组框架上下界比值 γ = β/α是框架分

析与设计中的一个重要参数[3,15-18, 22],也是实际应用
中衡量数值稳定性和噪声敏感性的重要性能指标

之一.嵌入数字水印中的图像经过框架界比值大的
小波子带分解,会产生较大的视觉斑点[23];在对偶框
架的逼近计算中,算法收敛速度直接依赖于框架界
比值,比值越大,收敛越慢[17,24];在数字通信的子带编
码中,框架界比值决定了解码接收器对信道噪声干
扰的敏感性,比值越大,对噪声越敏感,系统鲁棒性越
差[25];在平行核磁共振成像 (PMRI)中,框架界比值大
小表明了图像重构算法对线圈模型不确定性和干扰
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的敏感程度,影响着成像的质量[26]．

一般而言,给定一滤波器组框架,框架界比值越
小,滤波器组框架的性能越好.仿酉滤波器组框架界
比值为1,具有最好的性能[15,27].在很多实际应用中,
滤波器组还需要满足其他更重要的性能要求 (如最
好的频率选择性,线性相位等),仿酉滤波器组并不容
易设计,一些情况下所得到的滤波器组框架往往具有
较大的框架界比值.在另一些应用中 (如PMRI),滤波
器组(线圈特性)是事先确定的,不能改变.
文献 [28]提出并解决了Gabor框架的双边预处

理矩阵 (Preconditioning matrix)设计问题.对于一维
滤波器组框架,文献 [29]利用状态空间方法中的KYP
引理和线性矩阵不等式优化作为理论工具,提出了一
种通过调节子带增益来减少框架界比值的方法,给
出了最优的增益系数.文献 [30]研究了滤波器组框
架界比值的双边优化问题,给出了双边优化的实现方
法．

1.2.2 综合滤波器组优化设计及应用

子带噪声抑制是综合滤波器组框架设计中的重

要科学问题之一,在图像处理、压缩编码、量化、数
字通信等领域有广泛应用.文献 [31-32]研究了临界
采样最优综合滤波器组的设计方法,所设计的综合滤
波器组不具有完全重构性质.过采样滤波器组比临界
采样滤波器组具有更大的设计自由度和更好的鲁棒

性.文献 [17-18]研究了过采样完全重构滤波器组的
降噪方法,设计的综合滤波器组可以满足完全重构特
性,但不能保证滤波器组的线性相位性质.文献 [33-
34]研究了完全重构综合滤波器组框架的鲁棒优化
设计问题,对于给定的分析过采样滤波器组,给出了
所有满足完全重构的综合滤波器组的参数化表示．

线性相位滤波器组可以消除相位失真,提高图像
的重构质量和视觉效果[35].格形结构可以保证滤波
器组的线性相位特性[36-37].用格形结构来设计滤波
器组有许多优点,格形结构在每级系数量化时,量化
敏感度小,能够保持结构不变,便于模块化实现;格形
结构实现滤波器组所用的乘法器和延时器个数少,计
算复杂性小,可以实现快速运算;用格形结构设计滤
波器组是一种无约束优化设计方法.对于线性相位
格形结构滤波器组的研究已有许多成果.文献[35,38-
39]从不同角度研究了过采样线性相位完全重构滤
波器组的格形结构,给出了线性相位特性、完全重构
特性及存在性条件下的格形结构的实现方法.文献
[40]利用状态空间方法研究了线性相位约束过采样
综合滤波器组的优化设计问题,在已知格形结构分析

滤波器组和不同的噪声模型下,给出了一维最优格形
结构综合滤波器组的显式表达式.文献 [41-43]将滤
波器组理论应用在MIMO通信系统中,利用状态空
间方法,通过求解多相矩阵的逆矩阵来实现预编码器
的设计．

二维滤波器组包括二维可分滤波器组和二维不

可分滤波器组.二维可分滤波器组的优点是分析和
设计简单,缺点是具有方向局限性. Vetterli[44]首次将

一维滤波器组理论推广到二维情况,证明了二维可分
滤波器组可以看作由若干个同等的一维滤波器组张

成的可分张量积. Vaidyanathan[11]和Kovacevic等[45]

较早对多维不可分滤波器组框架分析与设计问题展

开了研究.文献 [45]建立了多维滤波器组和不可分
多维小波框架的关系,给出了不可分多维小波的FIR
滤波器组实现. Zhou[46]系统研究了多维正交滤波器

组设计问题,提供了满足完全重构条件的滤波器组特
征表示及其在图像处理中的应用．

文献 [47]从控制理论角度分析了二维滤波器组
的设计问题,对于给定的分析滤波器组,在噪声模型
已知的情况下,基于二维系统的状态空间模型,给出
了最优综合滤波器组的状态空间表达式.但是,该方
法设计的综合滤波器组不具有特定的频率特性,且
是二维 IIR系统.文献 [48]对二维滤波器组的鲁棒优
化设计问题展开了研究,采用二维可分滤波器组代
替 IDCT,对 JPEG压缩编码后的数据进行恢复,减少
了量化噪声,得到了更好效果的重构图像,但所设计
的滤波器并不能保持线性相位性质.文献 [37,49]研
究了二维滤波器组的格形结构实现方法.文献 [50]
讨论了二维可分格形结构滤波器组的最优设计问

题,给出了一种迭代求解局部最优解的方法.还有一
些学者研究了二维方向滤波器组的设计问题及其应

用[51-53]．

结构相似性 (SSIM)指标是一种有效的图像质量
评价指标,由Wang等[54]首次提出,它相对于最小均
方差能够更好地反映两幅图像的相似性,被国际视
频质量专家组推荐为图像和视频质量评价的主要指

标之一[55].文献 [56]研究了以SSIM为优化指标的单
通道线性均衡器设计问题,将非凸优化问题转换为
拟凸问题,给出了一种基于二分法的迭代求解算法,
在图像降噪和复原中取得了很好的效果.针对多通
道均衡器设计问题,文献 [57-58]给出了SSIM指标下
的最优线性均衡器的显式表达式.对于多相矩阵为
常数矩阵的一类特殊分析滤波器组,文献 [59]给出了
SSIM指标下的最优综合滤波器组的计算公式．
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2 图滤波器组框架

近年来,图信号处理引起了信息和应用数学领域
许多学者的关注[6-7,60-62].在工程和科学领域存在很
多应用图信号的实例.例如,在图像处理领域,可以通
过非局部和半局部的图像建立图像像素之间的联系,
这种方法不仅可以考虑图像中像素位置的依赖关系,
还可以处理图像中不同像素的噪声特性,在图像去
噪、复原和压缩等应用中获得较好的效果[63].在运输
网络中,图信号处理的方法对于解决基于部分采样数
据的半监督学习问题非常有效[64]．

在图信号处理中,信号的定义不再是均匀时域网
格上的函数,而是图的节点上的向量.图信号处理研
究的基础问题是如何根据传统信号处理架构找到图

信号在顶点域与谱图域的对应关系.目前有两类被
广泛应用的图信号处理架构: 1)基于Laplacian矩阵
的图信号处理架构[6,8,65]; 2)基于邻接矩阵的图信号
处理架构[7,66-67].本节介绍谱图知识和上述两类图信
号处理架构,以及图滤波器组研究进展．

2.1 谱图基础知识

定义G = (V, E ,A)是一个n(n ⩾ 2)阶的有向

加权图,其包含一个节点集合V = {ν1, ν2, · · · , νn}、
一个连边集合E ⊆ V × V和一个加权邻接矩阵A =

[ai,j ∈ Rn×n].节点下标属于一个有限索引集 I =

{1, 2, · · · , n}.当且仅当节点νi能接收到节点νj的信

息时,连边ei,j = (νj , νi)存在,则对应有向图连边的
邻接矩阵元素为非零,即ei,j ∈ E ⇔ ai,j ̸= 0.此外,
对于任意 i ∈ I ,有ai,j = 0,即图中不存在自环.节
点νi的邻居集合定义为Ni = {νj ∈ ν : (νi, νj) ∈

E}.节点 νi的入度和出度分别为 din
i =

n∑
j=1

ai,j和

dout
i =

n∑
j=1

aj,i.图的Laplacian矩阵定义为L = D −

A,其中D = diag{din
1 , · · · , din

n },且Laplacian矩阵L
不一定是对称的.定义Laplacian矩阵L的特征值为
λ1, λ2, · · · , λn, 其中0 = |λ1 ⩽ |λ2| ⩽ · · · ⩽ |λn|.
若 G是无向图,则 ai,j = aj,i,即 Laplacian矩阵 L
是对称的,且所有的特征值都是非负实数. Laplacian
矩阵 L的零特征值对应的右特征向量为 1,即 L1.
当且仅当 1TL = 0时,图G是平衡图.显然,无向图
是平衡图.从节点νi1到节点νik的一条有向路径指的

是有向图G中存在边的有向序列 (νi1 , νi2), (νi2 , νi3),

· · · , (νik−1
, νik),其中(νij−1

, νij ) ∈ ε, j = 2, 3, · · · , k.
若任意两个不同的节点之间都有一条有向路径,则有
向图称作是强连通的.对于无向图,如果任意的两个

节点之间都有一条路径,则称该图是连通的.

2.2 基于Laplacian矩阵的图信号处理架构

针对无向图, Shuman等[6,65]基于代数图论和谱

图理论利用图的Laplacian矩阵建立了一个图信号处
理架构.在该架构下, Laplacian矩阵的特征值对应图
信号在谱图域上的频率, Laplacian矩阵的特征向量
对应Fourier变换因子.
2.2.1 图Fourier变换
无向图G上信号x ∈ RN的图Fourier变换 x̂被定

义为[6,65]

x̂(λl) := ⟨x,ul⟩ =
N∑
i=1

x(i)u∗
l (i). (21)

其中:{ul}l=1,2,··· ,N是图Laplacian矩阵的一组正交特
征向量, {λl}l=1,2,··· ,N是对应的非负实特征值,满足
Lul = λlul．

图Fourier反变换定义为[6, 65]

x(i) =

N∑
l=1

x̂(λl)ul(i). (22)

对于连通图, Laplacian矩阵零特征值是单根,对应的
特征向量u1 = (1/

√
N)1,即每个元素都相同且等于

1/
√
N ,相当于图信号的直流分量(DC component).可

以看出, Laplacian矩阵的特征值和特征向量可以表
征图信号在谱图域的频域信息:较小的特征值对应
的特征向量变化缓慢,意味着较大权重的边连接的
两个节点信号差别小,对应传统频域分析中的低频信
号;较大的特征值对应的特征向量震荡越剧烈,意味
着较大权重的边连接的两个节点信号差别大,对应传
统频域分析中的高频信号．

图 Fourier变换的表示方法并不唯一[6],利用图
Laplacian矩阵的特征值 {λl}l=1,2,··· ,N 和特征向量

{ul}l=1,2,··· ,N是图Fourier正变换和反变换的一种表
示.第2种常用表示是通过定义标准化图Laplacian矩
阵(Normalized graph Laplacian)

L̃ := D−1/2LD−1/2.

连通图的 L̃矩阵的特征值为{λ̃l}l=1,2,··· ,N ,满足0 =

λ̃1 < λ̃2 ⩽ · · ·⩽ λ̃max ⩽ 2.特征向量为{ũl}l=1,2,··· ,N ,
其中零特征值对应的特征向量为

ũ1 := 1
/√√√√ N∑

i=1

di[
√
d1

√
d2 . . .

√
dN ].

L̃矩阵的谱同样对应着图信号在谱图域的频率信
息.第 3种表示是通过定义随机游走矩阵 (Random
walk matrix)P := D−1A.矩阵P中的元素pi,j表示图

中从节点νi到节点νj Markov随机游走一步的概率.
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对应的非对称图Laplacian矩阵定义为La := IN − P ,
其中IN是单位阵. La矩阵的谱和 L̃矩阵的谱完全相
同,且D−1/2ũl是矩阵La特征值 λ̃l对应的特征向量．

2.2.2 图信号的平移

图信号在顶点域的卷积定义为[6,65]

(x ∗ h)(i) :=
N∑
l=1

x̂(λl)ĥ(λl)ul(i). (23)

可以看出,图信号满足卷积性质:顶点域中图信号的
卷积对应谱图域中图信号的乘积．

图信号在顶点域的平移Tk : RN → RN定义

为[6,65]

(Tkx)(i) :=
√
N(x ∗ δk)(i) =

√
N

N∑
l=1

x̂(λl)u
∗
l (λl)ul(i), (24)

其中 δk(i) =

1, i = k;

0, i ̸= k.

图信号的平移不满足移不变 (Shift-invariant)性

质,只能保证信号的均值不变,即
N∑
i=1

(Tkx)(i) =

N∑
i=1

x(i).与传统信号平移运算不同,图信号的平移不

是等距算子,即∥Tkx∥2 ̸= ∥x∥2．
2.2.3 图信号的滤波

谱图滤波定义如下[6,65]:

ŷ(λl) = x̂(λl)ĥ(λl). (25)

其中: ĥ(·)是滤波器的传递函数, ŷ(·)是滤波后的图信
号.利用图Fourier反变换,可以得到

y(i) =

N∑
l=1

x̂(λl)ĥ(λl)ul(i). (26)

也可写作y = ĥ(L)x,其中

ĥ(L) := U


ĥ(λ1)

. . .
ĥ(λN )

U∗.

若定义滤波器为一个M阶多项式

ĥ(λl) =

M∑
k=0

akλ
k
l ,

其中{ak}k=0,1,··· ,M是常数,则在顶点域,节点νi滤波

后的输出信号可以表示为输入信号在M -hop邻域上
的线性组合[6],即

y(i) = bi,ix(i) +
∑

j∈N(i,M)

bi,jx(j).

bi,j =

M∑
k=dG(i,j)

ak(L
k)i,j , dG(i, j)为节点νi到节点 νj

的路径中边最少的数目,当dG(i, j)>k时, (Lk)i,j=0．

2.2.4 图信号的调制

图信号的调制Mk : RN → RN , k ∈ {1, 2, · · · ,
N},定义为[6,65]

(Mkx)(i) :=
√
Nx(i)uk(i). (27)

对于连通图,M1是单位算子(Identity operator),即

(M1x)(i) =
√
Nx(i)u1(i) = x(i).

在传统信号处理中,信号调制对应信号在频域的
平移.但在图信号处理中,由于图结构的离散性质,这
种对应关系并不严格成立.对于任意图信号x ∈ RN ,
调制运算Mk将信号的直流分量映射到 x̃(0)uk.此
外,若信号x在谱图域中定位在零特征值附近,调制
后的信号Mkx在谱图域中将定位在特征值λk附近．

2.2.5 图信号的下采样和降阶

由于图信号具有复杂的高维结构化特性,其下采
样目前还没有确切的定义.文献 [8]给出了理想情况
的下采样需要满足的性质:令D : G = (V, E ,A) →
2V 为下采样运算,表示保留加权无向图中在集合
V1 ⊂ V的节点,丢掉集合VC

1 := V \ V1的节点.下
采样D满足: 1)图信号的下采样会丢掉图中将近一半
的节点; 2)丢掉的节点之间没有高权重的连边,保留
的节点之间也没有高权重的连边; 3)便于计算实现.
在满足上述性质的前提下,文献 [8]总结了目前

常用的下采样方法:
1)利用图Laplacian矩阵的最大特征向量选择节

点,即根据λmax对应的特征向量umax将节点分为两

个集合,即V+ := {i ∈ V : umax(i) ⩾ 0}和V− :=

{i ∈ V : umax(i) < 0};
2)对于二分图,根据图的特性可以自然地将节点

分为两个集合,并确保每个集合中的节点之间没有连
边;

3) 利用邻接矩阵负实部最小的特征值对应的特
征向量将无向图中的节点分为两个集合,对于正则图
(Regular graph),该方法与利用Laplacian矩阵的最大
特征向量进行下采样是完全等价的;

4) 根据节点状态的正负将图中的节点分为两个
集合,正定 (负定)节点域是指所有节点状态x(i) > 0

(x(i) < 0)的最大连通子图;
5) 对于大规模的图,根据权重进行图的分割,求

解NP难问题

arg max
V1

{cut(V1,VC
1 )} = arg max

V1

{ ∑
i∈V1

∑
j∈VC

1

ai,j

}
.

(28)
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可以看出,图信号的下采样是指对节点进行下采
样得到一个节点的子集,但图信号除了包括节点还需
要节点之间的拓扑结构.图降阶即是将原始图信号
的Laplacian矩阵映射到下采样之后的节点上得到一
个新的Laplacian矩阵的过程. Kron降阶是图降阶的
一种方法,定义如下[8]:

K(L,V1) := LV1,V1
− LV1,VC

1
L−1

VC
1 ,VC

1
LVC

1 ,V1
, (29)

其中LA,B是由行索引在集合A中、列索引在集合B

中所对应的L矩阵中的元素组成的维数为 |A| × |B|
的矩阵.降阶后的Laplacian矩阵为LKron = [lKron

i,j ] =

K(L,V1),对应的图定义为 GKron = {V1, EKron,

AKron},其中 EKron 是降阶后的边集合,AKron =

[aKron
i,j ]是降阶后的邻接矩阵,满足

aKron
i,j =

−lKron
i,j , i ̸= j;

0, i = j.
.

2.2.6 图信号的多尺度变换

在Laplacian架构下,图信号的上/下采样很难定
义,其多尺度变换不存在传统滤波器组中的多相表示
及其等效变换,因此在实现上比较复杂.在实际应用
中多采用图小波结构或图Laplacian金字塔结构 (如
图9所示)进行图信号的多尺度变换,见文献[6,8]．

Interpolate
from tov v1

-

p

p

p

p

(b) !"#$%&'

(b) ("#$%&'

Vertex
selection

Graph
reduction

图 9 图信号的Laplacian金字塔结构[8]

2.3 基于邻接矩阵的图信号处理架构

对于有向图或任意图, Sandryhaila等[66-67]基于

矩阵分析方法利用图的邻接矩阵建立了一种图信号

处理架构.下面简单介绍一些基本概念．
2.3.1 图Fourier变换
有向图G上的信号x的图Fourier变换 x̂被定义

为[66-67]

x̂ = V −1x, (30)

其中 V 是邻接矩阵A的特征向量矩阵,满足A =

V J V −1,J是A的约当标准型.
2.3.2 图信号的平移

对于任意图G,信号x的单位平移算子 (Unit shift
operator)定义为[66- 67]

x̃ = Ax, (31)

其中 x̃是单位平移后的信号．

对于环状图,即

ai,j =

1, j − i = 1 mod N ;

0, 其他.

图信号的单位平移可以看作是在有限长周期时间序

列上的单位时移．

2.3.3 图信号的滤波

图信号的滤波定义如下[66-67]:

y = Hx. (32)

其中: y是滤波后的图信号;

H = h(A) = h0I + h1A+ · · ·+ hLAL (33)

是多项式图滤波器,满足线性和移不变性质,即

H(αx1 + βx2) = αHx1 + βHx2,

A(Hx) = H(Ax).

图滤波器H在频域的运算定义为

Ĥ = V −1HV. (34)

对于任意图信号x和线性图滤波器H, y = Hx和

ŷ = Ĥx̂完全等价.当 Ĥ是对角矩阵时, Ĥ是图滤波
器H对应的频域响应．

2.3.4 图信号的上/下采样
文献 [9-10,68]定义图信号x的下采样为Dx,其

中 D = [IN/M 0N/M · · · 0N/M ] ∈ R(N/M)×N是下

采样因子为M的典型抽取 (Canonical decimator).在
文献 [69-71]也有类似的关于下采样的定义.对应的
上采样U ∈ RN×(N/M)定义为U = DT,满足DU =

IN/M．

当邻接矩阵A满足

AM =

[
(AM )1,1 0

(AM )2,1 (AM )2,2

]
(35)
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时,其中 (AM )11 ∈ R(N/M)×(N/M),滤波器H和下采

样级联后有如图10所示的等效关系,即

DH(AM ) = H(Ā)D, (36)

这里Ā = DAMDT ∈ R(N/M)×(N/M)．

图 10 图滤波器与下采样级联的等效变换关系[9]

当邻接矩阵A满足

AM =

[
(AM )1,1 (AM )1,2

0 (AM )2,2

]
(37)

时,滤波器H和上采样级联后有如图11所示的等效
关系,即

H(AM )DT = DTH(Ā). (38)

图 11 图滤波器与上采样级联的等效变换关系[9]

为了保证图10和图11中的等效关系同时成立,
邻接矩阵A应满足

AM =

[
(AM )1,1 0

0 (AM )2,2

]
. (39)

2.3.5 多相结构表示

滤波器的多相表示是多采样率信号处理中非常

实用的方法.与传统滤波器组类似,文献 [9-10]将多
相分解方法引入图滤波器中,定义多项式图滤波器的
类型I多相表示为

H(A) =

M−1∑
k=0

AkEk(AM ); (40)

类型II多相表示为

H(A) =

M−1∑
k=0

AM−1−kRk(AM ). (41)

图滤波器与下采样级联 (图12(a))对应的类型 I多相
结构如图12(b)所示,若满足图10所示等效关系,则多
相结构具有更简洁的形式,如图 12(c)所示.同样,图
滤波器与上采样级联 (图13(a))对应的类型 II多相结
构如图13(b)所示,若满足图11所示等效关系,则多相
结构具有更简洁的形式,如图13(c)所示．
图滤波器组结构如图14所示,与传统滤波器组

类似,图中左边部分是分析滤波器组,右边部分是综
合滤波器组.当图邻接矩阵同时满足图10和图11所
示等效关系时,对分析滤波器组采用类型 I多相分解,
对综合滤波器组采用类型 II多相分解,可以得到如图
15所示的图滤波器组的多相实现．

(a) !"#$%&'()

… … … …

E0 E0

(b) a)* +,-./( (c) b)* +01,-23(

图 12 图滤波器与下采样级联的类型 I
多相结构和等效多相结构[9]

… …

… …

(a) !"#$%&'()

(b) a)* +,-./( (c) b)* +01,-23(

R
M-1 R

M-1

R0 0

图 13 图滤波器与上采样级联的类型 II
多相结构和等效多相结构[9]

M-1 M-1

00

1 1

… … …… … …

图 14 图滤波器组结构

…

…

… …

图 15 图滤波器组的等效多相结构

2.4 图滤波器组框架的研究进展

基于Laplacian矩阵的图信号处理架构和基于邻
接矩阵的图信号处理架构分别将传统信号处理中

的概念推广到图信号处理中,在实际应用中各有优
劣.在Laplacian矩阵架构下,通过图 Fourier变换,可
以直观地将图信号在谱图域的Laplacian矩阵特征值
与传统时域信号在频域的频率对应,但通常要求网络
拓扑图是无向的.此外,该架构下的多尺度变换没有
多相等效结构,实现起来计算量大.而在邻接矩阵架
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构下,网络拓扑图不要求是无向的,且传统多采样信
号处理方法可直接推广到图信号处理中,但仅对特定
结构的图信号,图滤波器组才有等效的多相结构．
2.4.1 图滤波器

在传统图像频域分析中,双边滤波器是不能进行
谱滤波的,文献 [72]将双边滤波器看作一个图结构,
像素点当成节点,节点的亮度值作为信号值,滤波系
数作为边的权重值;并定义了基于这类图结构的谱
滤波器,滤波响应值可通过相应Laplacian矩阵的特
征值和特征向量计算得出.此后,专家学者们利用谱
图滤波器研究了图信号处理中的很多实际问题,如图
像恢复与去噪[73]、迭代一致[74]、无线传感器网络的设

计与实现[75] 等．

在信号处理领域,插值逼近方法常用于滤波器
的设计实现.相关研究常以传统的 Fallow结构[76]

为实现基础,采用多项式[77-78]或多分段函数[79]来

逼近理想滤波器的时域冲激响应.在图信号处理
中, Hammond等[80]提出一种快速Chebyshev多项式
逼近算法来构造图信号上的小波变换. Shuman等[81]

将该插值逼近方法进一步应用到高维信号的分

布式信号处理中,定义了一类图 Fourier变换算子.
Sakiyama等[82]采用Chebyshev多项式逼近算法给出
了具有更好的幅频特性的谱图小波滤波器组实现．

现有的研究主要是设计Chebyshev多项式逼近算法
来实现信号处理中变换算子的快速计算．

此外,谱图滤波方法还可以应用于复杂多智能体
网络的研究.传统的复杂多智能体网络一致性研究
大都采用时域分析法,借助稳定性理论和Lyapunov
泛函方法进行一致协议设计与一致性能分析,不能给
出网络一致演化的本质物理解释,也不能给出最优的
一致控制策略.文献 [83]从图信号处理的角度,揭示
了复杂多智能体网络一致演化的本质是图信号的低

通 (零频)滤波过程,通过谱图滤波器的设计,给出了
网络有限时间一致的充分必要条件.进一步,针对网
络拓扑未知的情况,借助谱图滤波方法,提出了一类
周期控制协议以实现网络的一致性．

2.4.2 图小波与图滤波器组

小波变换与Fourier变换相比优势在于可以更准
确地表示时频信息.很多研究者将传统小波滤波器
组推广到图信号处理中,希望图结构小波也可以提供
图信号顶点域与谱图域之间的折中表示.研究主要
分两类:一是基于图的空间特征的顶点域[84-85],实现
图结构提升变换[86];二是基于图谱特征的研究,主要
方法是利用图Laplacian矩阵的特征值和特征向量,

如扩散小波[87]、谱图小波[80]和图滤波器组[88-90]等．

文献 [80]在Laplacian矩阵的频谱域中定义了小
波缩放.作者进一步表明,对定位在小波缩放范围
中的频谱图小波,可以快速地计算其框架界,并给
出了Chebyshev多项式小波的近似计算算法. Narang
等[69,88]对任意的图结构设计了正交镜像滤波器组,
给出了这类两通道图滤波器组能够消除混叠、完全

重构和正交的充分必要条件,并设计了图双正交小
波.进一步,在文献 [89-90]中将基于图的小波滤波器
组的设计思想应用到图像边界信息的编码中,实现了
图像的重构. Tanaka和 Sakiyama[91-92]在图Laplacian
矩阵的谱特性基础上将M通道临界采样和过采样滤

波器组推广到图信号上,并借助多项式逼近方法构造
了近似误差小的图小波和图滤波器组[93]. Tay等[94]

针对二分图,给出了图滤波器组的多相表示,并采用
梯形结构构造了双正交二分图滤波器组.文献 [95-
96]采用多项式方法分别构造了近似正交过采样滤
波器组和临界采样双正交滤波器组,实现了图信号的
完全重构.文献 [97]针对临界采样两通道图滤波器
组给出了快速高效的多相结构. Teke等[9-10,68]进一步

提出了M通道图滤波器组的多相表示,实现了图信
号的完全重构．

3 总结与展望

滤波器组框架理论在信号处理领域具有重要的

研究意义和应用价值,图滤波器组是目前非常热门的
信号处理方法,被广泛地研究和应用.本文综述了滤
波器组框架理论及其在图信号处理中的应用进展,重
点介绍了两类图信号处理架构以及图滤波器组最新

的研究现状．

最后,本文给出几个有待研究的问题:
1) 二维滤波器组的框架界比值优化与鲁棒设计

问题.具有线性相位的二维可分滤波器组鲁棒优化设
计问题不是平凡的,无法求得全局最优解,而对于二
维不可分情形,尚未有保持线性相位的鲁棒优化设计
方法.可针对几类特殊二维不可分滤波器组,研究其
格形结构表示,将优化设计问题转化成格形结构最优
参数的求解问题．

2) SSIM指标的线性相位滤波器组优化设计问
题.基于SSIM指标的时不变系统的多通道均衡器最
优设计问题是非凸的,在零均值条件下可得到显式最
优解[57-58].对于一般的滤波器组,信号统计特性不再
是平稳的,此时需要重新定义子带信号的均值、方差
以及协方差,分析子带信号与原信号统计特性之间的
关系及SSIM表示．
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3) 图滤波器组在复杂多智能体网络中的应用问
题[83].建立复杂多智能体网络顶点域与谱图域之间
的对应关系, 根据网络协作任务需求设计合适的谱
图滤波器组,获取网络中不同频谱的关键节点信息,
进而得到最优的协作信息获取策略．
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