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摘 要: 混杂奇异摄动理论及其应用是近年来的研究热点.鉴于此,介绍了一般化的混杂奇异摄动系统模型,概括
了混杂奇异摄动系统的分析方法,总结了混杂奇异摄动系统分析与综合的研究现状及其应用领域,并对该研究领
域未来的研究方向进行了展望.
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Abstract: Hybrid singularly perturbed theory and its application are research hotspots in recent years. In this paper, a
general hybrid singularly perturbed system model is introduced. Some analysis methods for hybrid singularly perturbed
system are reviewed. The developments on both the analyzing and synthesizing of the hybrid singularly perturbed system
are summarized. The applications of the system theory are also included. Finally, the future directions in this field are
prospected.
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0 引 言

混杂系统 (HS)是一类由连续子系统和离散子系
统相互作用而构成的动态系统[1],而混杂奇异摄动
系统 (HSPS)则是一类具有快变和慢变动力学的混
杂系统.在多时间尺度特征和混杂特征的共同影响
下, HSPS常常呈现出复杂的动态演化行为.

HSPS研究具有广泛的工程应用背景.例如,航空
航天、电力、化学和机械等工程领域中大量研究对象

具有显著的多时间尺度特性[2],而且受系统自身的多
进程、多工况等因素,以及外部复杂环境因素的影响,
上述系统在实际运行过程中会产生状态瞬变、模态

切换等现象.特别是随着计算机、传感器和通信等技
术的蓬勃发展与广泛应用,系统在演化中还将涉及逻
辑运算、符号操作与监督决策等离散事件行为.综上
所述,采用HSPS建模理论来描述上述工程问题是十

分恰当和必要的.
HSPS研究同样具有重要的理论意义.一方面,直

接将常规HS的分析与设计方法应用于HSPS会导致
数值病态问题[2];另一方面,混杂特征的存在使得将
现有的奇异摄动系统结果推广到HSPS是非平凡的.
因此, HSPS理论研究是一项富有挑战性的研究课题,
并已成为当前控制领域的研究前沿和热点之一.

本文首先介绍一般化的HSPS模型,然后总结其
分析方法和研究现状.由于缺乏能控性和能观性的
相关研究报道,且关于离散时间HSPS[3-8]的研究工作

较少,本文着重讨论连续时间HSPS稳定性、综合设
计与应用3个方面的研究成果,并展望未来可能的研
究方向.

1 HSPS模型
连续时间HSPS的动力学模型描述如下[9-11]:
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εż = g(x, z, ε), (x, z) ∈ C × Ψ ;
(1)

(x, z)+ ∈ G(x, z), (x, z) ∈ D × Ψ. (2)

其中:x ∈ Rn和z ∈ Rm分别表示模型 (1)和 (2)中慢
变子状态和快变子状态; ε(0 < ε < 1)表示奇异摄

动参数,用于衡量快变动力学与慢变动力学的分离程
度;闭集C ⊆ Rn, D ⊆ Rn;紧集Ψ ⊆ Rm;非线性函
数f : C × Ψ ×R⩾0 7→ Rn, g : C × Ψ ×R⩾0 7→ Rm,
集值函数G(·)是外半连续、局部有界且非空的.
注1 方程(1)和(2)分别用于刻画连续时间动态

部分和离散事件动态部分,而所有可能发生的事件由
集合D × Ψ表示.

注2 HSPS模型 (1)和 (2)具有一般性: 1)脉冲奇
异摄动系统、切换奇异摄动系统和马尔科夫跳变奇

异摄动系统均可由模型 (1)和 (2)描述; 2)文献 [12-17]
中讨论的仅含快变子系统且具有混杂特征的一类

HSPS也是模型 (1)和 (2)的特例; 3)基于采样控制、网
络化控制等混杂控制策略的奇异摄动系统综合模型

同样可以表示为模型(1)和(2).
注3 若方程0 = g(x, z, 0)存在k ⩾ 1个孤立解,

则称模型 (1)和 (2)是标准型HSPS,否则称其为非标
准型HSPS.

2 HSPS分析方法
从控制理论角度而言,经典的奇异摄动系统分析

方法包括奇异摄动分解方法、奇异摄动参数依赖的

Lyapunov函数方法和基于状态变换的Lyapunov函数
方法.此外,学者们也对奇异摄动分解方法进行了一
些改进.对于HSPS,则需结合系统的混杂特征对上述
方法进行调整.下面分别讨论这些方法.

2.1 奇异摄动分解方法

奇异摄动分解方法[18]的思想是先将含有奇异摄

动参数的高阶系统转化为不同时间尺度下独立于奇

异摄动参数的降阶子系统 (分别为降阶系统和边界
层系统),进而基于降阶子系统的相关结果导出原系
统相应问题的解.

基于奇异摄动分解方法,综合脉冲系统理论相关
知识,文献 [19-22]建立了脉冲奇异摄动系统的稳定
性充分条件;综合运用奇异摄动分解方法和切换系
统分析方法,文献 [23]分别建立了任意切换规则下连
续时间切换奇异摄动系统的稳定性充分准则;此外,
借助于随机系统理论和奇异摄动分解方法,文献 [24-
25]研究了马尔科夫跳变奇异摄动系统的均方指数
稳定性问题;结合混杂系统分析方法,文献 [26-27]进

一步获得了连续时间HSPS模型 (1)和 (2)的实用稳定
性结论.
值得注意的是,采用奇异摄动分解方法分析

HSPS有一个基本前提: 研究对象需是标准型奇异摄
动系统.事实上,含有时变时滞等因素的奇异摄动系
统往往是非标准型的.此时,奇异摄动分解方法便不
再适用.

2.2 奇异摄动参数依赖的Lyapunov函数方法

奇异摄动参数依赖的Lyapunov函数方法由以色
列学者 Fridman[28]提出.该方法不需对原系统作快
慢分解处理,只需构造合适的奇异摄动参数依赖的
Lyapunov函数或泛函.该方法同时适用于标准型和
非标准型奇异摄动系统.
两类常见的奇异摄动参数依赖的Lyapunov函数

可描述如下:

V1 =

[
x

z

]T [
P1 εP3

εPT
3 εP2

][
x

z

]
. (3)

其中:矩阵P1 > 0, P2 > 0.

V2 =

[
x

z

]T [
P1 + εP4 εP3

εPT
3 εP2 + ε2P5

][
x

z

]
. (4)

其中:矩阵P1 > 0, P2 > 0, P4 = PT
4 , P5 = PT

5 .
注4 函数V1中的矩阵P1和P2分别用于处理慢

变和快变动力学部分,矩阵P3用于处理慢变和快变

动力学的交互部分.函数V1是V2在条件P4 = 0和

P5 = 0下的特例.矩阵P4和P5可分别揭示更多慢变

和快变动力学信息.因此,基于函数V2所导出的结果

通常具有较小保守性.
注5 在函数V1和V2的基础上,可通过增加相应

的积分项构造新的奇异摄动参数依赖的Lyapunov泛
函,用于分析含时滞项的奇异摄动系统和采样控制下
的奇异摄动系统.此外,针对切换奇异摄动系统和马
尔科夫跳变奇异摄动系统,则可将函数V1或V2推广

至模态依赖的形式.
基于函数V1,文献 [29]研究了一类奇异摄动系统

的鲁棒采样控制问题;在此基础上,文献 [30]进一步
改进了函数V1,获得了保守性更小的鲁棒镇定判别
条件;通过采用或推广函数V1,文献 [31-33]将研究对
象分别拓展至非线性奇异摄动系统、切换奇异摄动

系统和马尔科夫跳变奇异摄动系统.
基于函数V2,针对奇异摄动系统执行机构存在

饱和的情形,文献 [34]给出了该系统采样控制控制器
存在的条件.此外,函数V2的推广形式还被用于切换

奇异摄动系统 [35]和马尔科夫跳变奇异摄动系统 [36].
值得注意的是,由于缺乏系统性的 Lyapunov

函数或泛函构造方法,采用奇异摄动参数依赖的
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Lyapunov函数方法分析HSPS只能依靠研究经验,从
而给HSPS的分析带来了不便.

2.3 基于状态变换的Lyapunov函数方法

基于状态变换的Lyapunov函数方法 [37]的关键

在于引入恰当的状态变换.考虑如下所示的线性时
不变奇异摄动系统:[

ẋ

εż

]
=

[
A11 A12

A21 A22

][
x

z

]
.

其中:x ∈ Rn和 z ∈ Rm分别表示系统的慢变子

状态和快变子状态; ε(0 < ε < 1)表示奇异摄动参

数;Aij(i, j = 1, 2)表示维数合适的系统矩阵,这里
A22是非奇异矩阵.
针对上述系统,两类常见的状态变换分别如下:[

x

z

]
=

[
In 0

−L Im

][
ζ

η

]
, (5)[

x

z

]
=

[
In εH

−L Im − εLH

][
ζ

η

]
. (6)

其中: ζ和η分别表示状态变换后系统的慢变和快变

子状态;L和H分别满足矩阵方程

A21 −A22L+ εLA11 − εLA11L = 0,

ε(A11 −A12L)H −H(A22 + εLA12) +A12 = 0.

注6 状态变换 (5)可解耦出奇异摄动系统中的
快变动力学部分,而状态变换 (6)可解耦出奇异摄动
系统中的慢变和快变动力学部分.通常,L和H可分

别取值为A−1
22 A21和A12A

−1
22 .

注7 对于切换奇异摄动系统和马尔科夫跳变

奇异摄动系统,可将状态变换 (5)或 (6)推广至模态依
赖的形式.
基于状态变换 (5),文献 [38]使用基于状态变换

的Lyapunov函数方法建立了一类含未知非线性脉冲
奇异摄动系统的指数稳定性条件.近年来,针对系统
中同时存在脉冲效应和切换现象的情形,文献 [39-
41]使用模态依赖的状态变换 (5),综合基于状态变换
的Lyapunov函数方法和最小驻留时间方法导出了该
系统的稳定性判别准则.
基于状态变换 (6),文献 [42-44]使用基于状态

变换的Lyapunov函数方法分析了事件驱动机制采
样控制下奇异摄动系统的稳定性问题;文献 [45-49]
综合网络化控制系统分析方法和基于状态变换的

Lyapunov函数方法,讨论了时滞和带宽约束等因素
对奇异摄动系统的影响.
值得注意的是,虽然基于状态变换的Lyapunov

函数方法适用于标准型线性奇异摄动系统和具有既

定结构的非线性奇异摄动系统 (通常由线性和非线

性两部分构成,其中线性部分对应于标准型线性奇异
摄动系统,非线性部分不做限制),但无法适用于一般
化的HSPS.此外,在运用该方法的过程中,含奇异摄
动参数的相关项往往被处理为扰动项而未被充分使

用,故所得结论具有一定的保守性.

2.4 奇异摄动分解方法的改进

近年来,一些学者对奇异摄动分解方法做了改
进,提出了一些新的分析方法,例如基于快慢分解的
平均方法和基于快慢分解的Lyapunov算子方法.
文献 [9-11]提出了基于快慢分解的平均方法,其

思想是先导出高阶系统在快变时间尺度下的边界层

系统,再结合平均方法导出平均系统,基于平均系统
和边界层系统的相关结果进而导出原系统相应问

题的解.综合运用基于快慢分解的平均方法和混杂
系统分析方法,文献 [9-11]建立了连续时间一般化的
HSPS实用稳定性充分条件,并给出了原奇异摄动系
统与平均系统两者解的逼近程度.文献 [50]研究了
极值搜索控制器作用下混杂系统的实用稳定分析问

题.
文献 [25]提出了一类基于快慢分解的Lyapunov

算子方法,研究了状态和控制变量同时含有噪声时马
尔科夫跳变奇异摄动系统的均方指数稳定性.该方
法对标准型和非标准型奇异摄动系统均适用.

3 HSPS的稳定性
不同于常规系统的稳定性分析,奇异摄动系统

的稳定性问题通常需要考虑奇异摄动参数的影响,
一般要求所建立的稳定性条件对任意 ε ∈ (0, ε̄)或

ε ∈ (0, ε̄]都成立,其中 ε̄是正标量. ε̄可作为衡量奇异
摄动系统的稳定性指标, ε̄的大小可用于检验分析方
法的优劣.
下面先介绍脉冲奇异摄动系统、切换奇异摄动

系统和马氏跳奇异摄动系统的稳定性成果,最后总结
一般化HSPS的稳定性研究成果.

3.1 脉冲奇异摄动系统

脉冲效应可用来刻画系统在运行过程中的状态

瞬变行为,如电力系统中频率或电压的瞬变、机械系
统中的碰撞行为等.根据脉冲作用对稳定性的影响,
脉冲可分为起扰动作用的脉冲和起镇定作用的脉冲.
针对脉冲起扰动作用的情形,文献 [19-20]利用

奇异摄动分解方法和最小脉冲间隔下界方法,最早将
经典奇异摄动系统稳定性结论推广到脉冲奇异摄动

系统中;文献 [21]进一步结合随机系统和时滞系统分
析方法,将文献 [19-20]的结论推广到系统中含随机
噪声和时变时滞的情形.值得注意的是,文献 [19-21]
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建立的稳定性结论仅对充分小的奇异摄动参数成立.
针对脉冲起镇定作用的情形,文献 [38]综合采用

基于状态变换的Lyapunov函数方法和脉冲间隔上下
界方法,建立了含未知非线性项脉冲奇异摄动系统的
全局指数稳定的充分条件;文献 [22]结合时滞系统理
论、奇异摄动分解方法和脉冲间隔上下界方法,将
文献 [38]的结论进一步拓展到脉冲项有时滞 (脉冲时
滞)的情形.文献 [22, 38]的结果均显式地给出了 ε̄的

表达式.
注8 文献 [19-21]要求降阶系统的连续部分是

渐近稳定的,而文献 [22, 38]对降阶系统中连续部分
的稳定性不做限制.此外,文献 [22, 38]的稳定性结论
同样适用于脉冲起扰动作用的情形.
上述脉冲奇异摄动系统所考虑的脉冲是时间依

赖的.对于脉冲依赖于系统状态的情形,尚缺乏相关
的研究成果.此外,对于脉冲奇异摄动系统的综合和
优化问题,目前也未见有相应的研究报道.

3.2 切换奇异摄动系统

切换奇异摄动系统具有广泛的工程背景.热轧
带钢轧机的关键制造环节[51]以及DC-DC转换器[52]

等都可建模为切换奇异摄动系统模型.切换奇异摄
动系统中各个子系统是否激活由切换规则决定.通
常而言,切换规则可分为任意切换和受限切换 (包括
依赖时间的切换和依赖状态的切换).
在任意切换规则下,文献 [23]采用奇异摄动分解

方法和公共Lyapunov 函数方法,以LMI形式导出了
切换奇异摄动系统的渐近稳定性条件,其结果表明降
阶子系统的渐近稳定性无法保证原系统在奇异摄动

参数趋于零时维持渐近稳定性.针对一类切换奇异
摄动系统中执行机构存在饱和约束的情形,文献 [53]
进一步分析了该系统在状态反馈控制下闭环系统的

渐近稳定性.
在依赖时间的切换规则下,文献 [32]借助于平均

驻留时间方法和函数 (3),分别研究了切换奇异摄动
系统中子系统均为Hurwitz稳定和部分子系统是不
稳定情形的指数稳定性问题.针对系统中同时存在
稳定和不稳定子系统,且含有时滞的情形,文献 [54]
结合奇异摄动分解方法和时滞系统比较原理, 建立
了时滞切换奇异摄动系统的指数稳定性充分判据.
在依赖状态的切换规则下,文献 [55]采用奇异摄

动分解方法研究了一类切换奇异摄动系统的鲁棒稳

定性,建立了LMI形式的鲁棒稳定性判定准则,并将
奇异摄动参数上界的估计问题转化为凸优化问题求

解.
此外, 文献 [56-58] 基于“最坏轨迹”(Worst

trajectory)概念研究了平面切换奇异摄动系统的二
次稳定性、全局一致渐近稳定性、稳定性和无界性,
但是所采用的分析方法不适用于高维奇异摄动系统.
基于奇异摄动分解方法,文献 [59]进一步将文献 [54]
的研究工作推广到奇异摄动系统同时存在脉冲效应

和切换现象的情形.
注9 文献 [23, 32, 54]只给出了 ε̄的存在性条件,

未能给出 ε̄的估计式,文献 [53, 55]则通过求解相应的
凸优化问题得到了 ε̄.
值得注意的是,对于切换奇异摄动系统中子系统

均是不稳定的情形,如何设计合理的切换规则以确保
整个系统的稳定性仍是一个开放性问题.

3.3 马尔科夫跳变奇异摄动系统

马尔科夫跳变奇异摄动系统中各子系统的激活

过程通常描述为有限状态马氏过程,例如工业反应
器[25,60]、直流电机[61]和隧道二极管电路[62]等.通常,
马尔科夫跳变奇异摄动系统的转移概率矩阵可分为

定常转移概率矩阵和时变转移概率矩阵.
在定常转移概率矩阵的情形下,文献 [24-25, 63]

研究了马尔科夫跳变奇异摄动系统的稳定性问题.
其中,文献 [24]结合随机系统分析方法和奇异摄动分
解方法,建立了随机噪声作用下系统均方指数稳定性
充分条件;文献 [25]则运用基于快慢分解的Lyapunov
算子方法建立了随机噪声影响下系统的均方指数稳

定性判定准则;此外,文献 [63]采用模态依赖的函数
(3)导出了马尔科夫跳变奇异摄动系统的随机稳定性
条件.
时变转移概率矩阵又可分为转移概率矩阵已知

和转移概率矩阵未知两类.针对时变转移概率矩阵
已知的情形,文献 [64-65]利用奇异摄动分解方法分
别建立了降阶子系统和原系统的随机稳定性充分条

件.该研究结果表明:若边界层系统是渐近稳定的,则
原系统与降阶系统的稳定性保持一致.针对转移概
率矩阵存在有界未知扰动的情形,文献 [66]基于模态
依赖的函数 (3),讨论了鲁棒控制下马尔科夫跳变奇
异摄动系统的随机渐近稳定性问题;文献 [36]借助于
函数 (4),研究了转移概率已知、存在有界不确定性、
部分未知以及部分可观测情形下闭环系统的稳定性

问题.

3.4 一般化的HSPS

一般化的HSPS可由模型 (1)和 (2)描述.一般化
的HSPS研究有助于解决移动机器人的控制问题[26]

和Boost变换器的脉冲宽度调制控制问题[67].目前,
对一般化HSPS的研究工作集中在稳定性分析方面,
主要结论如下.
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基于奇异摄动分解方法,文献 [26-27]建立了一
般化的HSPS半全局渐近实用稳定性结论.该研究表
明:若边界层系统和降阶系统均是集合全局渐近稳
定的,则对于任意充分小的ε,原系统也是集合半全局
渐近实用稳定的.
基于快慢分解的平均方法,文献 [9-11]改进了文

献 [26-27]的结论,所得结论不要求边界层系统关于
集合Ψ是不变的;文献 [50]只需假设降阶系统是连续
且半全局实用渐近稳定的,进一步弱化了对降阶系统
的约束.
上述研究工作仅给出了 ε̄的存在性条件,如何获

得最优的 ε̄仍缺乏相关的研究报道.此外,以上建立
的稳定性结论均为半全局的,如何建立关于一般化
HSPS的全局稳定性结果仍是一项极具挑战的研究.

4 HSPS的综合
出于不同需求,实际应用中可能会对HSPS提出

不同的要求,例如稳定性、对未知或不确定性的容忍
能力 (即鲁棒性)、控制代价最优、跟踪或同步、状
态估计等.当HSPS自身无法满足预期的要求时,需
要设计适当的控制器,即HSPS的综合.下面从不同
的控制目标或需求出发,介绍HSPS镇定控制、鲁棒
控制、线性二次型调节、同步控制和状态估计5个方
面的研究工作.

4.1 镇定控制器设计

HSPS的镇定控制器设计目标是要确保相应的
闭环系统满足预期的稳定性要求.根据是否含有奇
异摄动参数,可将镇定控制器分为ε无关和ε相关的

两类.
4.1.1 ε无关的镇定控制器

文献 [23, 53, 68]综合奇异摄动分解方法和切换
系统分析方法,为不同类型切换奇异摄动系统设计
了 ε无关的镇定控制器;文献 [25, 64-65]结合随机系
统理论给出了马尔科夫跳变奇异摄动系统状态反馈

控制器存在的充分条件;借助于采样控制策略,文献
[34, 42-44, 69-70]设计了采样控制器,实现了对奇异
摄动系统的镇定控制;在基于模型的网络化控制框
架下,文献 [45-49]研究了奇异摄动系统的镇定控制
问题.
4.1.2 ε相关的镇定控制器

文献 [32]利用平均驻留时间方法和奇异摄动参
数依赖的Lyapunov函数方法,设计了一类ε相关的镇

定控制器,实现了对子系统均为Hurwitz稳定和部分
子系统是不稳定两种情形下切换奇异摄动系统的镇

定控制;文献 [35]结合驻留时间方法和模态依赖的函

数 (4),设计了一类ε相关的状态反馈控制器,实现了
执行机构存在饱和约束下切换奇异摄动系统的镇定

控制,并估计了ε依赖的吸引域的大小.设计上述ε相

关的镇定控制器要求ε是已知的.当ε未知时,上述ε

相关的镇定控制器可退化为ε无关的镇定控制器.
上述研究工作仅讨论了几类特殊HSPS的镇定

控制器设计问题,怎样设计一般化HSPS的 ε无关或

相关的镇定控制器仍缺乏相关的研究报道.

4.2 鲁棒控制器设计

HSPS的鲁棒控制器设计目标是要确保相应的
闭环系统既满足预期的稳定性要求,又能容忍一定的
不确定性或未知.
文献 [29]采用函数 (3),研究了一类含不确定项

奇异摄动系统的H∞采样控制器设计问题;在此基础
上,文献 [30]借助于脉冲奇异摄动系统的分析方法,
推广并改进了文献 [29]的相关结论;文献 [31]则结合
T-S模糊处理技术,将文献 [29]的结论推广到系统中
含有未知非线性的情形.
文献 [71]给出了一类含不确定项切换奇异摄动

系统的H∞状态反馈控制器存在的充分条件;文献
[72]综合滑模控制理论和函数 (3),设计了一类自适
应滑模控制律,实现了对含有未知非线性项的马尔科
夫跳变奇异摄动系统的鲁棒镇定控制;文献 [73]则设
计了一类模态依赖的复合控制器去实现马尔科夫跳

变奇异摄动系统的鲁棒镇定控制.
同样地,上述结论仅给出了 ε̄的存在性条件,未能

给出 ε̄的估计式.特别地,缺乏设计具有无穷大奇异
摄动参数上界的鲁棒镇定控制器的研究工作.

4.3 线性二次型调节器设计

HSPS的线性二次型调节器设计目标是要确保
相应的闭环系统既满足预期的稳定性要求,又能使得
既定的代价函数 (通常为系统状态和控制变量的二
次型时间积分)达到最小.
文献 [74]综合利用奇异摄动分解方法和采样控

制方法,研究了一类线性时不变奇异摄动系统的线
性二次型调节器的设计问题;文献 [75]提出了一类迭
代并行算法用于求解马尔科夫跳变奇异摄动系统的

线性二次型调节器的增益矩阵,所设计的线性二次型
调节器可使代价函数达到次最优;文献 [76]则进一步
将文献 [75]的工作推广到系统中状态变量和控制变
量同时含有随机噪声的情形.针对多参数马尔科夫
跳变奇异摄动系统中状态含有随机噪声的情形,文献
[77]结合博弈论和奇异摄动理论,提出了二次型调节
器增益矩阵计算的迭代算法.此后,文献 [78]进一步
将文献 [77]的工作推广到系统中状态变量和控制变
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量同时含有随机噪声的情形.
值得注意的是,文献 [74-78]所设计的线性二次

型调节器均是无限时间调节器,对HSPS的有限时间
二次型调节器的研究工作尚未见有关报道.

4.4 同步控制器设计

同步是复杂动态网络的典型动力学特征之一.
近年来,针对一类节点由奇异摄动系统描述的复杂动
态网络(即奇异摄动复杂网络),文献[79-82]建立了该
网络不同形式的同步判定准则.
当网络自身无法实现同步时,可设计合适的同步

控制器来实现网络的同步.文献 [83]综合利用图论
方法和奇异摄动参数依赖的Lyapunov函数方法,设
计了两类牵制控制器,实现了固定和自适应网络拓
扑下,一类耦合多时间尺度神经网络的簇同步.针对
一类节点为非线性奇异摄动系统的复杂动态网络,
文献 [84-85]基于主从同步和奇异摄动参数依赖的
Lyapunov函数方法的思想,研究了网络间的主从同
步问题.其中,文献 [84]设计了一类时间驱动的采样
同步控制器,文献 [85]则设计了一类事件驱动的采样
同步控制器.文献 [86]综合利用图论方法和奇异摄
动分解方法,设计了分布式控制器,以实现无向非负
图下线性奇异摄动网络的一致性;文献 [87]则将文献
[86]的研究工作推广到有向二分图的情形;文献 [88-
89]进一步将文献 [87]的研究推广到节点含有时滞以
及时变网络拓扑的情形.
上述设计的同步控制器只能确保奇异摄动复杂

网络中节点状态实现渐近同步,怎样设计合适的同步
控制器以实现奇异摄动复杂网络的有限时间同步是

一个值得深入研究的课题.

4.5 状态估计器设计

状态估计器的设计目的在于通过量测数据去估

计动态系统内部状态.
文献 [90]给出了一类连续时间奇异摄动系统的

离散时间观测器存在的充分条件;文献 [91]运用多速
率采样控制策略,研究了存在测量时滞时奇异摄动系
统的观测器设计问题.针对通信网络存在数据丢包
的情形,文献 [92]提出了一类奇异摄动系统的H∞滤

波的设计方法;文献 [84]研究了一类节点具有多时间
尺度特征的复杂动态网络的状态估计问题.
在上述状态估计器研究工作中,研究对象本身不

具备混杂特征.不难发现,关于HSPS状态估计器的
设计问题仍缺乏系统性的研究.

5 HSPS的应用研究
HSPS研究结果在实际工程中有着重要的应用

价值,既可以解决受控对象本身为HSPS的分析和控

制问题,亦可采用混杂奇异摄动的控制思想解决受控
对象是一般系统的控制问题.

文献 [26]将HSPS的相关结论应用于分析移动
机器人的控制问题,其控制目标是设计合理的控制
器,使移动机器人被控制到指定的位置和方向.文献
[26]所研究的移动机器人本身建模为一般系统,并不
是奇异摄动系统.文中指出,采用已有的连续状态反
馈控制方法无法实现该系统的控制任务.文献 [26]
设计了一类混杂奇异摄动控制器,该控制器动力学是
快变的,而移动机器人动力学是慢变的.因此,受控的
移动机器人模型由HSPS描述.应用HSPS的相关结
论,文献[26]给出了该控制器的设计方案.
文献 [61]将HSPS的相关结论应用于直流串励

电动机 (Series dc motor)的控制问题.直流串励电动
机中转子角速度动力学通常是慢变的,而电枢电流动
力学是快变的.考虑到转子转动惯量存在轻惯量、中
惯量和大惯量3种形式,文献 [61]将直流串励电动机
建模成马尔科夫跳变奇异摄动系统,采用奇异摄动参
数依赖的Lyapunov函数方法和T-S模糊处理技术分
别设计了该电机的模糊状态控制器和模糊动态输出

状态控制器,实现了对该电机的鲁棒镇定控制需求.
注10 在上述移动机器人的控制问题中,研究

对象本身不具有多时间尺度特征和混杂特征,但在混
杂奇异摄动控制器下,受控移动机器人模型可以描述
为HSPS.而在上述直流串励电动机的控制问题中,受
控对象本身就可建模成HSPS.
为了更加直观地体现HSPS研究在实际工程领

域的应用情况,下面以PFC变换器为例,扼要地介绍
HSPS研究结果如何应用于分析PFC变换器.
通常而言, PFC变换器中电容电压是慢变的,而

电容电流是快变的. PFC变换器可建模为如下切换
系统[52]:

[v̇C i̇L]
T =

−1

C(R+RC)

h2R

C(R+RC)

−h2R
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]
+

 0
vin
L

 .

对上述模型做规范化处理,可将上述模型表示为如下
标准形式:

d
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īL

]
+

[
0

R+RC

]
w.

其中:h2表示切换函数,其他符号定义可参考文献
[52].显然,上述PFC变换器模型是一个HSPS.文献
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[52]采用基于快慢分解的平均方法,获得了该PFC变
换器动力学演化的相关结果.

HSPS的相关结论还被广泛应用于下列领域:工
业反应器[25,60]、热轧带钢轧机[51]、隧道二极管电路[62]

和Boost变换器[67]等,在此不再一一介绍.

6 多参数HSPS
以上研究多集中于讨论双时间尺度HSPS的分

析、综合和应用方面.在控制理论和实际工程应用
中,还将会遇到具有多时间尺度的混杂奇异摄动系
统 (多参数HSPS).截止目前,关于多参数HSPS的分
析与综合研究仍处于初步探索阶段,相关研究报道不
多[77-78].文献 [77]研究了如下含有随机噪声的马尔
科夫跳变多参数奇异摄动系统:

dx(t) =
[
Aε(rt)x(t) +

N∑
m=1

Bε(rt)um(t)
]
dt+

Cε(rt)x(t)dw(t). (7)

其中: {rt, t ⩾ 0}表示取值于有限状态集的马尔科夫
过程,x(t)、um(t)和w(t)分别表示状态、控制输入和

随机噪声.矩阵Aε(rt)、Bε(rt)和Cε(rt)具有如下结

构:

Aε(rt) =

[
A11(rt) A12(rt)

Π−1
ε A21(rt) Π−1

ε A22(rt)

]
,

Bε(rt) =

[
B1(rt)

Π−1
ε B2(rt)

]
,

Cε(rt) =

[
C11(rt) µC12(rt)

Π−1
ε ε̂δC21(rt) Π−1

ε ε̂δC22(rt)

]
,

Πε = diag{In0
, ε1In1

, · · · , εNInN
}.

其中: εk > 0 (k = 1, 2, · · · , N)是小参数,其他参数定
义详见文献[77].特别地,假设小参数满足关系式

0 < ǩij ⩽ εj/εi ⩽ k̂ij < ∞. (8)

其中 ǩij和 k̂ij为已知正标量,用于刻画小参数间的大
小关系,即各个时间尺度分离的程度.显然,由于小参
数ε1, ε2, · · · , εN的存在,系统 (7) 中存在N + 1 个时

间尺度.
针对系统 (7),运用奇异摄动分解方法和博弈论

相关知识,文献 [77]研究了该系统的二次型调节器设
计问题,提出了调节器增益矩阵计算的迭代算法.文
献 [78]进一步将文献 [77]的工作推广到系统中状态
变量和控制变量同时含有随机噪声的情形.

7 结论与展望

HSPS的研究吸引了众多科研人员的关注,取得
了较为丰富的研究成果.受篇幅和作者能力的限制,

未能一一介绍.相对于常规系统而言,混杂特性和多
时间尺度特征的共同作用给HSPS的分析与综合都
带来了巨大的挑战,下列问题仍然值得进一步的深入
研究,主要包括:

1) HSPS的能控性和能观性等研究.能控性和能
观性是动态系统的两个基本结构特性.现有的HSPS
研究工作多集中在稳定性分析,对HSPS的能控性和
能观性缺乏了解.此外,已有的一般化HSPS稳定性
结论均为半全局的,尚未见有全局稳定性的研究报
道.最后,除文献 [33]外, HSPS的无源性、耗散性等性
能分析问题同样缺乏研究.

2) 多参数HSPS的分析与综合.除文献 [77-78]
外,本文介绍的其余HSPS模型仅具有双时间尺度特
征.事实上,具有三时间以及更多时间尺度特征的动
态系统 (即多参数奇异摄动系统)同样广泛存在于实
际工程中.如何将具有双时间尺度特征的HSPS分析
与综合结论推广到多参数HSPS仍有待探索.

3)新的HSPS分析方法的探索.奇异摄动分解方
法的适用对象仅局限于标准型奇异摄动系统.基于
状态变换的Lyapunov函数方法不适用于一般化的非
线性HSPS.基于快慢分解的平均方法所建立的稳定
性结论仅仅是半全局的.虽然奇异摄动参数依赖的
Lyapunov函数方法的适用对象更广,但缺乏系统性
的Lyapunov函数或泛函构造方法.因此,发展能够同
时适用于标准型和非标准型HSPS的分析方法可作
为今后研究工作的重点.此外,现有的大量研究工作
仅给出了奇异摄动系统参数上界的存在性条件,未能
给出其具体表达式或求解算法,提出新的分析方法或
算法,以求解更优的 ε̄仍是一个重要的研究课题.
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