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可变抽样区间二元双抽样广义方差控制图
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摘 要: 将可变抽样区间特性融入二元双抽样广义方差控制图,构建可变抽样区间二元双抽样广义方差控制图及
其监控方法.采用马尔科夫链方法完成控制图调整的平均报警时间和平均报警时间性能指标的计算,进而建立用
控制图参数设计的优化模型,并通过遗传算法完成模型求解.通过与可变抽样区间的二元广义方差合成控制图、
二元双抽样广义方差控制图以及基于Cornish-Fisher修正的二元双抽样广义方差控制图的判异性能对比,验证该
控制图的优势,并通过加工实例对性能优势进行进一步说明.
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Bivariate double sampling generalized variance control chart with variable
sampling interval
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Abstract: By introducing the variable sampling interval feature into the bivariate double sampling generalized variance
control chart, a bivariate double sampling generalized variance control chart and its monitoring method are developed.
The Markov chain approach is used to calculate the adjusted average time to signal and average time to signal performances
of the control chart. Then the design of the new control chart is defined and formulated as an optimization problem, which
is solved by using a genetic algorithm. In comparison with the bivariate synthetic generalized variance control chart with
variable sampling interval, original bivariate double sampling generalized variance control chart and bivariate double
sampling generalized variance control chart based on Cornish-Fisher correction, the proposed control chart offers a better
adjusted average time to signal performance. Furthermore, the advantage of the proposed control chart is illustrated with
by an example.
Keywords: variable sampling interval；bivariate double sampling generalized variance control chart；adjusted average
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生产过程中多个质量特性间往往存在相关性,单
维度控制图并不能反映这种关系,因此,多元质量特
性控制图[1]应运而生并逐渐成为研究的热点.近年
来,研究成果多集中于多元质量特性均值控制图[1-5],
如多元T 2控制图、可变参数的多元T 2控制图、多元

双抽样T 2控制图及其合成控制图等.然而,随着制造
要求和精度的不断提高,监控多元质量特性波动情况

的重要性逐渐突显出来[6].
在多元质量特性波动控制图的研究方面: Runger

等[7]研究了通过样本协方差矩阵进行过程监控,该
方法计算步骤繁琐,复杂度较高;此外,他们还研究了
基于样本广义方差的质量特性波动监控方法[7],与前
一种方法相比,后者计算直接,结果直观,但控制图参
数都为固定值; Tang等[8]采用正交矩阵对样本协方

差矩阵进行转化,每个质量特性分别进行监测,监控
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程序复杂; Aparisi等[9]研究了二元自适应广义方差

控制图,包括两套抽样样本数量和控制界限参数,与
Runger等研究的控制图相比,监控灵活性高,性能更
优; Grigoryan等[6]研究了多元双抽样广义方差控制

图,两阶段抽样可在同一个采样点进行,监控灵活性
和判断准确性更高; Ghute等[10]研究了多元广义方差

合成控制图,合成控制图由多元固定参数广义方差控
制图和合格链长控制图组成,判异性能对比结果验证
了合成控制图相比于传统多元广义方差控制图以及

二元自适应广义方差控制图的优势,但未与多元双抽
样广义方差控制图进行对比; Ming等[11]在Ghute等
工作的基础上研究了可变抽样区间的多元广义方差

合成控制图,并通过与多元广义方差合成控制图以及
多元双抽样广义方差控制图的判异性能对比验证了

所研究控制图的优势;褚崴等[12]采用Cornish-Fisher
展开算法对二元双抽样 (BDS)广义方差控制图进行
了修正,改善了控制图的虚发报警概率.

虽然Ghute等没有对比多元广义方差合成控制
图和多元双抽样广义方差控制图,但从文献 [6,10]的
数据可以看出,在二元质量特性波动监测方面,多元
双抽样广义方差控制图的性能要优于多元广义方

差合成控制图,而可变抽样区间的多元广义方差合
成控制图又优于多元双抽样广义方差控制图.基于
Cornish-Fisher修正的BDS广义方差控制图改善了控
制图的虚发报警概率,但判异性能与修正前基本持
平.因此,有理由推断,如果BDS广义方差控制图的抽
样区间可变,则该控制图的性能可能要优于可变抽样
区间的二元广义方差合成控制图.
基于以上推断,本文研究可变抽样区间的二元双

抽样(Bivariate double sampling with variable sampling
interval, BDSVSI)广义方差控制图,构建控制图的监
控方法、参数设计方法以及性能指标的计算方法,并
通过与可变抽样区间的二元 (BVSI)广义方差合成控
制图、BDS广义方差控制图以及基于Cornish-Fisher
修正控制图的判异性能对比来验证本文所研究控制

图的性能优势.

1 BDSVSI广义方差控制图
BDSVSI广义方差控制图如图1所示,包括8个设

计参数:n1、n2、h1、h2、wt、wn、k1、k2.其中:n1、n2分

别是双抽样第1阶段和第2阶段的抽样样本数量,h1、

h2是两个抽样区间 (h1 > h2),wt、wn分别是切换抽

样区间和抽样样本数量的预警界限, k1、k2分别是双
抽样控制图第1阶段和第2阶段的控制界限系数.
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图 1 BDSVSI广义方差控制图

BDSVSI广义方差控制图监控程序如下:
1) 确定第1阶段样本的样本大小n1.根据文献

[6],设样本统计量Y 服从二元标准正态分布,可得

Y =
|S1| − b1|Σ0|

b
1/2
2 |Σ0|

. (1)

其中: |S1|为第1阶段样本广义方差, |Σ0|为过程受控
状态下的广义方差,

b1 =

2∏
i=1

(n1 − i)

(n1 − 1)2
,

b2 =

2∏
i=1

(n1 − i)
[ 2∏
j=1

(n1 − j + 2)−
2∏

j=1

(n1 − j)
]

(n1 − 1)4
.

2) 如果 Y 在第 1 阶段受控区域 I1[−UWLt,

UWLt]中,则表示过程受控,且间隔较长的时间h1后

再次进行第1阶段抽样.
3) 如果Y 在怀疑区域 I2[−UWLn,−UWLt)或

(UWLt,UWLn]中,则间隔较小的时间h2后再次进

行第1阶段抽样.
4) 如果 Y 在失控区域 I4(−∞,−UCL1) 或

(UCL1,+∞)中,则表示过程失控.
5) 如果 Y 在怀疑区域 I3[−UCL1,−UWLn)或

(UWLn,UCL1]中,则抽取第2阶段样本,确定样本大
小n2,并计算两阶段联合样本统计量Y1,即

Y1 =
|S12| − b11|Σ0|

b
1/2
22 |Σ0|

. (2)

6) 如果 Y1 在第 2 阶段受控区域 I5[−UCL2,

UCL2]中,则表示过程受控,且间隔较小的时间h2后

再次进行第1阶段抽样,否则表示过程失控.

2 BDSVSI广义方差控制图的性能指标
对于可变抽样区间控制图,控制图性能评估是在

平均报警时间 (ATS)相同的前提下对比调整的平均
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报警时间(AATS)[13].
文献 [13]中介绍了一种单变量自适应控制图的

性能指标计算方法,该方法基于马尔科夫链算法,计
算简便.本文将该方法应用于BDSVSI广义方差控制
图ATS和AATS指标的计算,具体如下.
根据文献 [6],对于样本大小为n的二元随机变

量,样本广义方差 |S|的分布可表示为

|S| ∼
|Σ0|(χ2

2n−4)
2

4(n− 1)2
.

设置如下3个转移状态:
状态1:过程受控并且样本点落在中心区域I1,间

隔较长的时间h1再次进行抽样;
状态 2:过程受控并且样本点落在怀疑区域

I2 + I3
∩

I5,间隔较小的时间h2再次进行抽样;
状态3:过程失控.
由此得到剔除吸收态的转移概率矩阵

Q =

[
p11(λ) p12(λ)

p21(λ) p22(λ)

]
, (3)

其中 pij(λ)表示对于给定的偏差系数 λ的状态转

移概率.设 |Σ0|和 |Σ1|分别为受控状态和失控状
态的二元广义方差,λ = |Σ1|/|Σ0|表示过程失控
程度的大小,n = n1+n2,x1 ∼ χ2

2n1−4,x2 ∼ χ2
2n2

,x1+

x2 ∼ χ2
2n1−4 + χ2

2n2
= χ2

2n−4, fχ2
2n1−4

(·)和fχ2
2n2

(·)分
别表示自由度为2n1 − 4和2n2的卡方分布概率密度

函数,则相应的概率计算公式为

p11 = p21 = P (Y ∈ I1 | |Σ1| = λ|Σ0|) =

w 2(n1−1)

√
b1+UWLtb

1/2
2

λ

2(n1−1)

√
b1−UWLtb

1/2
2

λ

fχ2
2n1−4

(x1)dx1, (4)

p12 = p22 =

P (Y ∈ I2 | |Σ1| = λ|Σ0|)+

P ((Y ∈ I3)
∩

(Y1 ∈ I5) | |Σ1| = λ|Σ0|) =

w 2(n1−1)

√
b1+UWLnb

1/2
2

λ

2(n1−1)

√
b1−UWLnb

1/2
2

λ

fχ2
2n1−4

(x1)dx1−

w 2(n1−1)

√
b1+UWLtb

1/2
2

λ

2(n1−1)

√
b1−UWLtb

1/2
2

λ

fχ2
2n1−4

(x1)dx1+

w 2(n1−1)

√
b1−UWLnb

1/2
2

λ

2(n1−1)

√
b1−UCL1b

1/2
2

λ

Ffχ2
2n1−4

(x1)dx1+

w 2(n1−1)

√
b1+UCL1b

1/2
2

λ

2(n1−1)

√
b1+UWLnb

1/2
2

λ

Ffχ2
2n1−4

(x1)dx1, (5)

其中

F =
w 2(n1−1)

√
b11+UCL2b

1/2
22

λ −x1

2(n1−1)

√
b11−UCL2b

1/2
22

λ −x1

fχ2
2n2

(x2)dx2.

设h = (h1, h2)为抽样间隔向量, I是二阶单位
阵, rT = (r1, r2) 为稳态概率向量,如果过程受控,则
可通过受控区域和怀疑区域的概率计算 rT.设P是

受控过程的概率矩阵,即

P =

[
p1 1− p1

p2 1− p2

]
. (6)

其中: pi为受控条件下样本广义方差落在中心区域的
概率; p1 = p2,即

p1 = p2 =
p11(λ = 1)

p11(λ = 1) + p12(λ = 1)
. (7)

rT需要满足两个条件: rT × P = rT和r1 + r2 = 1,因
此

rT =
( p2
1− p1 + p2

,
1− p1

1− p1 + p2

)
. (8)

BDSVSI广义方差控制图的ATS和AATS指标可
通过马尔科夫链方法计算得到,即

ATS(λ) = rT(I −Q)
−1

h, (9)

AATS(λ) = rT[(I −Q)
−1

h− 0.5h]. (10)

其中: rT = (r1, r2)为起始概率向量,且 rT = rihi/

(r1h1 + r2h2), i = 1, 2,因此

rT =
( p2h1

p2h1 + (1− p1)h2
,

(1− p1)h2

p2h1 + (1− p1)h2

)
.

(11)

3 BDSVSI广义方差控制图参数设计
控制图的设计主要是控制图参数的设计,控制

图参数计算采用优化方法获得[14]. BDSVSI控制图
包括 8个参数:n1、 n2、 h1、 h2、 UCL1、 UCL2、

UWLt、UWLn.参考文献[15],这里以AATS为目标函
数.为了便于与其他控制图进行性能对比,将以下两
点纳入约束条件: 1) 受控状态下的ATS采用统一值
τ ,从而保证各控制图的虚发报警概率维持在同一水
平; 2) 平均抽样样本数量n0和平均抽样区间h0也与

其他控制图保持一致,考虑到抽样区间不可变的控制
图,h0通常取值为1.由此可得优化模型如下:

min AATS(λ ̸= 1);

s.t. ATS(λ = 1) = τ,

E(n | λ = 1) = n0,

E(h | λ = 1) = h0,

h1 > h0 > h2 > 0,

n2 > n0 > n1 > 0,
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UCL1 > UWLn > UWLt > 0,

UCL1 > UCL2 > 0. (12)

受控状态下控制图的平均抽样样本数量为

E(n | λ = 1) = n1 + n2P (Y ∈ I3); (13)

受控状态下控制图的平均采样间隔为

E(h | λ = 1) =
ATS(λ = 1)

ARL(λ = 1)
, (14)

其中ARL(λ = 1)为控制图受控平均运行长度,有

ARL(λ = 1) =
1

p11(λ = 1) + p12(λ = 1)
.

本文采用遗传算法求解BDSVSI控制图参数,设
计优化模型.参考文献 [6,16],设置种群大小为1 000,
交叉概率为0.5,变异概率为0.06,式 (12)中的目标函
数及非线性相等约束条件通过Matlab程序实现,并
通过Matlab2012b遗传算法工具箱完成计算,相关结
果见第4节.

4 性能对比

沿用文献 [11]中控制图对比时的参数数据, ATS
为370.37,λ分别为1.1、1.2、1.3、1.5、2.0、3.0、5.0,抽
样样本数量n分别为5、7、10.不同λ和n值所对应的

BDSVSI广义方差控制图、BVSI广义方差合成控制
图、BDS广义方差控制图及其基于Cornish-Fisher修
正的控制图 (简称CFBDS广义方差控制图)的AATS
数据见表 1∼表 3.其中: BVSI广义方差合成控制图
AATS数据直接来源于文献 [11];为了与ATS指标对
应,设BDS广义方差控制图及其修正控制图的受控
平均运行长度为370.37,两控制图的失控平均运行长
度分别根据文献 [6]和 [12]的方法并通过Matlab程序

表 1 n = 5时的AATS数据对比

AATS
λ

1.1 1.2 1.3 1.5 2.0 3.0 5.0

n1 4 4 3 3 4 4 4

n2 27 25 26 24 16 13 10

UCL1 10.817 10.822 10.693 10.001 9.606 9.301 8.611

UWLn 1.953 1.942 1.603 1.567 1.511 1.338 1.192

UWLt 0.869 0.864 0.847 0.828 0.789 0.702 0.663

UCL2 2.128 2.121 2.137 2.192 2.243 2.265 2.401

h1 1.1 1.1 1.1 1.1 1.2 1.2 1.2

h2 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1

BDSVSI 100.38 41.6 20.74 7.68 2.78 1.59 1.31

BDS 119.87 52.78 28.12 11.58 3.87 2.01 1.40

CFBDS 117.38 53.53 29.09 11.05 3.79 1.93 1.42

BVSI 111.16 45.33 23.52 9.86 3.57 1.88 1.36

表 2 n = 7时的AATS数据对比

AATS
λ

1.1 1.2 1.3 1.5 2.0 3.0 5.0

n1 6 6 6 6 6 6 6

n2 31 30 30 27 21 17 12

UCL1 10.782 10.667 10.669 9.985 9.586 9.102 8.573

UWLn 1.841 1.837 1.693 1.565 1.522 1.323 1.188

UWLt 0.861 0.854 0.833 0.817 0.789 0.691 0.654

UCL2 2.123 2.131 2.094 2.185 2.227 2.249 2.361

h1 1.1 1.1 1.1 1.1 1.2 1.2 1.3

h2 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1

BDSVSI 97.56 39.41 19.06 6.91 2.33 1.33 1.2

BDS 117.32 46.96 25.03 10.22 3.48 1.81 1.33

CFBDS 116.43 45.67 26.03 10.57 3.38 1.84 1.35

BVSI 108.51 42.47 21.58 8.78 3.14 1.72 1.29

表 3 n = 10时的AATS数据对比

AATS
λ

1.1 1.2 1.3 1.5 2.0 3.0 5.0

n1 9 8 9 9 9 9 9

n2 37 37 36 31 24 19 12

UCL1 10.772 10.532 10.386 9.964 9.318 8.801 8.273

UWLn 1.833 1.777 1.692 1.574 1.523 1.333 1.082

UWLt 0.863 0.836 0.837 0.807 0.794 0.676 0.612

UCL2 2.12 2.203 2.134 2.155 2.208 2.182 2.297

h1 1.1 1.1 1.1 1.2 1.2 1.3 1.3

h2 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1

BDSVSI 95.13 37.81 16.03 6.12 1.99 1.26 1.16

BDS 113.11 46.82 24.93 9.07 3.34 1.59 1.26

CFBDS 115.06 45.21 25.25 9.36 3.05 1.62 1.30

BVSI 104.74 39.29 19.15 7.48 2.68 1.54 1.21

计算得到; BDSVSI广义方差控制图AATS数据通过
本文第3节方法计算得到.

由仿真数据可知,平均抽样样本数量为5、7和10
时, BDSVSI广义方差控制图相比于BVSI广义方差
合成控制图的AATS平均改善比例为 14.02 %,相比
于BDS广义方差控制图的AATS平均改善比例为
23.04 %,相比于CFBDS广义方差控制图的AATS平
均改善比例为 22.96 %.仿真结果验证了之前的推
断, BDSVSI广义方差控制图性能更优.

5 实例研究

下面通过加工实例进一步说明BDSVSI广义方
差控制图的优势.加工对象是某种复合材料绝缘拉
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杆,主要工艺是在真空状态下通过圆柱形模具浇注
成型.流量和温度是成型过程中两个主要指标,且存
在相互关联性,流量参数要求为45±1 ml/min,温度参
数要求为50± 2◦.对两个联合指标分别应用BDSVSI
广义方差控制图及BVSI广义方差合成控制图进行监
测.
由于过程广义方差 |Σ0|未知,通过 80组实测数

据对其进行估计,部分数据如表 4所示.其中:X1表

示流量,X2表示温度.由表4数据可得样本广义方差
|S| = 0.086 7,进而得到过程广义方差的无偏估计
|Σ̂0| = 0.087 81.再根据实测样本广义方差,并由式
(1)和 (2)分别计算得到BDSVSI广义方差控制图第1
阶段及两阶段联合样本统计量, BVSI广义方差合成
控制图样本统计量根据文献[11]得到.

表 4 加工实例二元质量特性实测数据

序号 X1 X2

1 45.38 50.2

2 45.75 51.4

3 45.41 48.5

4 44.17 49.9

5 45.18 50.1

6 44.65 48.7

7 44.31 50.4

8 44.88 49.8
...

73 45.25 49.4

74 45.08 49.3

75 44.98 50.7

76 45.35 50.6

77 44.81 50.5

78 45.28 50.1

79 45.05 50.6

80 45.27 50.3

选择平均抽样样本数量n = 5.对于BDSVSI广
义方差控制图,从表1中选择λ = 3.0时的控制图参

数;对于BVSI广义方差合成控制图,从文献 [11]中选
择对应的控制图参数,合成控制图中广义方差控制图
的抽样样本数量n = 5、切换抽样区间参数UWLt =

1.278、控制界限参数UCL= 2.260 4、长抽样区间

hS1 = 1.2、短抽样区间hS2 = 0.1,合成控制图中合
格链长控制图的切换抽样区间参数w = 13、控制界

限参数L = 5、长抽样区间hCRL1 = 1.2、短抽样区

间hCRL2 = 0.1.设最小抽样时间间隔为1 min,最大
抽样时间间隔为12 min.

监测数据如表5所示,两控制图的起始监测时间
一致,各自的第1组样本统计量都处于各自的受控区
域,因此都间隔 1 min进行第 2次抽样. BDSVSI广义

方差控制图第 1阶段的第 2组和第 3组样本统计量
处于切换抽样区间的区域,因此分别间隔1 min进行
第3次和第4次抽样; BVSI广义方差合成控制图第2
和第3组样本统计量还是处于受控区域,因此分别间
隔 12 min进行第 3次和第 4次抽样. BDSVSI广义方
差控制图第 1阶段的第 4组样本统计量处于切换抽
样阶段的区域,因此在同一个采样点进行第2阶段抽
样,两阶段联合样本统计量处于第 2阶段受控区域,
所以间隔1 min进行第5次抽样; BVSI广义方差合成
控制图的第4组样本统计量处于切换抽样区间的区
域,因此间隔 1 min进行第 5次抽样. BDSVSI广义方
差控制图第 1阶段的第 5组样本统计量处于切换抽
样阶段的区域,进行第 2阶段抽样,两阶段联合样本
统计量处于第 2阶段失控区域,因此判定生产过程
异常; BVSI广义方差合成控制图的第 5组样本统计
量也处于失控区域,而且从开始抽样到失控报警的
采样点数为 5,等于合成控制图中合格链长控制图
的控制界限,因此可以确定此时生产过程异常.从开
始采样到异常报警,两控制图都经历了 5个采样点,
但BDSVSI广义方差控制图的累计抽样时间 (15 min)
小于BVSI广义方差合成控制图 (37 min),因此性能更
优.

表 5 λ = 3.0时两控制图监测数据

实测数据序号 1 2 3 4 5

BDSVSI

广义方差

控制图

第1阶段样

本广义方差
0.075 7 0.148 5 0.137 5 0.213 5 0.284 2

两阶段联合样

本广义方差
0.162 0.196 1

第1阶段样

本统计量
0.191 6 1.005 6 0.882 9 1.733 4 2.523 2

两阶段联合

样本统计量
1.862 4 2.635 8

抽样区

间/min
0 12 1 1 1

累计抽样

时间/min
0 12 13 14 15

BVSI

广义方差

控制图

样本广

义方差
0.081 6 0.148 5 0.138 4 0.202 0 0.272 9

样本统

计量
0.1950 1.024 1 0.898 8 1.688 5 2.566 5

抽样区

间/min
0 12 12 12 1

累计抽样

时间/min
0 12 24 36 37
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6 结 䇪

本文构建了BDSVSI广义方差控制图及其监控
方法,完成了控制图AATS和ATS性能指标的计算以
及控制图的参数设计.仿真结果表明,与BVSI广义
方差控制图、BDS以及CFBDS广义方差控制图对
比, BDSVSI广义方差控制图性能更优.最后通过实
例研究对该性能优势作了进一步说明.

鉴于BDSVSI广义方差控制图的优势,后续工作
可以向二元以上的多元可变抽样区间双抽样广义方

差控制图进行扩展;或者将BDSVSI广义方差控制图
与合格链长控制图相结合,进一步改善控制图的判异
性能.
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