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基于随机泛函的免疫进化算法收敛性及性能分析

徐雪松1,2, 杨胜杰1, 陈荣元1†, 梁 伟1,2, 蒋伟进1

(1.湖南商学院 新零售虚拟现实技术湖南省重点实验室，长沙 410205;
2.湖南商学院 湖南省移动电子商务协同创新中心，长沙 410205)

摘 要: 分析基于免疫响应原理的免疫进化算法流程和运行机制.根据免疫抗体群的状态转移过程,研究免疫进
化算法的马尔科夫随机过程,并采用随机泛函分析算法的收敛性,突破传统马尔可夫链方法对解空间较大问题分
析的局限性.根据免疫进化算法参数构成和抗体种群达到吸收态的转换特性,采用泛函理论论证算法收敛速度估
计、时间复杂度计算和参数选择原则.通过实验总结影响免疫进化算法收敛性的关键因素,为解空间较大及高维
优化问题的免疫进化算法收敛性和性能分析提供可行方法.
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Abstract: Based on the immune response principle and operation mechanism, an immune evolutionary algorithm is
discussed. According to the state transfer process of immune antibodies and Markov stochastic process, the immune
evolutional algorithm convergence is analyzed by using the stochastic functional theory, which breaks the flaw of the
traditional Markov chain method. The key factors that influencing the convergence rate and parameter selection principle
are introduced by using functional theory and immune population state transformation process. Then the operation time
complexity and the parameters are discussed through experiment comparison. The conclusion and theory developed
in this paper shew new light on various practices and ideas employed by researches for larger and higher-dimensional
optimization problem.
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0 引 䀰

自20世纪80年代, Farmer等[1]率先提出免疫系

统的动态模型后, Dasgupta[2]和De Castro等[3]相继提

出人工免疫系统算法,免疫进化计算开始成为人工智
能领域研究的热点.各种免疫算法或模型被相继提
出[4-8],形成了免疫进化算法的基本框架,并扩展了在
工程领域的应用.然而,迄今为止,对于免疫进化算法
理论方面的分析与研究工作仍然较少.肖人彬等[9-12]

相继研究了一系列人工免疫优化方法,并给出了相关

算法的收敛性、复杂度和相关参数校验,从理论到
方法上均取得了较好的创新.这些研究主要集中在
对算法算子的改进和优化上,通过实验方法从局部
调整和提升算法的性能,其研究角度主要还是以方
法为驱动,较少从问题角度出发研究和探讨免疫进
化算法.文献 [13-16]结合Lamark原理对仿生进化计
算进行分析,构造了基于神经免疫调节的Memetic计
算模型,从生物学基础上探讨了免疫算法机理,为免
疫进化算法研究提供了新的理论支持.目前,此类随
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机迭代进化方法收敛性分析可分为如下几类: Vose-
Liepins模型[17]、Markov链模型、公理化模型[18]、积分

算子模型[16].这些模型在种群规模无限的假设下可
精确刻画过程,但在有限规模情形下只能描述其平均
特性.由于免疫进化算法下一代种群的状态通常依
赖当前种群信息,而不依赖于以往状态,可用Markov
链描述其渐近行为并分析其收敛性[19-22].还有一些
研究者发展了对于这类连续变量免疫算法收敛性的

分析方法——连续积分算子模型[23-24].文献 [25]针
对多目标优化的免疫系统算法,利用Markov链给出
了其收敛性的完整证明.文献 [26]引入鞅方法分析
了生物免疫遗传算法所形成种群的鞅性质,并由此得
出算法强收敛性结论,针对免疫优化算法的收敛速度
展开研究.这些研究从不同角度探讨免疫算法基本
原理和算子性质,并给出了收敛性证明.经典的确定
性算法大多是“问题依赖”的算法,设计算法的同时
已经考虑了算法的时间复杂性分析,而进化算法是一
类“问题独立”算法,通用性和易用性是算法设计时
主要考虑的因素,其算法的计算复杂度理论分析很困
难.综合文献分析来看,对于一般收敛性的研究主要
还是采用马尔可夫链展开研究[27-29],大部分以时间
趋于无穷为前提进行收敛性分析.但算法与时间相
关的计算复杂度问题更有利于算法定量分析,同时能
够对算法效能的改进起到指导作用,但是目前这方面
的研究仍然不完善.

本文在文献 [14]提出的免疫响应算法的基础上,
以人工免疫响应机制为出发点,进一步深入分析免疫
进化算法的运行机理和相关算子特点.在Markov 链
分析中运用随机泛函理论对免疫进化算法各算子特

性进行分析,从理论角度给出相关算子及参数选择要
求.最后通过多组实验仿真给予验证,从而为这方面
研究开拓一条新的思路.

1 免疫进化算法简ӻ

生物免疫系统对外界入侵或刺激所产生的适应

性免疫应答分为3个阶段,即感应阶段、反应阶段和
效应阶段[16].通过对生物系统免疫响应机制的简单
模拟,所设计的免疫进化算法是一种确定性和随机性
选择相结合的启发式随机搜索算法[14],算法模型如
图1所示.算法模拟生物系统的抗体-抗原匹配机制,
通过距离定义抗体-抗原的匹配程度或激励水平;通
过克隆选择实现抗体群的克隆增殖;利用变异实现
抗体的多样性,从而实现算法的自适应学习.这种迭
代进化过程,是由“抗体群-克隆选择-抗体变异-免疫
记忆-抗体补充及淘汰-新抗体群”的迭代循环构成的

随机进化过程.
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图 1 免疫进化算法模型

根据图1描述的算法模型,设Ag为抗原, Ab为抗
体,S为形态空间,L为抗体抗原所处的形态空间的
维数. Ab∈SN×L,且Ab=Ab{r}

∪
Ab{m}, r+m=N .

Ab{m}为记忆细胞库, Ab{r}为其余抗体群, Ab{d}

为补充抗体群, Abj
{n}为与抗原Agj亲和力最高的n

个抗体,Fj为Ab 对抗原Agj亲和力函数.当算法用
于优化问题时,每一个抗体Abi便对应目标函数g(·)
的一个解,即所求目标函数的最大值或最小值.

2 算法收敛性分析

由图1模型所描述的免疫进化算法可建模为一
非齐次的马尔可夫随机过程.随机过程 {Ab(t)}t⩾0

构成一个离散时间的马尔可夫链.
定义1 对于任意的初始分布,

lim
k→∞

∑
si

∩
X ̸=∅

p{Abi
k} = 1 (1)

称为算法收敛.其中:S为状态空间; si为S中的某一

状态,且si ⊆ S.
定义 1表明,当免疫进化算法通过多次迭代,最

终抗体群中包含全局最佳个优的概率接近于1时,称
为概率1收敛.文献 [10, 27]已证明该类马尔科夫链
随机过程的收敛性,但马尔科夫链一般根据转移矩
阵的特性对算法趋向某一平稳分布进行分析,对于解
空间较大的问题,要具体确定和分析转移矩阵十分困
难.本文采用随机泛函理论,分析免疫算子性质及其
随机映射过程,进而阐述算法的理论收敛性.

2.1 免疫算子性质分析

免疫进化算法包括免疫克隆、免疫选择、免疫

基因等基本算子操作.其中,免疫克隆操作TC
c 是一

个S → SN的确定性空间映射,实现对抗体群空间的
扩张;免疫基因操作TC

g 是一个SN → SN的随机映

射,通过产生一群变异解提高抗体和抗原亲和度;免
疫选择操作 TC

s 是一个SN → S的随机映射,通过局
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部择优对抗体群规模进行压缩.正是通过这些免疫
算子,将求解问题由低维空间映射到更高维的空间中
进行计算,再将结果投影回低维空间,完成对问题的
求解.以二进制编码为例,变异算子为

P{a → b} = pdis(a,b)
m (1− pm)l−dis(a,b). (2)

抗体变异概率pm取值一般小于1,海明距离dis (a, b)
越小,P{a → b}越大,表明抗体获得变异并提供抗体
群多样性能力越强.设 q为抗体克隆的规模,对于抗
体Abi,克隆个体全为b的概率为

P1{Φ(Abi) → b} =

q∏
i=1

P{Abi → b} =

(pdis(Abi,b)
m (1− pm)l−dis(Abi,b))q. (3)

在等概率事件下,抗体Abi克隆选择后的个体为 b的

概率为

P2{Φ(Abi) → b} =

q∑
i=1

P{Abi → b} =

q × (pdis(Abi,b)
m (1− pm)l−dis(Abi,b)). (4)

克隆规模 q越大,P1{Φ(Abi) → b}越小,抗体分
布越随机,其搜索范围越广.其中,若b为一更优解,则
当 q越大,P2{Φ(Abi) → b}越大,从而可以提高算法
全局优化的能力.

2.2 免疫算法随机过程泛函分析

定义2 设映射T : Ω × S → S,若Xi ∈ S成

立,T (ω,Xj) = Y (ω)为S上的随机变量,则称T为随

机算子.
由第2.1节描述可知,免疫进化算法为随机映射

运算.每一个计算迭代过程产生一次映射 T ,T =

TS×TG×TC分别由免疫选择、免疫基因和免疫克隆

算子组成,其映射关系为T = (TS × TG × TC) : S →
S.设Ab(t)、Ab(t+ 1)分别为第t次和t+ 1次迭代生

产抗体群,有

Ab(t+ 1) = T (ω,Ab(t)) = Tg(Tc(Ts(ω,Ab(t)))).
(5)

各代抗体群产生的最佳个体构成一个单调非减序列,
即f(Abt−1) ⩽ f(Abt) ⩽ f(Abt+1).

定义3 随机算子T : Ω × S → S为随机压缩算

子,存在非负实值随机变量K(ω) < 1使得

p({ω : d(T (ω, xi), T (ω, xi+1)) ⩽
K(ω)d(xi, xi+1)}) = 1. (6)

定理1 免疫进化算法算子映射T是随机压缩

算子.
证明 对于单调非减序列f(Abt−1) ⩽ f(Abt)

⩽ f(Abt+1),存在一个非负实值随机变量0 ⩽ K(ω)

< 1,使得下式成立:

d(T (ω, xi−1), T (ω, xi)) =

d(xi, xi+1) =

|(c− f(xi))− (c− f(xi+1))| ⩽

K(ω)|(c− f(xi))− (c− f(xi+1))| =

K(ω)d(xi, xi+1), (7)

Ω0 = {ω : d(T (ω, xi−1), T (ω, xi)) ⩽

K(ω)d(xi, xi+1)} ⊆ Ω,

p(Ω0) = p({ω : d(T (ω, xi−1), T (ω, xi)) ⩽

K(ω)d(xi, xi+1)}) = 1.

所以T : Ω × S → S是一个随机压缩算子. 2
定理 2 (随机压缩映射定理) 设随机算子T :

Ω × S → S满足对任何ω ∈ Ω,T (ω)均为压缩算
子,即存在Ω0 ∈ Ω, p(Ω0) = 1,使得对于任意ω ∈
Ω0,有d(T (ω, xi), T (ω, xi+1)) ⩽ K(ω)d(xi, xi+1).其
中:xi, xi+1 ∈ S, 0 ⩽ K(ω) < 1.则T (ω)有唯一随机

不动点r(w),使得T (r(ω), ω) = r(ω)成立.
证明 根据巴拿赫压缩映射定理,对于ω ∈ Ω0,

存在h(ω) ∈ S为T (ω)唯一不动点.对于xi ∈ S,令

r(ω) =

h(ω), ω ∈ Ω0;

xi, ω ∈ Ω −Ω0.

则 r(ω)为 T (ω)广义不动点,且为 T (ω)的唯一不动

点.对于任意x0 ∈ S,有下式成立:

x1(ω) = T (ω, x0), xi+1(ω) = T (ω, xi). (8)

由于x1(ω) → x0,T (ω, xi(ω)) → T (ω, x0),T (ω)连
续,xi(ω) → r(ω), r(ω)为一随机变量,从而 r(ω)为

T (ω)的唯一随机不动点.由此可知,免疫进化算法求
解过程为随机压缩映射,且该迭代过程是收敛的. 2
3 算法性能分析

不失一般性,考虑以X = {x1, x2, · · · , xm} 为变
量的优化问题 (P ) : max{f(e−1(A)) : A ∈ S},抗体
群Ab = {Ab1,Ab2, · · · ,AbN}是抗体种群空间SN

的一个点,B∗ = max f(Ab)为问题 (P )的全局最优

解.令T为首次搜索到全局最优解B∗所需要的时间,
则有

θ(k) = P (B∗ ∈ X(k)|B∗X(k − 1)). (9)

这样,寻求最优解速度问题便转化为求解数学模型
sup(E(T ))的问题.由第2节分析可知,免疫算法随机
过程{A(t)}t⩾0为一非齐次马尔可夫链模型,其状态
转移矩阵P (t) = (Pij(t))为时间t的函数.式 (9)为依
赖参数k的时变量,则期望值和方差分别表示为
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E(T ) = (1− p0)/θ, (10)

V (T ) =
(1− p0)(1 + p0 − θ)

θ2 . (11)

设p0为初始化时的最优解概率, l为抗体编码长度, η
为求解问题最优解个数,种群空间维数为CN

2l+N−1 ⊂
SN , e为抗体群中最优解个数,则有

e = CN
2l+N−1 − CN

2l−η+N−1, (12)

p0 = P (T = 0) =
e

CN
2l+N−1

=

CN
2l+N−1 − CN

2l−η+N−1

CN
2l+N−1

=

1−
CN

2l−η+N−1

CN
2l+N−1

. (13)

经过变异操作得到最优解的概率为

pB = pd
∗

m (1− pm)l−d∗
. (14)

以二进制编码为例, d为两个位串间不相同的个数,
当pm < 1/2时,取d∗ = max{d(xi, xj)},则经过变异
操作至少包含一个最优个体的概率为

pG = 1− (1− pB)
N . (15)

如果仅产生一个最优个体,则该个体至少被选择一次
的概率为

p∗S =
f(x∗)

N∑
i=1

f(xi)

, pS = 1− (1− p∗S)
N . (16)

由此,通过免疫变异和选择操作至少产生一个最优解
概率为

inf(θ) = pGpS . (17)

将式(15)和(16)代入(17),可得

pGpS = [1− (1− pd
∗

m (1− pm)l−d∗
)N ]×[

1−
(
1− f(x∗)

N∑
i=1

f(xi)

)N]
, (18)

sup(E(T )) = 1− p0
inf(θ) =

1− p0
pGpS

=

CN
2l−η+N−1

pGpSCN
2l+N−1

. (19)

进而可得

E(T ) ⩽
CN

2l−η+N−1

pGpSCN
2l+N−1

.

同理求得V (T ).由式 (19)可知,免疫进化算法的收敛
速度与种群规模N .变异概率pm、克隆选择pS、抗体

编码长度 l有关.同时,实际问题最优解个数η对算法

收敛速度有正相关性.

4 实验仿真和参数校验

选取表1中的测试函数对免疫响应进化算法的
收敛性和参数选择进行测试.函数的基本性质如表1
所示,为多模态复杂函数,其中f2、f3寻优难度最大,
难以找到所有最优解值.将测试用例参数选择分为6
组,如表2所示.通过函数寻优实验测试不同参数下
算法的性能.实验仿真环境为: Windows 7系统, Intel
处理器2.90 GHz, 16 G内存,仿真软件Matlab 2010 a.
为便于比较,以函数f1为基准测试函数,对参数

选择的实例分析如下:
1) 抗体群规模N .抗体群规模越大,采样容量越

表 1 测试函数基本性质

函数f 测试函数 范围 最优值

f1 f1(x) = 20 + (x2
1 + x2

2)− 10(cos(2πx1) + cos(2πx2)) −10 ⩽ xi ⩽ 10 0

f2 f2(x) =
D∑
i=1

(100(xi+1 − x2
i )

2
+ (xi − 1)2) −10 ⩽ xi ⩽ 10 0

f3 f3(x) = −20 exp
(
− 0.2

√√√√ 1

D

D∑
i=1

xi

)
− exp

( 1

D

D∑
i=1

cos(2πxi)
)
+ 20 + e 32 ⩽ xi ⩽ 32 0

f4 f4(x) =
D∑
i=1

[x2
i − 10 cos(2πxi) + 10] −500 ⩽ xi ⩽ 500 0

f5

f5(x) =
D∑
i=1

[y2i − 10 cos(2πyi) + 10]

where, yi =

 xi, |xi| < 0.5;

round(2xi)/2, |xi| ⩾ 0.5

−5.12 ⩽ xi ⩽ 5.12 0
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表 2 测试用例参数选择

参数名 参数组P1 参数组P2 参数组P3 参数组P4 参数组P5 参数组P6

抗体规模N 20 50 50 50 50 50

抗体编码 l 16 16 16 16 16 16

抗体淘汰率pd 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2

最大迭代数Imax 500 500 500 500 500 500

变异概率pm 0.05 0.05 0.2 0.5 0.2 0.5

最大变异率pmax 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8

表 3 30次平均测试统计结果比较

函数 指标 参数组P1 参数组P2 参数组P3 参数组P4 参数组P5 参数组P6

Mean 3.71e+000 1.46e-009 0 0 0 0

f1 Std 0.72e+000 2.40e-009 0 0 0 0

AveIt 152 95 89 67 58 56

Mean 4.37e+000 3.01e+001 2.10e+001 2.32e+001 1.54e+000 4.26e-007

f2 Std 1.51e+000 1.73e+001 2.98e+000 2.01e+000 0.97e+000 1.39e-006

AveIt 500 500 500 500 500 500

Mean 1.14e+000 1.16e-005 2.34e-005 3.44e-015 1.11e-014 9.88e-016

f3 Std 0.22e+000 3.71e-006 1.46e-004 2.14e-015 3.55e-015 0

AveIt 500 500 500 500 500 500

Mean 2.08e+000 1.03e+002 2.00e-005 0 0 0

f4 Std 0.41e+000 2.44e+001 1.92e-006 0 0 0

AveIt 500 500 500 416 387 360

Mean 2.29e+000 8.88e+001 4.36e-010 4.14e-016 6.32e-015 0

f5 Std 0.54e+000 2.98e+001 2.44e-010 1.45e-015 3.33e-015 0

AveIt 500 500 500 500 500 412

大,可以防止未成熟收敛,改进算法全局搜索质量.一
般情况下,选取N = 20 ∼ 50.当N选择 50∼ 100
之间时,函数f1在不同种群规模下收敛曲线如图2所
示.算法运算性能差异不大,都能以较好的速率收敛
到全局最优,当N增大到200及以上时,算法收敛速
度反而下降,原因是个体适应度评价的计算量随着N

的增大而增大.
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图 2 pm = 0.5时,函数f1在不同种群规模下收敛曲线

2)抗体编码长度 l.抗体编码长度(以二进制编码
为例)一般由问题解所需的精度确定.位串编码 l越

长,所表示的精度越高,但计算效率降低.因此,很多
算法采用特殊编码方式来平衡求解精度和效率问题.

3) 变异概率 pm.在函数 f1的测试过程中,当种
群规模保持 50不变,变异概率在 0.05∼ 0.8之间变
化,算法收敛曲线比较如图3所示.当变异概率pm在

一定范围内增大时,算法的收敛速度提升;但若 pm

过高,则收敛效率反而降低.同时,由式 (14)可知,当
pm = 1时, pB = pd

∗

m (1− pm)l−d∗
= 0,从而使得

sup(E(T )) → ∞.为进一步探讨抗体变异率对算法
性能的影响,在保持抗体规模、抗体编码、迭代次数等
参数不变的情况下,使抗体变异率Pm在 0.02∼ 1之
间变化,测试算法的种群多样性和收敛性关系.选取
函数f2, f3寻优过程中部分种群多样性分布如图4和
图5所示.
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图 3 N = 50时,函数f1在不同变异率下收敛曲线
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图 4 函数f2在不同变异率下种群多样性变化

0 100 200 300 400 500

()*

0

1

2

3

!
"
#
$
%
&
'

p
m

= 0.5

p
m

= 0.9

图 5 函数f3在不同变异率下种群多样性变化

由图 4可见,当 pm过小 (pm < 0.05)时,种群多
样性随着进化代数的增加而降低,多样性在进化后期
快速减弱,群体的多样性不能保证.图5中,当pm过大

(pm > 0.5)时,种群多样性分布范围很广,导致群体
不稳定,搜索过程难以长时间稳定地收敛,易出现振
荡.通过实验可知,一般情况下,选取pm = 0.1 ∼ 0.6.
在影响算法运行效率的各项因素中,抗体种群规模和
变异率起主要作用;算法全局收敛和迭代次数的影
响作用中,变异率居首要地位.另外,抗体克隆规模、
抗体淘汰率对算法性能也产生一定的影响.当抗体
淘汰率增大时,抗体多样性好,有利于摆脱局部极小
点;当克隆规模增大时,抗体群变异个体增加,可以提
高算法全局搜索能力.相反的是,由于克隆扩增导致
抗体个体数量增加,每代亲和力计算次数也随之增
加,因此太大的克隆规模对算法收敛是不利的.

5 结 论

本文在基于人工免疫响应的免疫进化算法的基

础上,结合整体优化问题分析了免疫进化算法基本原
理和免疫算子的性能.结合免疫算子及关键参数的
构成,运用随机泛函理论对算法过程进行具体描述,

同时对免疫种群达到吸收态的变换过程进行证明,并
将算法求解最优解速度问题转化为求解数学期望模

型 sup(E(T ))的问题,从理论角度对免疫进化算法性
能影响因素进行了论证.最后通过多组实验比较,探
讨了影响免疫算法收敛性的参数选择原则.
本文从随机过程及泛函理论角度分析了算法的

收敛性,为解空间较大及高维优化问题的免疫进化算
法收敛性及性能分析提供了一种可行方法.但免疫
进化算法的性能与实际求解问题密切相关,因此,结
合具体优化问题探讨算法效率和参数选择将是下一

步研究的重点内容.
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