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时滞系统的完全稳定性研究综述
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摘 要: 时滞系统的完全稳定性问题是控制领域中的一个基础理论问题,长期以来受到了人们的关注.然而,该问
题非常复杂,人们往往存在一些不正确的理解,目前国内外尚未见到专门关于这一问题的综述性文献.对此,从基
础知识、现有方法回顾、技术难点、求解思路等方面对时滞系统完全稳定性问题做一个全面、直观的介绍.最后,
介绍一种最近提出的分析方法—–频域扫描框架.在该框架下,时滞系统完全稳定性问题能够得到完整的解决.
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Survey on complete stability study for time-delay systems
LI Xu-guang†, ZHANG Ying-wei, FENG Lin
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Abstract: The complete stability of time-delay systems is a fundamental academic problem in the control field, which
has attracted wide attention for a long time. However, people may tend to have some incorrect understanding of the
complete stability. In the open literature, no dedicated survey paper has been reported so far concerning this topic. In this
survey paper, the complete stability of time-delay systems is reviewed in terms of preliminaries, existing results, technical
difficulties, and the idea of solution. Finally, a recently-established tool, the new frequency-sweeping framework, is
introduced. Within this framework, the complete stability is systematically solved for the first time.
Keywords: time-delay systems；complete stability；frequency-sweeping framework；asymptotic behavior；invariance
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0 引 言

时滞系统的完全稳定性是控制学科中的一个

经典理论问题,它的解对研究很多时滞系统稳定性
问题具有指导性作用.一直以来,它是国际上明确承
认的一个Open problem.例如,文献 [1]中前言部分指
出:“Note that if the stability characterization in the
finite-dimensional linear case is completely known, the
problem is still open for general(linear) delay systems”.
许多文献 (根据时域/频域方法区分)将分析时滞

系统完全稳定性的方法归类为频域方法.然而作者
认为,这样的分类并不十分准确.因为分析时滞系统
完全稳定性必须要研究其无穷维谱的渐近行为,这涉
及一些棘手的数学问题.客观地说,想要较为系统地
了解这个问题并不容易.目前尚未见到专门介绍时

滞系统完全稳定性问题的综述论文.
作者认为,现有文献可能存在如下几方面情况,

不利于人们了解时滞系统完全稳定性问题的研究.
1) 现有与时滞系统完全稳定性相关的书籍几乎

全部为欧美学者编著,如文献 [2-4].客观地说,这些专
著大多使用数学性较强的语言,非数学专业的读者理
解起来会很吃力,而且对这些书中一部分研究内容未
必真正感兴趣.

2) 现有与时滞系统完全稳定性相关的综述性论
文同样很少.这里可以参考文献[5-6],尤其文献[6]主
要介绍频域框架下的稳定性研究,与完全稳定性问
题更加关联.然而,文献 [6]主要侧重介绍应用背景及
针对简单情况 (多为标量时滞系统)的分析方法和结
果.对于真正想了解某一具体问题 (尤其完全稳定性
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问题)及求解方法的帮助和启发有限.
3)实事求是地讲,在时滞系统完全稳定性的研究

上,过去一直是欧美学者为研究主导 (国内相关成果
非常少).但是,近些年来通过研究发现,一些国外学
者的“经典”方法存在这样或那样的不足或缺陷,甚
至对后来的研究产生误导效果.
鉴于上述问题,本文将用通俗易懂的语言 (尽可

能少用专业性强的术语),从解决问题的角度提炼核
心知识点,并给出一些有代表性的例子直观讲解,希
望读者可在短时间内较全面地了解时滞系统完全稳

定性问题及求解方法.
本文数学符号如下:
R(R+)表示(正)实数集合,C表示复数集合.
Z、N、N+分别表示整数集合、自然数集合、正

整数集合.
C−与C+分别表示复平面的左半平面与右半平

面.
C0表示虚轴, ∂D表示单位圆.
ε为一个充分小的正实数 (主要用来表示λ和 τ

的相关任意小变化:∆λ = ± εj和∆τ = ±ε).
I为单位矩阵.
det(·)表示行列式运算.
对于一个λ ∈ C, Re(λ)和Im(λ)分别表示λ的实

部和虚部.
对于一个函数φ(x),当x = x∗时ord(φ(x)) = κ

表示
diφ(x)

dxi
= 0(i = 0, 1, · · · , κ− 1),

dκφ(x)

dxκ
̸= 0.

对于一个γ ∈ R, ⌈γ⌉表示一个不小于γ的最小

整数.

1 时滞系统完全稳定性问题概述

时滞系统是许多学科中经常遇到和研究的一类

动态系统.一方面,时滞现象客观存在于现实世界几
乎所有动态系统中.另一方面,在对动态系统建模时,
有时人们会“主动地”引入时滞参数,从而简化一个
复杂的动态系统的数学模型.

1.1 问题描述

本文主要考虑如下时滞系统:

ẋ(t) = A0x(t) +

m∑
ℓ=1

Aℓx(t− ℓτ). (1)

其中:A0, · · · , Am(m ∈ N+)为 r × r维实常数矩

阵, τ ⩾ 0为时滞参数.
注1 形如式 (1)的系统称为 retarded型时滞系

统.本文介绍的主要结果可扩展至一些更复杂的时
滞系统(见本文第7节).

时滞系统(1)的特征函数为

f(λ, τ) = det
(
λI −

m∑
ℓ=0

Ale−ℓτλ
)
, (2)

其展开形式为一个准多项式,即

f(λ, τ) = a0(λ) + a1(λ)e−τλ + · · ·+ aq(λ)e−qτλ,

(3)

其中a0(λ), · · · , aq(λ)(q ∈ N+)为关于λ的实系数多

项式.
满足特征方程 f(λ, τ) = 0的λ为时滞系统 (1)

的特征根.给定一个常数时滞 τ ,用符号NU(τ)表示

时滞系统在复平面右半平面C+的特征根个数.
对于一个常数时滞τ ,时滞系统(1)渐近稳定的充

分必要条件是:时滞系统 (1)的所有特征根都位于复
平面的左半平面C−,即NU(τ) = 0且无落在虚轴C0

上的特征根.
对时滞系统 (1)的完全稳定性研究是指,分析

在整个非负 τ轴上,时滞系统 (1)在哪些区间渐近稳
定.可见,完全稳定性的结论将给出“最详尽”的关于
时滞τ的稳定性信息.
表1中列举了已有文献中关于时滞系统 (1)完全

稳定性研究的代表性工作 (时滞系统完全稳定性问
题的研究实际上已有上百年的历史,年代更久远的文
献这里未列出).可见,时滞系统完全稳定性研究进展
缓慢,直到近些年 (表中所列最新成果为 2010年)仍
未得到彻底解决.

表 1 关于时滞系统 (1)的代表性完全稳定性研究

代表性工作
适用于

一般系统

适用于含重根

临界虚根情况

适用于

退化情况

文献 [7] 否 是 是

文献 [8] 否 否 否

文献 [9] 是 否 是

文献 [10-11] 是 否 是

文献 [12] 需要前提条件 fτ ̸= 0 可二重根 否

接下来的几个小节中,本文将结合例子介绍完全
稳定性问题的一些特点和需要注意的地方.

1.2 时滞系统的无穷维性

与很多无时滞系统的本质区别在于,时滞系统
具有无穷多个特征根.这是因为时滞系统的特征函
数 f(λ, τ)是一个准多项式,也常被称作一类超越函
数.很多针对有限维系统的分析方法不适用于时滞
系统.
这里有必要给出一个更详细的说明.当 τ = 0

时,时滞系统 (1)为一个无时滞系统,含有限个特征根

(很明显,它们就是矩阵
m∑
ℓ=0

Aℓ的特征根).如果τ的值

从0开始连续增加,则一旦τ变为一个任意小的正数
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τ = +ε,无穷多个新的特征根将出现.原来的特征根
随τ连续变化,而新出现的无穷多个新特征根位于复
平面的极左侧 (这是由特征函数的特性决定的),不影
响时滞系统 (1)的稳定性.但当τ增加到一定程度时,
新特征根可能会影响系统的稳定性.
下面通过一个例子 (文献 [13]中例1.1)来形象说

明时滞系统的无穷维性.
例1 考虑如下时滞系统:

ẋ(t) =

[
0 1

−1 1

]
x(t) +

[
0 0

−9 −1.5

]
x(t− τ),

其特征函数为

f(λ, τ) = (1.5λ+ 9)e−τλ + λ2 − λ+ 1.

当 τ = 0时, 系统有两个特征根−0.250 0 ±
3.152 4 j.当 τ变为一个任意小正数+ε时, 无穷多个
新的特征根出现在复平面左半平面的远端.图1显示
的是τ = 0.01时的情况,其中出现的为系统原始的两
个根(其他的无穷多个根都在左半平面的远端).
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图 1 例1中当τ = 0.01时的根分布

随着τ的进一步增加,一些新特征根开始进入视
野.例如, τ = 1的情况如图2所示, 一些新特征根已
出现在显示区域, 同时原始的两个特征根这时已经
到达复平面的右半平面.
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图 2 例1中当τ = 1时的根分布

为更形象地说明,图3给出了当τ从0增加到1时

的根轨迹,其中箭头表示τ增加的方向.
注 2 本文中的根分布及根轨迹图都是采用

基于Matlab的软件包DDE-BIFTOOL[14]数值生成

的.具有相似功能的软件包或数值算法还包括文献
[15-17]等.这些软件或算法对结果验证和辅助分析
十分有帮助.然而,它们有一个共同的缺点:当所处理

的情况较复杂或时滞较大时,仿真结果有较大误差甚
至误导性的错误.
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图 3 例1中当τ从0增加到1时的根轨迹

1.3 时滞的正面作用

通常人们直觉地认为,时滞对系统稳定性总是负
面的 (时滞越大,系统越不可能稳定).这种直觉也的
确间接地成为了文献中一些研究方法的依据.例如,
时滞经常被认为是一种有害因素,进而从鲁棒稳定性
的角度分析在时滞多大的范围内系统仍可保持稳定.
然而,以上的直觉是错误的!也就是说,文献中很

多研究方法从根本上有待商榷.体现在稳定性分析
的结果上就是,所得到的稳定区间具有非常大的保守
性 (即,所得到的稳定区间比实际稳定区间小很多,甚
至找不到稳定区间).
下面借用文献[18]中的例5.11加以说明.
例2 考虑如下的时滞系统:

ẋ(t) =

[
0 1

−2 0.1

]
x(t) +

[
0 0

1 0

]
x(t− τ).

当 τ = 0时该系统不稳定 (有两个不稳定
特征根).然而,当时滞 τ增加到 0.100 2时,系统渐近
稳定.更具体地说,该系统渐近稳定当且仅当 τ ∈
(0.100 2, 1.717 8).
由例 2可见,时滞对于系统有正面 (镇定)的作

用.近年来,时滞在一些研究中被视为一类特殊且有
效的控制参数.尤其在文献 [19]中明确指出:常规的
(无时滞)反馈控制无法镇定文献 [19]中所研究的系
统;然而,当在反馈控制环节中主动引入时滞时,闭环
系统可渐近稳定.

1.4 时滞系统的多稳定区间性

另一个常见的误解是,人们容易潜意识地认为
时滞系统至多只有一个稳定区间.下面通过文献 [13]
中的例6.3来说明.
例3 考虑如下的系统:[ d4

dt4 + 5
d2

dt2 + 4
]
: x(t) = u(t), (4)

其中x(t)和u(t)为标量的系统状态和控制输入.
现有文献中已指出系统(4)不能用一个状态反馈

控制器u(t) = Kx(t)(K为标量反馈增益)镇定.有
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趣的是,系统 (4)可用一个含时滞的状态反馈控制器
u(t) = Kx(t− τ)来镇定.
采用控制器u(t) = Kx(t − τ)的闭环系统特征

函数为

f(λ, τ) = λ4 + 5λ2 + 4−Ke−τλ.

其中K = −0.1.系统的NU(τ)随 τ变化如图 4所
示.可见,该系统有多个稳定区间.
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图 4 例3的NU(τ)变化情况

含多稳定时滞区间的例子还有很多,如文献 [10]
中第3节的例子.很明显,多稳定区间的情况也证实
时滞对系统稳定性可以有正面作用.

1.5 频域方法与时域方法

习惯上,人们通常将控制领域中的分析方法笼
统地分为频域方法和时域方法.如果这样区分,则
针对完全稳定性问题的方法属于前者 (前文已提到,
这样的归类不一定十分合适).这自然会带来一个
问题,为什么不采用时域方法来分析时滞系统完全
稳定性呢?的确,时域分析方法有很多优势,如:数
学工具相对简单,可有效处理非标称系统,可结合
现有计算机工具箱 (例如LMI工具箱).特别地,基于
Lyapunov-Krasovskii泛函或 Lyapunov-Razumikhin函
数结合LMI工具箱的研究方法被大量报道.
需要指出的是,据作者了解,时域方法是不能

研究时滞系统完全稳定性的.首先,该方法具有保
守性 (不能找到所有稳定区间),尤其一些基于简单
Lyapunov泛函或函数的方法只能处理 τ ∈ [0, τ)型

的时滞区间.更主要的是,该方法通过间接地构建
Lyapunov泛函或函数进行研究,无法深入涉及系统
的内部性质.更多关于时滞系统时域分析方法的介
绍可参考文献[18]中第2部分.

1.6 对时变时滞稳定性问题的指导性作用

本文介绍的完全稳定性问题是针对时不变不

确定时滞.那么完全稳定性分析的结论可以应用于
时变时滞的情况吗?要想全面回答这个问题并不容
易.在这一小节中,作者简要给出一些个人观点.

为控制文章篇幅,这里考虑两个线性时滞系统

ẋ(t) = Ax(t) +Bx(t− τ), (5)

ẋ(t) = Ax(t) +Bx(t− τ(t)). (6)

其中:A和B为常数矩阵, τ 为一个常数时滞,而 τ(t)

表示一个时变时滞 (这也是两个时滞系统的区别所
在).这里假定没有其他关于 τ(t)的信息/限制 (在一
些研究中会有关于 τ(t)变化率的信息/限制,不过这
不影响下面的讨论).
理论上,时滞系统 (6)存在一个关于 τ(t)的精确

稳定集合Sτ(t)(即,时滞系统 (6)渐近稳定,当且仅当
τ(t) ∈ Sτ(t)).然而,据作者了解,现有的方法只可以
提供充分但不必要的稳定条件.因此,精确稳定集合
Sτ(t)通常是得不到的,实际中往往只能得到含保守
性的估计结果.
基于现有的科学研究水平,人们对非标称系统

(如含时变参数、模型不确定性、外界干扰等)的认知深
度和研究能力还非常有限.例如,对于时滞系统 (6),
绝大多数现有的研究是基于构建不同的Lyapunov函
数/泛函,采用不同的推导技术,从而尽可能地降低所
提出稳定性判据的保守性.关于这方面的研究,本文
推荐一部最近出版的专著[20].这本书中涵盖了现有
文献中几乎所有相关Lyapunov函数/泛函方法及分
析技术.
上述方法的最大局限性在于只能提升数值结果

而很难更进一步触碰更深入的问题本质.人们可能
遇到的实际情况是,对于一个新的稳定性判据,很难
真正验证其是否正确 (至多采用数值仿真来观察,这
也是这类研究方法的一个弊端).这也导致近些年时
滞系统领域较常见的一类现象:某些学者提出一些
保守性较之前方法更低的方法并公开发表,可是一段
时间后读者会发现并指出这些方法存在错误.
针对时滞系统 (5),可以应用完全稳定性分析的

方法获取其时滞 τ的精确稳定集合Sτ .由本文后面
的介绍可知,这个结果是可以得到的,且无任何保守
性(即,时滞系统(5)渐近稳定,当且仅当τ ∈ Sτ ).
以上结论对于研究时变时滞系统(6)及其精确稳

定集合Sτ(t)具有指导性作用.一个直观且重要的性
质是:Sτ(t) ⊆ Sτ .也就是说,时变时滞系统 (6)的精确
稳定集合Sτ(t)一定是时不变时滞系统 (5)的精确稳
定集合Sτ的子集.这为研究时变时滞系统 (6)的稳定
域提供了一个可靠的上界 (得到超过这个上界的结
果一定是错误的).关于时滞系统稳定性/镇定性时滞
上界的观点和研究可以参考文献[21].
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2 现有方法回顾

本节将简要回顾现有文献中关于时滞系统完全

稳定性或相关问题的研究方法.

2.1 Rekasius代换法

由于时滞系统的特征函数 (3)为准多项式,现有
的数学工具无法对其“直接”处理.出于将原来的特
征函数转换为一种容易处理的形式的目的,文献 [22]
提出了如下代换方法(称为Rekasius代换):

e−τλ =
1− Tλ

1 + Tλ
, (7)

其中T为一个实数.
对于一个纯虚数λ = jω,以上的Rekasius代换(7)

是一个精确的代换(不是近似的处理).
将式(7)代入原来的特征函数(3),得到

R(λ, T ) =

a0(λ) + a1(λ)
(1− Tλ

1 + Tλ

)
+ · · ·+ aq(λ)

(1− Tλ

1 + Tλ

)q

.

(8)

进一步,对式 (8)两边同时乘以 (1 + Tλ)q,得到如下
的新特征函数:

a0(λ)(1 + Tλ)q + a1(λ)(1− Tλ)(1 + Tλ)q−1+

· · ·+ aq(λ)(1− Tλ)q. (9)

可见,经过Rekasius代换后得到的新特征函数 (9)为
一个关于λ和T的标准多项式.因此可以采用一些代
数方法对其分析.相关处理及具体细节可参见文献
[10].
目前 Rekasius代换被大量应用于时滞系统领

域[10-11,23-24].这里简要归纳该方法的优势与不足.
Rekasius代换方法的优势: 该方法对所处理的特

征函数没有很强的限制,可扩展至多时滞系统[23-24].
Rekasius代换方法的不足:
1) Rekasius代换方法本身不具备分析渐近行为

的功能,需要额外采用其他工具来配合稳定性分析.
2) 近期的文献 [25]指出: Rekasius代换会丢失临

界虚根的重根信息!这导致一个负面的结果:在利用
Rekasius代换后,即使结合其他工具,也无法处理含
重临界虚根的情况(甚至会给出误导性的结论).

关于上述Rekasius代换方法的不足2),现有的公
开文献中尚无证明.考虑到Rekasius代换方法是当前
时滞系统领域非常流行的一种方法,这里有必要给出
一个明确的证明.
证明 (Rekasius代换不能保留重根信息) 如果

Rekasius代换可保留重根信息,则对于一个重临界虚
根λ = jω,至少以下条件必须同时满足:


∂(f(λ, τ))

∂λ
= 0,

∂(R(λ, T ))

∂λ
= 0,

这就要求

∂(e−τλ)

∂λ
=

∂
(1− Tλ

1 + Tλ

)
∂λ

. (10)

因为

∂(e−τλ)

∂λ
= −τe−τλ = −τ

1− Tλ

1 + Tλ
,

∂
(1− Tλ

1 + Tλ

)
∂λ

=

−T (1 + Tλ)− T (1− Tλ)

(1 + Tλ)
2 =

−2T

(1 + Tλ)
2 ,

条件 (10)引入了一个额外要求“−τ
1− Tλ

1 + Tλ
=

−2T

(1 + Tλ)
2”,即

τ =
2T

(1 + Tλ)(1− Tλ)
=

2T

1 + T 2ω2
. (11)

显然,式 (11)是一个额外条件.因此,通常情况下
Rekasius代换会丢失重根信息. 2
2.2 辅助特征函数法

考虑特征函数(3)的一种特殊形式

f(λ, τ) = a0(λ) + a1(λ)e−τλ. (12)

对于特征函数(12),可以采用辅助特征函数方法.
如果λ = jω ̸= 0是特征函数 (12)对应的一个临

界虚根,当且仅当 |a0(jω)| = |a1(jω)|,则有如下引理.
引理1 考虑一个具有特征函数 (12)的时滞系

统.如果λ = jω ̸= 0是一个临界虚根,则当且仅当
W = ω2是辅助特征方程F (W ) = 0的一个正实根,
其中

F (W ) =Re(a0(jω))2 + Im(a0(jω))2−
Re(a1(jω))2 − Im(a1(jω))2 (13)

为对应的辅助特征函数.
因为式 (13)的等号右边为ω的多项式,且仅含偶

次项,所以可将式 (13)中的函数表示为W = ω2的多

项式函数.
引理2 考虑一个W的单根对应的时滞系统临

界虚根.随着 τ在其对应的一个正临界时滞附近增

加,如果
dF (W )

dW > 0(或< 0),则该临界虚根从左向右
(或从右向左)穿越虚轴.
进一步,如果所有W 根都为单根,则所有临界

虚根的渐近行为可以直接根据W根的大小顺序得

到.具体而言,假设辅助特征方程有u个根,则对它们
按降序编号,有
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W0 > W1 > · · · > Wu−1,

对应的临界虚根及临界时滞分别表示为 (λ0, τ0,k),

(λ1, τ1,k), · · · , (λu−1, τu−1,k).则可知, 随着 τ 增加:
(λ0, τ0,k)附近的根轨迹从左向右穿越虚轴, (λ1, τ1,k)

附近的根轨迹从右向左穿越虚轴, (λ2, τ2,k)附近的根

轨迹从左向右穿越虚轴,· · · .
辅助特征函数的使用可追溯至文献 [8].这里概

括一下这种方法的优势和不足.
辅助特征函数方法的优势:
1) 对临界虚根的检测可简单有效地通过求解辅

助特征方程完成.由于这是一个多项式方程求解工
作,现有的计算软件可以非常快速、准确地完成,且
每个W根的重数也可准确检测.

2)在辅助特征方程没有重根的前提下,所有临界
虚根的渐近行为可以直接判断,无需其他计算 (如计
算F (W )关于W的导数).
可见,基于辅助特征函数的完全稳定性分析基本

上仅需计算辅助特征函数的解析表达式并求解对应

多项式方程的根.这是一个纯代数方法.
辅助函数方法的不足:
1) 对于辅助特征方程有重根的情况,现有文献

尚无报道相关处理方法.在文献 [26]中明确指出,辅
助特征函数具有重根的情况为一个开放问题 (Open
problem).
需要注意,一个重临界虚根和一个重W根是有

区别的 (切勿混淆).在现有文献中二者的区别未被明
确地介绍.这里本文明确指出:一个重临界虚根一定
对应一个重W根;但反过来,一个重W根不一定对应

一个重临界虚根 (具体的细节将报道于作者其他相
关论文).

2)对于辅助特征函数方法,以上介绍的结论目前
还不能有效地扩展至一般形式的特征函数 (3).即现
有辅助特征函数方法仅适用于特征函数 (3)中q = 1

的情况.

2.3 直接方法

为避免混淆,这里介绍的“直接方法”是指文献
[9]提出的利用特征方程共轭对称性从而直接 (无需
额外的代换或工具)分析时滞系统稳定性的方法.

为了方便,这里仍以特征函数(12)进行说明.
如果λ = jω是特征函数 (12)的临界虚根,则存在

一个τ满足a0(jω) + a1(jω)e−jωτ = 0.进一步,由时滞
系统特征谱的共轭对称性,对于这个τ ,λ = −jω也一
定是特征函数 (12)的根,即a0(−jω) + a1(−jω)ejωτ =

0.换言之,如果λ = jω是一个临界虚根,则存在一个

τ满足如下方程组:a0(jω) + a1(jω)e−jωτ = 0,

a0(−jω) + a1(−jω)ejωτ = 0.
(14)

消去方程组(14)中的e−jωτ和ejωτ项,从而得到

a0(jω)a0(−jω)− a1(jω)a1(−jω) = 0. (15)

不难发现,条件(15)与辅助特征函数(13)等价.
相比于辅助特征函数方法,直接方法可扩展至一

般形式的特征函数 (3),即不限制q = 1的条件.这是
直接方法的一个优势.
根据时滞系统特征谱的共轭对称性,如果λ = jω

是一般形式特征函数 (3)的一个临界虚根,则存在一
个τ满足如下方程组:

a0(jω) + a1(jω)e−jωτ + · · ·+

aq(jω)e−qjωτ = 0,

a0(−jω) + a1(−jω)ejωτ + · · ·+

aq(−jω)eqjωτ = 0.

(16)

显然,要想消去方程组 (16)的指数项要比处理
式 (14)棘手很多.为此,文献 [9]中提出了一种迭代消
去方法.该方法第1步消去方程组中的e−qjωτ和eqjωτ

项,得到一个方程组{
F (1)(−jω, τ) = 0,

F (1)(jω, τ) = 0.

第2步消去方程组中的e−(q−1)jωτ和e(q−1)jωτ 项,
得到方程组 {

F (2)(−jω, τ) = 0,

F (2)(jω, τ) = 0.

重复以上步骤.最后,在该方法的第 q步可消去

方程组中的 e−jωτ和 ejωτ项,从而消去原方程中所有
指数项并得到一个关于W = ω2的多项式方程

F (q)(W ) = 0.
利用方程F (q)(W ) = 0,可以得到如下结论:
1) 如果λ = jω是时滞系统的一个临界虚根,则

W = ω2是方程F (q)(W ) = 0的一个正实根.
2) 如果λ = jω是时滞系统的一个单临界虚根,

则在其非退化的情况下,其虚根的穿越方向可通过计

算导数
F (q)(W )

dW 来判断 (具体判据比q = 1的情况要

稍微复杂).
该方法的不足:
1) 方程F (q)(W ) = 0有正实根是时滞系统含临

界虚根的必要条件,但不是充分条件.在实际应用中,
需要额外地反代F (q)(W ) = 0的正实根至原特征方

程,从而排除可能的假根.
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2) 该方法对F (q)(W ) = 0的重根情况没有明确

研究.

2.4 重临界虚根的渐近行为分析

通过对已有方法的回顾可见,关于时滞系统重临
界虚根的分析始终是一个技术难点.在这一小节中,
将介绍文献中有关这方面的报道.
事实上,关于重临界虚根的研究至少可追溯至

1969年发表的文献 [7].该文献中研究具有特殊特征
函数 (12)的时滞系统的临界虚根渐近行为.对于重
临界虚根的渐近行为,该文献提出一种几何分析方
法.虽然这篇论文发表于半个世纪前,但很长时间内
没有其他文献能够达到这篇论文的研究深度和问题

的解决程度.概括地说,该论文的贡献有以下两方面:
1) 在历史上首次系统地研究一类时滞系统重临

界虚根的渐近行为,对后来的研究有非常大的启发
性.

2)考虑并解决了所研究问题涉及的全部情况.
具体讲,对特征函数 (12)可涉及的重根情况,无论其
重数多高,是否涉及退化情况,全部可用该文章提出
方法有效解决.
当然,这篇文章同样存在技术不足:
1) 所提出结论及方法无法应用于一般形式的特

征函数(3);
2) 所依赖的数学工具 (Lagrange’s inversion

formula)较经典,很难扩展到更一般形式的问题或更
深入的研究;

3)没有明确地研究一致性问题,这对研究完全稳
定性问题是一个明显不足.

从这篇开拓性的文献[7]中可以发现有两类技术
难点有待解决.
第 1个技术难点:对一般情况下一个临界虚根

在一个临界时滞处的渐近行为的数学描述和分

析方法.对于这点,直到最近 10年才有实质性的进
展.在文献 [27]中,首次明确指出应该采用皮瑟级数
(Puiseux series)来描述一般情况下一个临界虚根在
一个临界时滞处的渐近行为.该描述可适用于单根
和重根的情况.后来,文献 [28]给出了更适合时滞系
统的数学分析并给出了一般情况下计算皮瑟级数的

方法.
第 2个技术难点:一个临界虚根对应无穷多个

临界时滞,因此仅研究在一个临界时滞处的局部情
况远远不足以解决完全稳定性问题.关于这点,直到
最近的文献 [12]才引入一个启发性的解决思路:提
出一致性的概念.在文献 [12]中发现并证明了:对于

一类含重临界虚根的时滞系统,其临界虚根的渐近
行为在其对应的所有临界时滞处均对系统稳定性

产生一样的影响.这个性质称之为时滞系统临界虚
根渐近行为的一致性 (在上下文明确的情况下,简称
为一致性).但文献 [12]的方法和结论有 3个非常大
的局限性: 1) 只能处理二重根; 2) 不能处理退化情
况; 3) 需要一个额外的假定条件 (对于所研究临界参
数对, ∂f(λ, τ)/∂τ ̸= 0).
以上简单回顾了时滞系统领域关于重临界虚根

渐近行为的几个代表性研究工作.总体可见,还需要
一些全新的数学工具进行深入研究.
在接下来的两个小节中,将介绍与本文讨论的完

全稳定性问题相近的两类问题.

2.5 [0, τ)型稳定区间的研究

在时滞系统领域,有许多文献专门研究时滞系统
的 τ ∈ [0, τ)型稳定/镇定区间[18,21,29].这样的 τ有时

称为delay margin.进一步,如果 τ̄ = ∞,则可判定系
统为时滞无关稳定.

对于时滞系统 (1),其存在一个τ ∈ [0, τ)型稳定

区间的充要条件是τ = 0时该系统渐近稳定.如果该
条件满足,则稳定区间 [0, τ)的检测等价于对所有临

界参数对的检测 (τ的值等于该系统对应的最小临界
时滞).如果该系统没有临界参数对,则τ = ∞.
更多相关细节可参考文献 [30-31].总之,分析

τ ∈ [0, τ)型稳定区间的问题相对简单 (不需要分析
临界虚根的渐近行为).因此,这种研究方法的局限性
(对本文前面给出的例子该方法均无效)不足以解决
完全稳定性问题.

2.6 固定时滞情况下的稳定性分析

这一小节将讨论固定时滞情况下,时滞系统的稳
定性研究.在这种条件下,特征函数 (3)为λ的函数 (τ
不再是变量).
当时滞 τ为一个已知固定常数时 (为简便说明,

这里假设 τ不是一个临界时滞),可以依据复变函数
中的幅角原理检测复平面中某一个区域内所包含的

特征根个数.
另一方面,有这样的数学性质:如果特征函数 (3)

含有右半平面的根,则这些根一定在距离原点的一个
有限远范围内.
依据以上两点,可选取一条C0

∪
C+中经过原

点附近虚轴且包含原点附近充分大区域的一条闭曲

线.进一步,检测λ沿这条闭曲线正方向运动一周时

特征函数 (3)的幅角变化.这个幅角变化量除以2π就

是时滞系统的不稳定根个数.如果不稳定根个数为
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0,则所研究时滞系统渐近稳定,这样的稳定性条件即
为充分必要条件(不含保守性).
以上就是利用幅角原理研究固定时滞系统稳定

性的基本思路,不同版本的判据和更多细节可参考文
献[32-35]等.
概括地说,以上方法可精确地计算时滞固定且

已知时的不稳定根个数,从而判断系统是否渐近稳
定.此外,该方法可扩展至含多时滞的系统[33].
然而,该方法的局限性同样明显:
1)该方法不能研究完全稳定性问题,因不能处理

时滞为一个不确定的自由参数的情况;
2)所采用的数学工具较经典 (幅角原理),在分析

更复杂的问题时较难获得更深入结果.

3 涉及的技术问题

在本节将详细介绍时滞系统完全稳定性研究通

常所需的理论基础和具体步骤.
首先给出一些常用概念.
如果一个参数对 (λ ∈ C0, τ ∈ R+

∪
{0})满

足f(λ, τ) = 0,则称该λ为临界虚根,该 τ为临界时

滞, (λ, τ)为一个临界参数对.
时滞系统的渐近行为常指,时滞系统的临界虚根

随其对应临界时滞的微小变化而变化的情况.

3.1 τ -分解思路

当正时滞 τ连续变化时,时滞系统 (1)的所有特
征根都随之连续变化 (该性质称为时滞系统的谱连
续性).因此,当τ从0开始增加时, NU(τ)仅在临界时

滞处有可能变化.所有的临界时滞将非负 τ轴分成

无穷多个相连的子区间.在每个子区间内NU(τ)是

一个常数.例如,要研究一个子区间 (τ ′, τ ′′)的稳定

性情况 (其中 τ ′和 τ ′′为两个临界时滞且满足在区间

(τ ′, τ ′′)内不存在其他的临界时滞).假如NU(τ ′−ε)

已知,并且已知τ = τ ′时的系统渐近行为,则可以精
确地计算NU(τ ′ + ε).进一步,由谱连续性可以确定
对于任意的τ ∈ (τ ′, τ ′′), NU(τ) = NU(τ ′+ε).
以上就是文献中常用到的 τ -分解思路/方法,由

此获得的结果是准确的 (不含任何保守性).据作者
所知,这是目前研究时滞系统完全稳定性的唯一途
径.概况起来,时滞系统的完全稳定性分析需要依次
解决如下两个问题.

问题1:如何检测时滞系统 (1)的全部临界虚根和
临界时滞(或者检测全部临界参数对).

问题1不是本文讨论的重点,且文献中已有多种
有效解决方法.
问题2:如何分析时滞系统 (1)的临界虚根关于临

界时滞的渐近行为.
问题2是完全稳定性问题的主要技术难题.由于

一个临界虚根对应无穷多个临界时滞,该问题可以进
一步分解为如下两个子问题.
问题2.1:如何对一个临界虚根在一个临界时滞

处的渐近行为进行分析.
问题 2.1也可称为如何对一个临界参数对的渐

近行为分析.
问题2.2:如何对一个临界虚根在其对应的所有

(无穷多个)临界时滞处的渐近行为进行分析.
可见,问题 2.2比问题2.1具有更高的难度和挑战

性.
下面将对问题1、问题2.1和问题2.2分别讨论.

3.2 问题1的解

令z = e−τλ,可将特征函数f(λ, τ)转换为一个

二变量多项式

p(λ, z) =

q∑
i=0

ai(λ)z
i. (17)

这样,对特征方程f(λ, τ) = 0的临界参数对的检测可

转换为对方程p(λ, z) = 0的临界参数对 (λ, z)(其中
λ ∈ C0, z ∈ ∂D)的检测.
由特征函数f(λ, τ)谱的共轭对称性可知,如果λ

是一个临界虚根,则−λ也一定是一个临界虚根,且它
们的渐近行为是关于实轴对称的.此外,如果λ = 0

是一个临界虚根,则系统对于所有 τ ⩾ 0都有一个

特征根λ = 0 (系统对于任何 τ ⩾ 0都不会渐近稳

定).因此,实际中仅需检测具有正虚部的临界虚根并
研究它们的渐近行为.
不失一般性,假定系统有u个 (λ, z)的临界参数

对并表示为 (λ0 = jω0, z0), · · · , (λu−1 = jωu−1,

zu−1), 0 < ω0 ⩽ · · · ⩽ ωu−1,则系统有且仅有u组

(λ, τ)的临界参数对,它们可由如下关系确定:
对于一个临界虚根λα,其对应的 (无穷多个)临

界时滞为

τα,k
∆
= τα,0 +

2kπ

ωα
, k ∈ N ,

τα,0
∆
= min{τ ⩾ 0 : e−τλα = zα}.

即由一个(λ, z)的临界参数对可确定一组(λ, τ)的临

界参数对(λα, τα,k), k ∈ N .
注3 如果系统没有临界虚根,则可知,对于所有

τ > 0, NU(τ) = NU(0).

3.3 问题2.1的解

如果一个临界时滞有一个微小变化∆τ = ±ε,
则对应的临界虚根也会有相应的变化∆λ.这就是时
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滞系统临界虚根渐近行为的数学描述,其直观表现就
是临界虚根随τ在临界时滞附近变化的局部根轨迹.

最近的文献指出:一个单根的临界虚根的渐近
行为对应一个 (∆λ关于∆τ的)泰勒级数,而一个重
根的临界虚根的渐近行为对应一组 (∆λ关于∆τ的)
皮瑟级数 (粗略地说,皮瑟级数是具有分数幂指数的
无穷级数,见文献 [28]及文献 [13]中第2章).因泰勒
级数可被看作一种简单形式的皮瑟级数,故对于一
个参数对的渐近行为可统一通过调用皮瑟级数来分

析.关于调用皮瑟级数的通用算法可见文献 [13]中
第4章.
进一步,对于任意一个临界参数对 (λα, τα,k)(其

中 τα,k > 0),定义符号∆NUλα
(τα,k)表示当 τ 从

τα,k − ε增加到 τα,k + ε时,由临界虚根 λα的变

化所引起的不稳定根个数的变化.这样,可以通过
∆NUλα

(τα,k)量化地描述临界参数对 (λα, τα,k)的渐

近行为对系统稳定性的影响.
例4 考虑3个特征函数

f(λ, τ) = e−3τλ − (λ6 − λ4 + λ2)e−2τλ−

(λ10 − λ8 + λ6)e−τλ + λ12, (18)

f(λ, τ) = e−2τλ +
(π
2
λ3 − λ2 +

π

2
λ+ 1

)
e−τλ−

π

2
λ5 − π

2
λ3 − λ2, (19)

f(λ, τ) = e−τλ +
3π

8
λ5 − π2

8
λ4 +

5π

4
λ3−

π2

4
λ2 +

7π

8
λ− π2

8
+ 1. (20)

对于以上3个特征函数,当 τ = π时,λ = j都是
一个三重临界虚根.此时,可以通过调用临界参数对
(j,π)对应的皮瑟级数来分析对应的渐近行为.
对于特征函数(18),其对应的皮瑟级数为

∆λ = (0.14− 0.23 j)∆τ + o(∆τ),

∆λ = (0.15− 0.12 j)∆τ + o(∆τ),

∆λ = (0.13− 0.07 j)∆τ + o(∆τ).

这组皮瑟级数由3个独立的泰勒级数构成.由该组皮
瑟级数可知,当τ由π − ε增加至π + ε时, 3个特征根
由左向右穿越虚轴C0,即该三重临界虚根的渐近行
为使系统多了3个不稳定根(∆NUj(π) = +3).
对于特征函数(19),其对应的皮瑟级数为∆λ = (0.14− 0.23 j)∆τ + o(∆τ),

∆λ = (0.15 + 0.35 j)(∆τ)
1
2 + o((∆τ)

1
2 ).

这组皮瑟级数由一个独立的泰勒级数和一个独立的

皮瑟级数构成,从中可知,当τ由π− ε增加至π+ ε时,
系统的不稳定根个数净增加一个(∆NUj(π) = +1).

对于特征函数(20),其对应的皮瑟级数为

∆λ = (0.55 + 0.09 j)(∆τ)
1
3 + o((∆τ)

1
3 ).

由此可确定,当τ由π− ε增加至π+ ε时,系统的不稳
定根个数净减少一个(∆NUj(π) = −1).

上述结果表明,即使同一个临界参数对 (j,π)(且
临界虚根重数相同),所对应的渐近行为可能有很大
差别.为更直观地说明,图5∼图7给出了 (j,π)附近
的根轨迹.

Re( )λ

Im
(

)
λ

-0.04 -0.02 0 0.02 0.04

1.04

1.02

0.98

0.96

1.00

图 5 关于特征函数 (18)的根轨迹

Re( )λ

Im
(

)
λ

-0.05-0.10 0 0.05 0.10

1.15

1.05

0.95

0.85
0.15

Taylor series

图 6 关于特征函数 (19)的根轨迹

Re( )λ

Im
(

)
λ

-0.1 0 0.1

0.9

-0.2 0.2
0.7

1.1

1.3

图 7 关于特征函数 (20)的根轨迹

需注意,如果一个临界时滞等于0,如τα,0 = 0,则
此时关于临界虚根λα的渐近行为是指:当τ从0增加

到+ε时,临界虚根λα如何变化.显然,这种情况下的
渐近行为也可以通过调用皮瑟级数进行分析,从而确
定NU(+ε),见如下定理.

定理1 如果时滞系统 (1)在τ = 0时没有临界

虚根,则NU(+ε)−NU(0) = 0;否则, NU(+ε)−NU(0)

等于所有这些临界虚根对应皮瑟级数在代入∆τ =

+ε时在C+中取值的个数.
不难理解,要求解时滞系统完全稳定性, NU(+ε)

的值是一个必需信息.
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3.4 问题2.2及一致性猜想

要想在无穷多个临界时滞处逐个分析其渐近

行为是不现实的.为尝试克服这个问题,文献 [13,36]
中提出了一个大胆的猜想:猜想对于一个临界虚根
λα,在其对应的无穷多个正临界时滞 τα,k处,其渐
近行为对系统稳定性的影响是相同的.即对于一个
临界虚根λα,在其对应的无穷多个正临界时滞 τα,k

处, NUλα
(τα,k)是一个常数.

上面的猜想称为一致性猜想.由于时滞系统渐
近行为的复杂性,要想证实一致性猜想是非常困难
的.这里给出两个具有代表性的例子.
例5 考虑一个具有特征函数

f(λ, τ) = (λ+ 1)e−2τλ + (λ+ 2)e−τλ+

21π

2
λ2 +

21π

2
+ 1

的时滞系统.对于该系统,λ = j是一个临界虚根,对
应的临界时滞为 τ = (2k + 1)π.通过计算可知,当
τ = π, 3π, · · · , 19π时,λ = j为单根.这时,可能倾向
于认为对于所有的临界时滞λ = j都是单根 (通常需
验证fλ是否为零来验证临界虚根是否为重根).然而,
当τ = 21π时,λ = j是一个二重根.

注4 在许多文献中,仅考虑单根的临界虚根的
情况 (通常做法是,引入一个“假定系统不含重根的
临界虚根”的前提条件),这样可极大地简化问题的
复杂度.例5说明,在实际中完全排除重根的可能性
不是一件容易的事情,因此需要一种可处理重根的临
界虚根的分析方法.近年来,时滞系统重根临界虚根
的渐近行为逐渐引起较大关注,且不断有新的相关文
献报道.这里推荐一篇专门关于时滞系统重根临界
虚根的综述[37].
例6 考虑一个时滞系统,其特征函数为

f(λ, τ) =
4∑

i=0

ai(λ)e−iτλ.

其中

a0(λ) =
15

8
π2λ6 +

(11
4
π− 15

8
π2

)
λ4 +

9

2
πλ3+(

1 +
1

2
π− 75

8
π2

)
λ2 +

(
3 +

9

2
π
)
λ+

1− 9

4
π− 45

8
π2,

a1(λ) =
5

4
πλ5 +

11

2
πλ4 +

(
1 +

7

2
π
)
λ3+

(π+ 7)λ2 +
(
11 +

9

4
π
)
λ+ 4− 9

2
π,

a2(λ) =
5

4
πλ5 +

11

4
πλ4 + (3− π)λ3+(

13 +
1

2
π
)
λ2 +

(
15− 9

4
π
)
λ+ 6− 9

4
π,

a3(λ) = 3λ3 + 9λ2 + 9λ+ 4,

a4(λ) = λ3 + 2λ2 + 2λ+ 1.

这里专门讨论临界参数对 (j, (2k + 1)π).当 τ

等于π, 3π, 5π, 7π时,临界虚根λ = j的重数分别为
2, 3, 4, 2.对应的皮瑟级数(全部退化)如下:

∆λ = 0.159 2j∆τ + (0.537 1−

0.313 8j)(∆τ)2 + o((∆τ)2),

∆λ = 0.079 6j∆τ + 0.006 3j(∆τ)2+

0.042 1j(∆τ)3 + (0.036 2+

0.013 7j)(∆τ)4 + o((∆τ)4);

∆λ = (0.038 5 + 0.069 8j)(∆τ)
1
2 + o((∆τ)

1
2 ),

∆λ = 0.159 2j∆τ + 0.025 3j(∆τ)2+

0.669 6j(∆τ)3 + (1.158 5+

0.437 6j)(∆τ)4 + o((∆τ)4);

∆λ = −0.159 2j∆τ + (−0.537 1+

0.364 4j)(∆τ)2 + o((∆τ)2),

∆λ = −0.098 8j(∆τ)
1
3 + (−0.035 6+

0.002 8j)(∆τ)
2
3 + o((∆τ)

2
3 );

∆λ = −0.079 6j∆τ + (−0.067 1+

0.048 7j)(∆τ)2 + o((∆τ)2),

∆λ = −0.159 2j∆τ + 0.025 3j(∆τ)2+

0.661 5j(∆τ)3 + (−1.158 5−

0.436 3j)(∆τ)4 + o((∆τ)4).

以上分别对应k = 0, 1, 2, 3(即τ = π, 3π, 5π, 7π)的情
况.
例6比较有代表性地反映了时滞系统渐近行为

的复杂性: 1) 一个临界虚根可以在其对应的所有
临界时滞处都是重根; 2) 一个临界虚根的重数会
随不同的临界时滞变化,如果变化,则其对应皮瑟级
数的结构必随之变化; 3) 皮瑟级数可含有多个共轭
类; 4) 皮瑟级数会出现退化情况 (皮瑟级数的首项可
能不足以判断渐近行为对稳定性的影响,这时需要继
续计算皮瑟级数的高阶项,直到可以判断渐近行为对
稳定性的影响,这种情况称为退化情况),且退化程度
可能很高.如在例6中,有时需计算到皮瑟级数的第4
项.

4 新频域扫描框架

直到最近几年,时滞系统完全稳定性问题才由文
献 [13,36]中建立的新频域扫描框架彻底解决 (这里
说的频域扫描框架,不仅仅是一个图形化判据,它指
一套完整的自成体系的研究方法).在该框架下,上一
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节介绍的问题1和问题2都可以得到解决,且无需借
助额外工具.
经典的频域扫描技术在时滞系统领域中已被大

量使用,如文献 [18,30,38],其中文献 [38](1946年)首
次应用频域扫描技术分析时滞系统稳定性.但这些
方法不足以分析完全稳定性问题.下文将要介绍的
新频域扫描方法是通过引入解析曲线而建立的一套

可深入分析时滞系统渐近行为的数学框架.
首先引入两个指标n ∈ N+和g ∈ N+.对于一

个临界参数对,用n表示其临界虚根的重数,用g表示

其临界时滞的重数.即对于一个临界参数对,n和g满

足

fλ0 = · · · = fλn−1 = 0, fλn ̸= 0, (21)

fτ0 = · · · = fτg−1 = 0, fτg ̸= 0. (22)

4.1 频域扫描曲线

这里给出频域扫描曲线的生成方法:扫描ω ⩾ 0,
对于每个λ = jω,可得到q个关于方程p(jω, z) = 0

的 z的解 (表示为 z1(jω), · · · , zq(jω)).于是,得到 q条

频域扫描曲线Γi(ω): |zi(jω)| vs. ω, i = 1, 2, · · · , q.为
方便起见,将平行于横轴纵坐标为 1的直线表示为
ℑ1,它是为便于说明和理解而引入的参照线.如果
(λα, τα,k)是一个临界参数对,具有指标g,则g条频域

扫描曲线在ω = ωα处与参照线ℑ1相交.
作为最直接的应用,问题 1可通过频域扫描曲

线得到解决:频域扫描曲线与参照线ℑ1的交点对应

p(λ, z) = 0的临界参数对;如果频域扫描曲线与参照
线ℑ1没有交点,则所研究时滞系统没有临界虚根.

接下来介绍频域扫描框架的核心功能:通过观
察频域扫描曲线可系统地解决问题2.

4.2 解析曲线角度

已有方法大多“直接”从特征方程着手研究时滞

系统稳定性,这是最直接的思路.而这里将介绍一个
不同的研究角度.
首先, 分析特征函数 f(λ, τ) 在一个临界参

数对 (λα, τα,k) 处关于 ∆λ 和 ∆τ 的级数展开式

F(λα,τα,k)(∆λ,∆τ)(在不引起混淆的情况下,通常省
略下标而简记为F (∆λ,∆τ)).则临界参数对的渐近
行为完全由方程F (∆λ,∆τ) = 0决定.
进一步,从代数几何角度,方程F (∆λ,∆τ) = 0

定义了一条C2平面上的解析曲线[39], 其中原点 (0,

0)要么是一个非奇异点,要么是一个奇异点 (相关定
义可参考文献 [40]):原点(0, 0)为一个非奇异点,如果
ord(F (∆λ, 0))|∆λ=0 = 1和/或ord(F (0,∆τ))|∆τ=0 =

1;否则,原点(0, 0)为一个奇异点.

这样,时滞系统 (1)的一个临界参数对可以看作
其对应解析曲线的一个非奇异点 (如果n = 1和/或
g = 1)或一个奇异点 (如果n > 1且g > 1).因此,时
滞系统的完全稳定性问题事实上包括两种可能的情

况:非奇异情况和奇异情况.
现在回顾已有研究结果 (结合表1),可以发现,文

献中关于时滞系统完全稳定性的结论全部是只针对

相对简单的非奇异情况.而对于相对更复杂的奇异
情况,甚至没有任何报道.
注5 作者认为,直到解析曲线的引入才使人们

清楚之前对时滞系统完全稳定性问题到底研究到了

什么程度;才帮助人们认识到,时滞系统完全稳定性
问题的难点在于其奇异情况 (已有的分析工具全部
不能处理奇异情况).
根据上述解析曲线观点及奇异/非奇异情况分

类,人们被指引向一种现代数学工具: 解析曲线的奇
异分析[39].

4.3 皮瑟级数与对偶皮瑟级数

前文中应用∆λ关于∆τ的皮瑟级数研究∆λ随

∆τ的变化情况,从而可分析一个临界参数对λ关于τ

的渐近行为.
反过来,如果考虑∆τ如何随∆λ变化,这对应一

组∆τ关于∆λ的皮瑟级数 (见下面的定理2).区别于
前面用到的∆λ关于∆τ的皮瑟级数,称这样的∆τ关

于∆λ的皮瑟级数为对偶皮瑟级数.
定理 2 一个具有指标 n和 g的临界参数对

(λα, τα,k)对应v个(v ∈ N+)皮瑟级数

PS1 : ∆λ =
∞∑

i=g1

C1i(∆τ)
i

n1 ,

...

PSv : ∆λ =

∞∑
i=gv

Cvi(∆τ)
i

nv .

(23)

其中:C1i, · · · , Cvi为复数系数,满足Clgl ̸= 0(l =

1, 2, · · · , v);nl ∈ N+与gl ∈ N+满足n1+ · · ·+nv =

n与g1 + · · ·+ gv = g.
每个皮瑟级数PSl对应一个对偶皮瑟级数

DPSl : ∆τ =

∞∑
i=nl

Dli(∆λ)
i
gl ,

其中Dli为复数系数且Dlnl
̸= 0.这样,一个临界参数

对(λα, τα,k)便决定了v个对偶皮瑟级数

DPS1 : ∆τ =
∞∑

i=n1

D1i(∆λ)
i
g1 ,

...

DPSv : ∆τ =

∞∑
i=nv

Dvi(∆λ)
i

gv .

(24)
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由以上定理可知,一个临界参数对 (λα, τα,k)对

应v个皮瑟级数与对偶皮瑟级数,即

PSl : ∆λ =
∞∑

i=gl

Cli(∆τ)
i
nl ,

DPSl : ∆τ =

∞∑
i=nl

Dli(∆λ)
i
gl ,

l = 1, 2, · · · , v.

(25)

称式 (25)中的皮瑟级数PSl连同对偶皮瑟级数DPSl

为第 l个对偶皮瑟级数对.
注6 对偶皮瑟级数的引入是建立频域扫描数

学框架的关键一步,主要体现在研究频域扫描曲线渐
近行为 (见下一小节)和证明一致性 (主要通过研究皮
瑟级数与对偶皮瑟级数的关联,参见文献 [13]中定理
8.3的证明)中.

4.4 频域扫描曲线渐近行为

如果存在一组具有指标 g的临界参数对 (λα ̸=
0, τα,k), k ∈ N (根据文献 [13]中性质1.2:指标g是一

个常数,不随k变化),则一定存在 g条频域扫描曲线

满足zi(jωα) = zα = e−τα,0λα并与参照线ℑ1在ω =

ωα处相交.在这g条频域扫描曲线中,用NFzα(ωα +

ε)(NFzα(ωα − ε))表示当ω = ωα + ε(ω = ωα − ε)时
在参照线ℑ1上方的频域扫描曲线的个数.为描述频
域扫描曲线的渐近行为,定义符号∆NFzα(ωα)如下:

∆NFzα(ωα) = NFzα(ωα + ε)− NFzα(ωα − ε).

(26)

可见,∆NFzα(ωα)的值可简单地通过观察频域扫描

曲线确定.
一个非常重要的发现是,可以应用对偶皮瑟级数

研究频域扫描曲线的渐近行为.
定理3 对于一个临界参数对(λα, τα,k),有如下

关系成立:

∆NFzα(ωα) = ND(λα,τα,k)(+εj)− ND(λα,τα,k)(−εj),

其中ND(λα,τα,k)(+εj)(ND(λα,τα,k)(−εj))表示对偶皮
瑟级数(24)中当∆λ = +εj(∆λ = −εj)时虚部为正值
的个数.
注 7 由于∆NFzα(ωα)是与临界时滞无关的,

如果能够证明“对于一个正 τα,k,∆NUλα
(τα,k) =

∆NFzα(ωα)”,则一致性猜想成立.这为证明一致性
提供了一个重要的思路.

4.5 一致性猜想的证实

基于以上介绍的概念和结论,一致性猜想最近在
文献[13,36]中得到证实.其结论如下.
定理 4 考虑时滞系统 (1)的一个临界虚根

λα.对于其所有正临界时滞 τα,k > 0,∆NUλα
(τα,k)

是一个常数,且满足∆NUλα
(τα,k) = ∆NFzα(ωα).

定理4给出了两个重要结果,解释如下:
1) 定理 4明确指出,对于一般形式的时滞系统

(1),关于其渐近行为的一致性成立.该结论无任何条
件限制.

2) 定理4提供了一种非常简单的分析渐近行为
的方法.该方法仅需要观察频域扫描曲线,是一种图
形化判据,无需任何分析渐近行为的计算 (如调用并
分析皮瑟级数或对偶皮瑟级数).

5 完全稳定性问题的系统求解

基于时滞系统渐近行为一致性,本节将系统地求
解时滞系统完全稳定性问题.

5.1 当τ → +∞时系统稳定性

从前面的例子可以看到,在某一范围内增加时滞
有可能带来镇定作用.然而如果时滞一直增加,它将
对系统的稳定性产生怎样的影响?对于一般形式的
时滞系统 (1),这个问题人们一直未找到答案.之前的
方法无法确认是否遗漏了时滞系统的一些稳定区间

(很明显,只能对有限大的 τ计算NU(τ)).因此,这个
答案是求解时滞系统的完全稳定性问题的一个前提.
本小节将通过研究 lim

τ→∞
NU(τ)来找到答案.

首先介绍一些有用的概念.对于一条频域扫描
曲线Γi(ω),临界频率ωα称为穿越 (接触)频率,如果
Γi(ω)在ω = ωα处穿越参照线ℑ1(与参照线ℑ1接触

但不发生穿越).
明确了上面的概念后,现在给出两个相关结论.
定理5 如果时滞系统 (1)有穿越频率,则存在一

个τ∗使得时滞系统 (1)对于所有τ > τ∗都不稳定,且
lim
τ→∞

NU(τ) = ∞.
定理6 一个时滞系统 (1)一定属于下面3种类

型中的一种:
类型1:系统有穿越频率, lim

τ→∞
NU(τ) = ∞;

类型2:系统既没有穿越频率也没有接触频率,对
于所有τ > 0, NU(τ) = NU(0);
类型3:系统有接触频率但没有穿越频率,对于所

有非临界时滞的τ , NU(τ)都是一个常数.
由上面定理可见,根据τ → ∞的稳定性情况,可

对所有的时滞系统进行分类.类型1的时滞系统在文
献中较常见 (本文稍后给出的例子就属于类型1).对
于一个类型2的时滞系统,如果NU(0) = 0,则对应于
文献中常见的时滞无关稳定性.对于满足NU(0) > 0

且属于类型2的时滞系统,可见文献 [13]中例9.1.属
于类型3的时滞系统可见文献 [41]中例4(临界虚根
为单根情况)及文献 [12]中的第 3节的例子 (临界虚
根为二重根).
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5.2 求解完全稳定性问题步骤

至此,时滞系统 (1)的完全稳定性问题所涉及的
技术难点都已可解,并且,它们都可在频域扫描框架
下“统一”地解决 (无需额外的工具).现在可以系统
地解决时滞系统 (1)的完全稳定性问题,具体步骤如
下.

Step 1:生成频域扫描曲线.通过频域扫描曲线检
测所有的临界虚根 (λα,α = 0, 1, · · · )和对应的临界
时滞(τα,k, k ∈ N ).

Step 2: 对于一个临界虚根 λα, 可以取其任
意一个正临界时滞 τα,k 通过调用皮瑟级数计算

∆NUλα
(τα,k),其值表示为 Uλα

.由一致性可知,对
于所有正临界时滞 τα,k, k ∈ N ,∆NUλα

(τα,k) =

Uλα
.或者,也可直接通过观察频域扫描曲线知道

Uλα
= ∆NFzα(ωα).
Step 3:根据定理1计算NU(+ε).
通过以上步骤,可以得到NU(τ)的显函数表达

式,见下面定理.
定理7 对于任意非临界时滞τ > 0,时滞系统

(1)的NU(τ)可表达为如下函数:

NU(τ) = NU(+ε) +

u−1∑
α=0

NUα(τ). (27)

其中

NUα(τ) =

0, τ < τα,0,

2Uλα

⌈τ − τα,0
2π/ωα

⌉
, τ > τα,0,

τα,0 ̸= 0;

NUα(τ) =

0, τ < τα,1,

2Uλα

⌈τ − τα,1
2π/ωα

⌉
, τ > τα,1,

τα,0 = 0.

至此,可以彻底地求解时滞系统 (1)的完全稳
定性问题:时滞系统 (1)渐近稳定当且仅当 τ 属于

NU(τ) = 0的区间 (不包括临界时滞点).此外,由定
理5和定理6可以判断τ → ∞时的系统稳定性情况.

5.3 完全稳定性问题解的意义和启发

对于一个无时滞的控制系统

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

其中u(t)为控制器信号,这里取常见的状态反馈控制
器u(t) = Kx(t)(K为反馈控制矩阵).于是闭环系统
为

ẋ(t) = (A+BK)x(t). (28)

很明显,该闭环系统渐近稳定的充要条件是:矩阵A+

BK的所有特征根都位于复平面左半平面C−.当
然,A + BK的特征根个数等于该矩阵的维数 (该维
数是一个有限大的数,通常不会很大).

然而,即使对于一个标量形式的时滞系统 (例如,
时滞系统(1)中的所有系统矩阵都是1× 1维),其特征
根也有无穷多个.因此,时滞系统的分析与控制问题
通常比无时滞系统复杂得多.做一个对比:基于闭环
表达式 (28)的控制器设计问题,一个自动化相关专业
大二本科生会掌握若干种求解办法;但对于一个时
滞系统,很多时滞领域的专家也仅仅能分析低维和一
些特殊的系统.
可见,完全稳定性的求解 (尤其是NU(τ)显式表

达式的获得)是令人兴奋的,在很大程度上可以克服
时滞系统的无穷维性!这将极大简化时滞系统的分
析与设计.沿着这条线索,未来有望获得更多有价值
的新成果.

6 实例说明

现在通过一个例子说明分析时滞系统完全稳定

性的整个步骤.
例7 考虑一个时滞系统,其特征函数为

f(λ, τ) =

5∑
i=0

ai(λ)e−iτλ.

其中

a0(λ) = λ4 + 2λ3 + 5λ2 + 4λ+ 4,

a1(λ) = 5λ3 + 10λ2 + 15λ+ 10,

a2(λ) = 4λ3 + 14λ2 + 24λ+ 14,

a3(λ) = λ3 + 11λ2 + 21λ+ 11,

a4(λ) = 5λ2 + 10λ+ 5,

a5(λ) = λ2 + 2λ+ 1.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
ω

2.0

1.6

1.2

0.8
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Γ
Γ
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,
, 
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. .

.

图 8 例7的频域扫描曲线

生成该系统的频域扫描曲线,如图 8所示.由频
域扫描曲线可以检测到该系统含5组临界参数对(

0.726 6j, 5.188 4 + 2kπ

0.726 6

)
,(

0.875 3j, 2.940 2 + 2kπ

0.875 3

)
,

( j,π+ 2kπ),(
3.077 7j, 0.408 3 + 2kπ

3.077 7

)
,
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5.935 8j, 0.157 7 + 2kπ

5.935 8

)
.

下面介绍如何分析临界参数对(j,π + 2kπ)的渐

近行为(其他临界参数对的渐近行为相对简单).
对于所有 k ∈ N ,该组参数对的指标n和 g都

为n = 2, g = 5.由定理4,可根据频域扫描曲线确
定:对于所有k ∈ N ,∆NUj((2k + 1)π) = +1.该结
论可通过调用皮瑟级数进行验证.对于临界参数对
(j, (2k + 1)π),其皮瑟级数为∆λ = (0.5− 0.5j)(∆τ)2 + o((∆τ)2),

∆λ = (0.5 + 0.5j)(∆τ)3 + o((∆τ)3).
(29)

同时,还给出(j,π)附近的根轨迹 (图9)以直观地说明
以上结果.

Re( ) /10λ
-3

Im
(

)
λ

-1 0 1

0.999

-2 2
0.998

1.001

1.002

1.000

图 9 例7中(j,π)附近的根轨迹

需要说明的是该例子较为特殊:对于任意 k ∈
N ,临界参数对 (j, (2k + 1)π)的皮瑟级数都为式

(29)(同样情况通常不多见).这里取这样的例子为了
通过调用皮瑟级数可以验证一致性性质,从而证实结
论的正确性.至此,便可以分析所有临界参数对的渐
近行为.这里直接给出结果

U0.726 6j = −1, U0.875 3j = −1, Uj = +1,

U3.077 7j= +1, U5.935 8j = +1.

当τ = 0时系统特征根全部在左半平面C−,因
此根据定理1, NU(+ε) = 0.
最后,根据定理 7,对于任意非临界时滞的 τ值,

系统不稳定根个数NU(τ)可显式地表达为

NU(τ) =

4∑
α=0

NUα(τ).

其中

NU0(τ) =


0, τ < 5.188 4;

2U0.726 6j

⌈τ − 5.188 4

8.647 4

⌉
, τ > 5.188 4.

NU1(τ) =


0, τ < 2.940 2;

2U0.875 3j

⌈τ − 2.940 2

7.178 3

⌉
, τ > 2.940 2.

NU2(τ) =


0, τ < π;

2Uj

⌈τ − π

2π

⌉
, τ > π.

NU3(τ) =


0, τ < 0.480 3;

2U3.077 7j

⌈τ − 0.480 3

2.041 5

⌉
, τ > 0.480 3.

NU4(τ) =


0, τ < 0.157 7;

2U5.935 8j

⌈τ − 0.157 7

1.058 5

⌉
, τ > 0.157 7.

图10给出了精确获得NU(τ)的变化情况.该图
也证实了定理5的正确性,即对于例7, lim

τ→∞
NU(τ) =

∞.至此,可以得出该时滞系统的完全稳定性结论:该
系统渐近稳定当且仅当τ ∈ [0, 0.157 7).
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图 10 例7的NU(τ)变化情况

7 扩 展

上文介绍的频域扫描框架可以扩展至除

Retarded型时滞系统之外的其他类型的时滞系统.下
面主要以中立型时滞系统为例进行讨论.

7.1 中立型时滞系统

中立型 (Neutral)时滞系统是除了Retarded型时
滞系统外在文献中最常见的时滞系统类型之一.相
比于前文介绍的内容,关于中立型时滞系统的稳定性
问题要更复杂一些.要完全讲清楚相关技术性差别
需要较长的篇幅 (感兴趣的读者可参考文献 [4]中1.2
节的详细介绍),下面概括分析中立型时滞系统完全
稳定性的步骤.
考虑如下的中立型时滞系统:

ẋ(t) = Ax(t) +Bx(t− τ) + Cẋ(t− τ), (30)

其中A、B、C为维数兼容的系统矩阵.该系统的特征
函数为

f(λ, τ) = det(λI −A−Be−τλ − λCe−τλ). (31)

系统 (30)的指数稳定充要条件是:所有特征根均
位于左半平面C−且其中立算子是指数稳定的.
需要说明的是,对于前文介绍的Retarded型时滞

系统,其指数稳定与渐近稳定是等价的,而这样的等
价关系对于中立型时滞系统(30)不一定成立.
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可见,与Retarded型时滞系统相比,中立型时滞
系统 (30)的稳定性有一个额外的必要条件:中立算子
稳定.如果中立算子不稳定,则对于任意τ > 0,中立
型时滞系统 (30)有无穷多个不稳定根.因此,实际的
研究步骤是: 1) 检验中立算子是否稳定.若中立算子
稳定,则进行下一步;否则中立型时滞系统 (30)对于
任意 τ > 0都不会稳定. 2) 分析NU(τ)随 τ的变化

情况.这可应用频域扫描方法完成,基本步骤与针对
Retarded型系统 (1)时完全相同,主要是因为中立型
时滞系统(30)的特征函数(31)也是准多项式形式.
具体说,中立型时滞系统 (30)的中立算子是指如

下的方程:

x(t) = Cx(t− τ). (32)

对于任意τ > 0,中立算子 (32)指数稳定当且仅当矩
阵C的谱半径小于1.
中立算子 (32)的稳定性也可以通过观察频域扫

描曲线进行判断.从而,该必要条件可以“嵌入”到前
文介绍的频域扫描框架内进行检验.
定理8 中立算子 (32)指数稳定当且仅当ω →

∞时所有的频域扫描曲线都在参照线ℑ1上方.
可见,对中立型时滞系统 (30)的完全稳定性分

析可全部在频域扫描框架内完成.相关例子和更多
细节可见于文献 [13]中第10章.进一步,今后可以考
虑更复杂的中立型时滞系统模型,例如将式 (30)中
Bx(t − τ)与Cẋ(t − τ)两项的 τ变为两个独立的时

滞参数.

7.2 其他类型时滞系统

频域扫描框架还可扩展至更多类型的时滞系统,
大体思路与7.1节中介绍类似.得益于解析曲线数学
角度,频域扫描框架对所研究系统的特征函数没有形
式上的限制.
目前,频域扫描框架已证实可应用于分数阶时滞

系统、分布时滞系统和多时滞系统.一些初步结果可
见文献[36]中第V节.

7.3 多时滞系统

到目前为止,本文讨论的时滞系统都仅含一个
时滞参数τ .当所研究系统涉及多个独立的时滞参数
时,其稳定性更难分析.
考虑如下的多时滞系统:

ẋ(t) = Ax(t) +

L∑
ℓ=1

Bℓx(t− τℓ). (33)

其中: τℓ(ℓ = 1, 2, · · · , L)为相互独立的时滞参数,A、
Bℓ为维数兼容的系统矩阵.
多时滞系统(33)的特征函数为

f(λ, τ1, · · · , τL) = det
(
λI −A−

L∑
ℓ=1

Bℓe−τℓλ
)
.

(34)

近年来,关于多时滞系统的稳定性是一个较热的
研究方向[23-24,42].然而,据作者了解,关于多参数的渐
近行为分析仍是数学中的一个开放问题.因此,对于
多时滞系统的稳定性问题尚有一些技术难点有待解

决.
本文介绍的结果可为人们提供一种有效的思路

来分析多时滞系统 (33)的稳定性.将本文介绍的结
果稍作扩展,便可分析出系统 (33)关于每个时滞参数
的渐近行为.这样,可以用一种“递归”方法确定任意
给定多时滞参数时系统 (33)的稳定性.一些初步结
果在文献[36]中有报道.

7.4 几何与拓扑分析

以上几个小节从“宽度”方面介绍了本文方法

的扩展.即频域扫描框架可应用于更多类型的时滞
系统,从而具有更广的适用面.这一小节将从“深度”
方面介绍频域扫描框架的进一步扩展.
通过前文的例子可见,时滞系统的渐近行为可能

非常复杂:一个临界虚根可能对应重根、多个共轭类、
退化等情况.更直观地,这些复杂的渐近行为会表现
在时滞系统的局部根轨迹上.这里,以最常见的非重
根的临界虚根为例加以解释:如果一个单重临界虚
根不是退化的,则它对应的根轨迹直接地穿越虚轴;
如果一个单重临界虚根是退化的,则它对应的根轨迹
曲折地接触或穿越虚轴.进一步,对应的退化项越多
(即退化程度越高),它的根轨迹越曲折 (这里可以结
合文献 [43]中的几何描述:一个单重临界虚根含的退
化项越多,其根轨迹与虚轴具有越高的接触度,根轨
迹表现得越平).
前文的例子还表明,一个临界虚根的重数可能随

不同的临界时滞变化:对应不同的临界时滞,一个临
界虚根可能在单根与不同重数的重根间切换.例5说
明,要想确定一个临界虚根是否一直为单根其实并不
容易.综上所述,对于“一个临界虚根可能的重数的
判断”这个看似简单的任务,之前的文献中尚无有效
的办法解决.
可见,虽然现在可以分析时滞系统的渐近行为对

稳定性的影响,但是系统的很多更深入的信息仍不能
得到有效且全面的了解.
基于此,文献 [36]中提出了一个全新的几何及拓

扑研究思路,其步骤及相关成果如下:
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1) 引入了一个全新的指标:渐近行为特征度
(Asymptotic behavior signature).通过该指标,可以描
述任意情况下时滞系统临界虚根渐近行为及频域扫

描曲线渐近行为的复杂程度.该指标充分考虑了指
标n与g、皮瑟级数及对偶皮瑟级数的共轭类个数、

退化项个数等信息.
2)证明了临界虚根的渐近行为特征度永远等于

对应的频域扫描曲线的渐近行为特征度.进一步,由
这个等价性可知,临界虚根的渐近行为特征度也具有
一致性.

3)根据渐近行为特征度的等价性和一致性,通过
观察频域扫描曲线可以确定时滞系统的渐近行为特

征度.这样,从频域扫描曲线的几何结构便可确定临
界虚根的可能的重数及退化情况.

4)根据其频域扫描曲线的结构,可以对所有时滞
系统进行拓扑分类,使得对时滞系统的研究与认知上
升一个层次.换言之,可以同时研究一类时滞系统(而
不再仅针对一个给定时滞系统进行专门的研究),并
对同一类时滞系统进行归类整理.当需要研究某一

个时滞系统时,仅需判断它属于哪类时滞系统,从而
该系统的所有内部性质都可“直接”确定.

8 未来工作展望

8.1 拓扑库的建立

在7.4节中指出,可以对时滞系统的渐近行为通
过其频域扫描曲线的几何结构进行分类.沿这个思
路,今后可以建立一个公开的拓扑库,收集各种典型
的时滞系统频域扫描曲线以供人们参考.这个工作
的理论意义在前文中已介绍.其实际操作也不困难,
只需要一个免费网址即可 (世界上任何一个人发现
了新的拓扑类型都可随时上传到该拓扑库中).而这
样的交流方式也符合当今世界 (尤其科研领域)日益
频繁和便利的交流与合作模式.
这里借用文献[36]中的图9(见本文中图11)加以

说明.显然,仅通过图11便可以概括一条频域扫描曲
线 (FSC)与参考线相交的情况下,渐近行为特征度为
1、2、3时所对应的所有6种根轨迹的情况.可见,这种
既直观又高度概括的科研新模式,为今后人们研究和
认知时滞系统提供了非常大的便利.

Asymptotic

behavior
signature 1

Asymptotic

behavior
signature 2

Asymptotic

behavior
signature 3

FSC Root loci

or

or or

C0

C0C0

C0
C0 C0

1

1
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图 11 一个拓扑关系图

8.2 不同科研问题的应用

应用完全稳定性分析的思路和方法,可能会对
今后一些其他学科或具体科研/应用问题产生新的认
知.
例如作者最近应用频域扫描方法发现,对于神经

网络系统可以存在多个时滞稳定区间和不含零时滞

稳定区间.这种现象之前未被发现和报道.
本文介绍的方法可应用于更多与时滞因素有关

联的学科.例如,作者及合作者正尝试应用频域扫描

方法研究生物/医学中的一些时滞动态模型.

8.3 程序或软件包开发

前文提到了几款时滞系统领域的辅助分析设计

软件包.这些基本都是由国外科研团队开发的.
基于本文介绍的方法,可以很大程度克服时滞系

统的无穷维性.事实上,作者最近的工作发现,对于一
些具体稳定性分析或控制器设计问题,甚至可将其转
换为一个纯代数级别的问题.这是开发新时滞系统
辅助分析软件包的核心,可为开发自动化程序或一套
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独立的软件包,甚至超越国外同行的相关工作提供技
术保障.
这里介绍一个已完成的工作.作者最近开发了

一个可自动分析多时滞系统的Matlab程序,从而,可
应用不同于已有文献中的方法,成功复制了文献 [42]
中的稳定穿越图.

8.4 教学及科普

由于本文介绍的方法是一种图形化方法,使用简
单且无需很高的理论门槛.这尤其有利于大学生和
工程技术人员.
例如,作者近年来开始应用频域扫描方法于大学

生毕业设计指导.从效果来看,得到以下几点正面反
馈:

1) 频域扫描方法使用简单,使用者可先不关心
内部的数学推导或证明.这点类似于本科生熟悉的
Nyquist判据.学生们可短时间掌握该工具并正确分
析一个时滞系统相关问题.

2) 可更好地理解时滞系统相关性质,并纠正过
去错误的认识.例如,对于本科生而言,遇到时滞的第
一反应可能是应用Smith预估控制器从而将时滞抵
消.在了解完全稳定性相关内容后,人们可准确计算
出一个系统在时滞处于哪些范围内稳定,从而可以确
定在某些时候时滞是有益的 (这种情况自然不应采
用Smith预估控制器).
作者认为,能将本文内容融汇到教学与科普中,

将是一件非常有意义的工作.

9 结 论

时滞系统完全稳定性是与很多学科相关的一个

基础理论问题,长期以来受到人们的关注.由于其复
杂性,要想清晰地了解并系统地解决这个问题并不容
易.
本文用较通俗的语言,由浅入深地对时滞系统完

全稳定性问题做了较全面的介绍,并给出了一些例子
便于直观理解.
首先,给出时滞系统完全稳定性问题的相关基础

知识,并介绍了时滞系统的 (无穷维)谱特性;其次,简
要回顾了现有文献中关于时滞系统完全稳定性问题

的研究方法,并分别指出了这些方法的优缺点;再次,
解释分析时滞系统完全稳定性问题所需步骤及涉及

的技术难点,从而表明,完全稳定性问题是相当复杂
的;最后,介绍了最近报道的频域扫描框架,这是基于
解析曲线建立起来的一套自成体系的研究框架,在频
域扫描框架内,可以系统地解决完全稳定性问题.
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