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高斯中继信道反馈下马尔可夫跳变线性系统的可镇定性
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摘 要: 研究利用高斯中继信道实现反馈信息传输情形下马尔可夫跳变线性系统的均方可镇定性问题.首先针
对一般类型的高斯信道,从信息论角度给出上述马尔可夫跳变线性系统镇定所需要的必要条件;然后分别针对半
双工串联中继信道以及非正交网络信道这两种特殊类型的高斯信道,在考虑传输信号存在平均功率约束的情况
下,给出马尔可夫跳变线性系统的均方可镇定性与上述信道参量之间的内在联系;最后通过数值仿真例子验证了
上述理论结果.
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Abstract: Mean square stabilizability of a Markov jump linear system Using Gaussian relay communication channels
is investigated. Firstly, necessary conditions of general Gaussian channels are given to guarantee the mean square
stabilizability of the Markov jump linear system. Considering two specified types of Gaussian relay channels (i.e. half-
duplex cascade channels and nonorthogonal network channels) with average power constraint, the relationships between
mean square stabilizability of the Markov jump linear system and the parameters of the communition channels are
presented. Finally, the proposed theoretic results ars verified by a numerical example.
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0 引 䀰

网络控制系统(Network control systems, NCSs)是
指经由有线或无线通信网络实现信息传递的一类控

制系统.在NCSs现有研究中,考虑通信环节对系统
性能的影响时,大多将其等效为不同特征的网络诱
导延时,进而借助于时滞系统、鲁棒与随机控制等
既有的控制理论与方法展开分析.近年来,一些学者
通过融合通信、信息和控制理论讨论通信信道参量

对控制系统性能的内在约束问题[1],信息熵理论是进
行上述探索的重要工具之一.文献 [2-3]的研究表明,
为保证线性定常系统为可镇定,反馈信道所需的最小

数据率取决于该定常系统的特征值等特征.文献 [4]
针对有损信道情形,给出了保证系统为可镇定时所需
最小信道数据传输率与被控对象的特征值和数据丢

包概率之间的关系.文献 [5]使用线性矩阵不等式方
法得到了系统镇定所需要的最小信噪比.文献 [6]考
虑了闭环控制系统的宽平稳性和输入信号功率谱密

度的联系.文献 [7]针对受扰系统的跟踪控制问题,得
到了系统的灵敏度函数与其Bode积分间的关系.文
献 [8-9]给出了高斯信道下镇定线性定常系统的信道
必要条件和编码策略.文献 [10]针对多种具体高斯
网络信道,给出了线性系统均方可镇定的信道必要条
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件.文献 [11]针对多输入多输出网络控制系统,提出
了负熵率概念并在此基础上给出了系统的扰动抑制

性能所满足的基本约束.文献 [12]给出了模拟可擦
除信道下分散控制系统的均方稳定性必要和充分条

件.文献 [13]提出了两类特殊的高斯信道 (高斯广播
信道、高斯多接入性信道)下标量线性系统状态反馈
可镇定的充要条件.文献 [14]进一步将上述结果推
广到高斯乘积信道环境.值得一提的是,上述研究基
本上都是针对被控对象为线性定常系统展开的.近
年来,也有文献将被控对象从线性定常拓展为更为复
杂的一类常见随机系统—–马尔科夫跳变系统.文献
[15]给出了在无外部干扰下的马尔可夫跳变系统可
镇定的数据率下界.文献 [16]给出了标量非齐次马
尔可夫跳变系统均方稳定充分条件.文献 [17]研究
了高斯信道的信噪比对Markov切换系统扰动抑制性
能的影响.

本文进一步给出串联信道以及非正交高斯网

络环境下,为保证闭环系统为可镇定,信道参量与
Markov跳变系统自身特征之间存在的约束关系,并
通过数值仿真例子验证了上述理论结果.

1 问题᧿述和߶༷

考虑如下离散Markov跳变线性系统:

Xk+1 = Aσ(k)Xk + Uk +Wk, k ∈ Z. (1)

其中:Xk ∈ Rn,Uk ∈ Rn,Wk ∈ Rn分别为系统的状

态、控制输入、过程干扰,初始状态X0服从高斯分布

N (0, Σx0
).过程干扰Wk服从高斯分布N (0, ΣWk)，

状态矩阵Aσ(k)非奇异.切换信号{σ(k)}是一个在有
限集合S = {1, 2, · · · , N}内取值的Markov链,其初
始概率分布记为F := [f1 · · · fN ]T, fi := Pr{σ(0) =

i}.
假设1 系统初始状态X0、过程干扰Wk和切换

信号{σ(k)}三者相互独立.
假设2 Markov链σ(k)不可约且非周期.
由假设2可知, Markov链σ(k)为遍历,其平稳分

布Π := [π1 · · · πN ]T可如下求取:ΠT = ΠTP,

[1 · · · 1]Π = 1,
(2)

其中P := [pij ]N×N为一步转移概率矩阵, pij :=

Pr{σ(k + 1) = j|σ(k) = i}.
定义1 随机变量X的熵H(X)定义为

H(X) = −
∑
x∈χ

p(x) log p(x), (3)

其中p(x)为随机变量X的概率密度.

熵的概念可以表征随机变量的不确定程度,解决
了信息的量化度量问题.
定义2 考虑两个随机变量X和Y ,他们的联合

概率密度函数p(x, y),其边际概率密度函数分别记为
p(x)和p(y),则互信息I(X;Y )定义如下:

I(X;Y ) =
∑
x∈χ

∑
y∈γ

p(x, y) log p(x, y)

p(x)p(y)
. (4)

互信息和熵存在如下关系[16]:

I(X;Y ) =H(X)−H(X|Y ) =

H(Y )−H(Y |X).

引理1 [18](数据处理不等式) 若X → Y → Z

构成马尔可夫链,则I(X;Y ) ⩾ I(X;Z).
引理2 [17](微分熵不等式) 考虑具有N模态的

离散Markov链{σ(k)}, k ∈ Z+,矩阵Aj ∈ RN×N可

逆, j = 1, 2, · · · , N .构造随机过程Yk = Aσ(k)X ,则
对于∀k ∈ Z+,总存在

h(Yk) ⩾ h(X) +

N∑
i=1

(πi + CTP k−1pi) log |detAi|.

其中:X ∈ Rn为N维随机变量,C = [c1 · · · cN ]T,
cj = fj − πj , [π1 · · · πN ]T为{σ(k)}的平稳分布,pi

为转移概率矩阵P的第i列.
引理3 [18] 设随机变量X ∈ Rn均值为零,协方

差矩阵表示为M = E(XXT),那么随机变量X的微

分熵具有如下性质:

h(X) ⩽ 1

2
log(2πe)n|M |, (5)

当且仅当X ∼ N (0,M)时等号成立.
定义3 考虑Markov跳变线性系统 (1),若对于

任意初始条件{X0, σ(0)}及任意时刻k,都存在常量
M < ∞,使得E[∥Xk∥2] ⩽ M ,则称系统 (1)均方可镇
定.
定义4 [9](信道容量) 离散无记忆信道输入信

号为{Xk},输出信号为{Yk},那么信道容量 (Channel
capacity)定义为

C = max
p(x)

I(X,Y ) = max
p(x)

lim sup
k→∞

I(X[0,k];Y[0,k])

k + 1
.

(6)

其中: p(x)为随机变量X的概率密度,且满足条件
E(X2) ⩽ P ;X[0,k] := {X0,X1, · · · , Xk},Y[0,k] :=

{Y0, Y1, · · · , Yk}.特别地,对于高斯信道 (见图 1),信
道噪声服从方差为N的高斯分布,其信道容量为

max I(X,Y ) =
1

2
log

(
1 +

N

P

)
. (7)
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图 1 高斯信道
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引理4 [10] 如果线性系统经过高斯信道达到均

方稳定,考虑从0到K − 1时刻总存在

log |detAi| ⩽ lim inf
K→∞

1

K
I(X[0,K−1] → R[0,K−1]).

(8)

其中: I(X[0,k−1] → R[0,k−1])表示由X[0,K−1]输送到

编码器R[0,K−1]的定向信息,有

I(X[0,K−1] → R[0,K−1]) =

K−1∑
k=0

I(X[0,k];Rk|R[0,k−1]),

X[0,k] := {X0,X1, · · · , Xk},

R[0,k−1] := {R0, R1, · · · , Rk−1};

|detAi|表示矩阵Ai行列式的绝对值.在引理2的基
础上延伸,有如下引理.

引理5 考虑经过如图1所示的高斯信道离散
Markov跳跃线性系统 (1),若其为均方可镇定,则如下
条件必然满足:

N∑
i=1

(πi + CTP k−1pi) log |detAi| ⩽

lim inf
K→∞

1

K
I(X[0,K−1] → R[0,K−1]), (9)

其中Markov链具有N个模态.
证明 由引理(4)可知

I(X[0,K−1] → R[0,K−1]) =

K−1∑
k=0

I(X[0,k];Rk|R[0,k−1]). (10)

由互信息和熵的相关性质和式(10)可得
K−1∑
k=0

I(X[0,k];Rk|R[0,k−1]) ⩾

K−1∑
k=1

(h(Aσ(k−1)Xk|R[0,k−1])−h(Xk|R[0,k]))+

I(X0;R0). (11)

由引理2可知

h(Aσ(k−1)Xk−1|R[0,k−1]) ⩾
N∑
i=1

(πi + CTP k−1pi) log |detAi|+

h(Xk−1|R[0,k−1]). (12)

将式(12)代入(11),得到

I(X[0,K−1] → R[0,K−1]) ⩾
N∑
i=1

(πi + CTP k−1pi) log |detAi|+

h(X0)− h(Xk−1|R[0,k−1]). (13)

注意到,加入条件使熵减小的事实

I(X[0,K−1] → R[0,K−1]) ⩾

(K − 1)

N∑
i=1

(πi + CTP k−1pi) log |detAi|+

h(X0)− h(Xk−1), (14)

由系统均方可镇定和引理 3可知,总存在h(Xk) ⩽
log((2πe)n|detM),当且仅当Xk服从高斯分布时等

号成立.于是有

I(X[0,K−1] → R[0,K−1]) ⩾

(K − 1)
N∑
i=1

(πi + CTP k−1pi) log |detAi|+

h(X0)− log((2πe)n|detM |), (15)

进而有
N∑
i=1

(πi + CTP k−1pi) log |detAi| ⩽

lim
K→∞

1

K
I(X[0,K−1] → R[0,K−1])+

I(Rt, X[1,Lk]|Y i
[1,t−1], R[0,k−1]). (16)

引理5得证. 2
2 高斯串联信道

在无线网络控制环境中,采样/编码器与解码器、
执行机构之间往往距离较远,因此需要在信道中使用
中继器完成信号传递.考虑如图2含单个中继的半双
工串联中继信道,其中中继节点R不能同时接收和传

输信号.
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图 2 半双工串联中继信道

对于随机任意时刻高斯信号Xk均值为零,方差
记为σ2

x.通过编码器E产生Se,k = fn({Xi}ni=1)信

号并满足平均功率约束E[S2
e,k] ⩽ PS .通过信道有

Yk = Se,k + Zr,k,Yk经过中继R产生Sr,k,Rk = Sr,k

+ Zd,k满足平均功率约束E[S2
r,k] ⩽ Pr,噪声方差分

别为Nr和Nd.
定理1 任意离散Markov跳跃线性系统 (1)单一

中继节点的高斯信道如图2所示,若系统均方可镇定,
则总存在如下关系:

N∑
i=1

(πi + CTP k−1pi) log |detAi| ⩽

min{ C
Se→Y

, C
Sr→R

}. (17)

其中: C
Se→Y

为从 Se到Y 的信道容量, C
Sr→R

为从Sr到

R的信道容量,N为马尔可夫链的N个模态.
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证明 考虑0到K−1时刻, I(Se,[0,K−1];R[0,K−1])

由于Se,[1,K] → Y → Sr → R成为Markov链,由引理
1可知, I(Se,[0,K−1];R[0,K−1])小于

min{I(Se,[0,K−1];Y[0,K−1]), I(Sr,[0,K−1];R[0,K−1])}.

由定义4可知,当K → ∞时,有

I(Se,[1,k];R[1,k]) ⩽ min{ C
Se→Y

, C
Sr→R

}, (18)

结合引理5可得证. 2
某些情况下信号传输距离较远,往往需要通过多

个中继才能够传输到控制器,因此下文进一步考虑多
个中继半双工式协作传输的情况.
考虑在L − 1中继上采用半双工传输信息如图3

所示,从X到R需要L个时长,在 [nL+1, (n+1)L]时

段,nL+1编码器编码信号XnL+1经过高斯信道传到

中继R1,nL + 2时刻再传输到R2,最后(n + 1)L经中

继RL−1到译码器控制器,任意时刻只允许单一中继
传输信号. Sk表示从编码器在k时刻传出的信号,Si

k

表示从半双工中继Ri输出的信号,关系由下式给出:

Sk = fk(X[0,k], U[0,k−1]), k = 1 + nL, n ∈ N ; (19)

Si
k = gik(Y

i
[0,k]), k = 1 + i+ nL, n ∈ N. (20)

其他时刻Sk = Si
k = 0且满足平均功率约束E(S2

k) =

LPS ,E((Si
k)

2) = LP i
r .信号通过高斯串联信道的过

程,存在关系

Y 1
k = Sk + Zi

k, Y
i
k = Si

k + Zi
k,

k = i+ nL, n ∈ N.

其他时刻Y i
k = 0,其中Zi

t ∼ N(0, Ni)是相互独立的

高斯白噪声.
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图 3 中继半双工信道

定理2 离散Markov跳跃线性系统 (1)经过如图
3所示的串联高斯信道,若系统均方可镇定,则总存在
如下关系:

N∑
i=1

(πi + CTP k−1pi) log |detAi| ⩽

1

2
min

{
log

(
1 +

LP i−1
r

Ni

)
, log

(
1 +

LPS

N1

)}
. (21)

证明 考虑1到LK时刻, I(X[1,LK] → R[1,LK])

可由添加信息使互信息增大得到,由链式法则

I(X[1,LK] → R[1,LK]) ⩽

I(X[1,LK];Y
i
[1,LK], R[1,LK]) =

LK∑
t=1

I(X[1,LK];Rt, Y
i
t |Y i

[1,t−1], R[1,t−1]), (22)

互信息和熵的性质

I(X[1,LK] → R[1,LK]) ⩽
LK∑
t=1

((h(Y i
t |Y i

[1,t−1], R[0,k−1])+

h(Y i
t |Y i

[1,t−1], R[0,k−1], X[0,k−1])+

I(Rt, X[1,Lk]|Y i
[1,t−1], R[0,k−1])), (23)

可得

I(X[1,LK] → R[1,LK]) =
K∑
t=1

I(Si−1
r,t , Y i

t ) =

K−1∑
t=0

I(Si−1
r,t+i, Y

i
t+i). (24)

当输入为高斯分布时互信息最大,可得

I(X[1,LK] → R[1,LK]) ⩽

1

2

K−1∑
t=0

log
(
1 +

LP i−1
r

Ni

)
=

K

2
log

(
1 +

LP i−1
r

Ni

)
. (25)

因此有

I(X[1,LK], R[1,LK]) ⩽
K

2
log

(
1 +

LP i−1
r

Ni

)
. (26)

将式(22)Y i
[1,LK]换成Y 1

[1,LK],同理可以得到

I(X[0,LK], R[0,LK]) ⩽
K

2
log

(
1 +

LPS

N1

)
. (27)

综合式(26)和(27)得到上界为

I(X[1,LK], R[1,LK]) ⩽
K

2
min

{
log

(
1 +

LP i−1
r

Ni

)
, log

(
1 +

LPS

N1

)}
. (28)

由引理5和式(28)得到
N∑
i=1

(πi + CTP k−1pi) log |detAi| ⩽

1

2
min

{
log

(
1 +

LP i−1
r

Ni

)
, log

(
1 +

LPS

N1

)}
. (29)

定理2得证. 2
3 非正交高斯中继信道

实际通信常使用多条中继信道协作通信,中继节
点都是半双工模式,任意时刻节点可以以相同的频率
传输信号,不存在相互干扰,称为非正交中继信道,本
文即考虑这种信道,如图4所示.
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图 4 非正交高斯中继信道系统

图4中:Sk表示信道输入,且满足平均功率条件
E[S2

k] ⩽ PS ;信道中白噪声Zi
k和Zd,k相互独立,分别

满足Zi
k ∼ N (0, N i

r)和Zd,k ∼ N (0, Nd).在上述信道
中,传输过程分为两个阶段,在第1阶段,编码器E以

功率 2βPs周边广播,β表示两个阶段的功率相关系
数,满足0 ⩽ β ⩽ 1,此时中继Ri和编码器D只收不

发,此阶段称为监听阶段,中继节点的输入输出满足

Y i
k = Sk + Zi

k, S
i
k = 0, k = 1, 3, 5, · · · . (30)

在第2阶段,中继节点Ri以功率2P i
r向解码器D发送

信号,此时编码器也以 2(1− β)Ps功率向解码器D发

送信号.中继节点的输入输出关系满足

Si
k = g(Y i

[0,k−1]), Y
i
k = 0, k = 2, 4, 6, · · · . (31)

解码器D接收的信号为

Rk = Sk +

L∑
i=1

Si
k + Zd,k, (32)

其中 Y i
[0,k−1] := {Y i

0 , Y
i
1 , . . . , Y

i
k−1},满足约束

E[g(Y i
[0,k−1])

2]=2P i
r , g(·)为中继节点编码策略.

定理3 马尔可夫跳变线性系统 (1)经过如图4
所示的非正交高斯中继信道,若系统均方可镇定,则
总存在如下关系:

N∑
i=1

(πi + CTP k−1pi) log |detAi| ⩽

1

4
log

(
1 + 2βPS

( L∑
i=1

1

N i
r

+
1

Nd

))
+

1

4
log

(
1 +

2(1− β)PS

Nd

)
. (33)

证明 序列X[1,2K]到R[1,2K]的互信息有

I(X[1,2K];R[1,2K]) ⩽

I(X[1,2K]; {Y i
[1,2K]}Li=1, R[1,2K]). (34)

其中

X[0,K−1] := {X0,X1, · · · , XK−1},

R[0,K−1] := {R0, R1, · · · , RK−1},

{Y i
[1,2K]}Li=1 := {Y 1

[1,2K], Y
2
[1,2K], · · · , Y L

[1,2K]}.

根据Rk = Sk +Zd,k +
L∑

i=1

Si
k,以及Si

k和Y i
[1,k−1]存在

函数关系Si
k = git(Y

i
[0,k−1]),令R̃k = Rk −

L∑
i=1

Si
k,有

I(X[1,2K];R[1,2K]) ⩽

I(X[1,2K]; {Y i
[1,2K]}Li=1, R̃[1,2K]) =

2K∑
k=1

I(X[1,2K]; {Y i
k}Li=1, R̃k|R̃[1,k−1], {{Y i

[1,k−1]}Li=1}).

(35)

根据Xk → Sk → ({Y i
k}Li=1, R̃k)属于一条Markov链,

由数据处理定理可得

I(X[1,2K];R[1,2K]) ⩽
2K∑
k=1

I(Sk; {Y i
k}Li=1, R̃k|R̃[1,k−1], {{Y i

[1,k−1]}Li=1}) ⩽

2K∑
k=1

I(Sk; {Y i
k}Li=1, R̃k). (36)

将式(36)代入(31)和(32)可得

I(X[1,2K];R[1,2K]) =

K∑
k=1

I(S2k; R̃2k) +
K∑

k=1

I(S2k−1; {Y i
2k−1}Li=1, R̃2k−1).

(37)

其中

E(S2
2k) = 2(β − 1)Ps,

Y i
2k−1 = S2k−1 + Zi

2k−1, E(S2
2k−1) = 2βPs,

R̃2k−1 = S2k−1 + Zd,2k−1.

由文献[16]互信息定理可得

I(X[1,2K];R[1,2K]) ⩽

K

2
log

(
1 + 2βPS

( L∑
i=1

1

N i
r

+
1

Nd

))
+

K

2
log

(
1 +

2(β − 1)PS

Nd

)
. (38)

当K → ∞时,由式(38)和引理5可得证. 2
4 仿真㇇例

通过仿真展示非正交高斯中继信道环境下,系统
(1)均方可镇定条件与发射功率、外部噪声、中继信
道个数等信道参数之间关系.假设系统参数信道个数
L = 10,噪声存在关系N = Nd = N i

r,将其代入定理
3(此时记式 (33)右端为f(N, β, PS)),结果如图5和图
6所示.
图 5给出了功率相关系数 β = 0.5时,发射功
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图 6 边界值f(N, β, P )取最大值时参数β的取值曲线

率Ps、噪声强度N对系统可镇定性的影响.边界值
f(N, β, PS)越大意味着可镇定条件越容易满足.图6
给出了不同发射功率、外部噪声条件下, f(N, β, PS)

取最大值时β的取值曲线.上述仿真表明,在不同的
输入信号和噪声条件下,可以通过调整功率相关参数
保持系统具有较好的控制性能.

5 结 论

本文研究了含有高斯中继信道的马尔可夫跳变

线性系统的可镇定性问题.首先在单个中继传输信
号情形下给出了上述系统的可镇定性和信道容量之

间的联系;进一步推广到包含L个中继的串联信道

以及包含L个中继非正交高斯中继信道系统情形,给
出了系统的可镇定性与信道参量之间的必要条件关

系.后续将结合控制与编码策略分析研究马尔可夫
跳变线性系统稳定性的信道充分条件.
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