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多源异构灰数据背景下的贝叶斯迭代优化控制图模型
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摘 要: 在统计过程控制中,为了利用专家信息减少不确定性,并在控制图模型中将不同属性的专家先验信息结
合起来综合利用,提出一种新的广义标准灰数概念,将不同属性的专家信息结合在同一个空间上,用统一架构进行
表征,并提出新的运算法则来计算这些多源异构的专家灰信息.结合经典贝叶斯理论,在灰数据背景下对统计质
量控制图模型进行参数估计,并利用累积样本信息对参数进行迭代优化,使灰色区域不断收敛,降低不确定性.实
例分析结果表明,这种灰贝叶斯迭代优化模型可以在小样本贫信息的情况下减少监测数据的异常波动,更准确地
利用专家信息进行预警,并在样本累积过程中逐步偏重于实际数据,得到符合新样本信息的参数.
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Bayesian iterative optimized control charts model based on multi-source
heterogeneous grey information
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Abstract: In the statistical process control, in order to make use of expert information to reduce uncertainty, and to make
comprehensive use of the prior information of different attributes in the control charts model, a new concept of general
standard grey number is proposed to combine all these expert information and transform them into one space. Besides,
a mathematical framework is established to characterize the information, and new rules of operation are proposed to
calculate the multi-source heterogeneous grey information. Then, based on the classic Bayesian theory, parameters of
the statistical quality control chart are estimated under the background of grey information, and cumulative sample
data is used to optimize the parameters in an iterative approach, while expert grey information degenerating with data
accumulation. The result shows that this model is able to reduce abnormal fluctuation and false alert, and gradually relies
more on actual data.
Keywords: statistical process control；multi-source heterogeneous information；general interval grey number；Bayesian
iterative optimization；control charts

0 引 言

在现代质量控制理论研究中,重点问题不再是单
纯的产品质量控制,而是过程质量的控制. 20世纪20
年代,美国贝尔实验室的Shewhart首先提出了统计过
程控制 (SPC)这一概念,用统计学的眼光来看待质量
管控问题. 1924年, Shewhart提出SPC中的核心工具,
即质量控制图(Control charts).他认为,尽管每种过程
都体现出不同的变异性,但只要符合其系统本身的特

性,过程就是“受控的”;反之,那些体现了不符合自身
系统特性的过程则被认为是“不受控的”.
近十几年来,科技和工业的迅速发展使得新产品

不断涌现,并且复杂程度也随之提高.在这种产品需
求多样化的背景下,出现了各种先进生产模式,也正
因为如此,多批次小样本生产成为当前的主流.然而,
产品数量少、数据信息不足、数据信息的稳定性差等

问题给现代统计质量控制提出了新的挑战[1].为了克
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服小样本带来的信息不足,有学者提出利用成组技术
来获得充足信息[2-5],或利用马尔科夫链构造出过程
的状态转移矩阵,并通过成本函数的优化寻找最优控
制图参数组合[6-7].
另一种思路是充分利用新鲜的样本信息,在质

量特性数据随生产不断累积的过程中更新系统状

态. Harrison等在1989年提出的贝叶斯预测理论中提
供了实现这一思想的工具,此后,贝叶斯学派的理论
得到了越来越多的运用. 1996年, Tagaras[8]最早研究

了贝叶斯控制图;而后, Nenes等[9]通过对效用及损失

函数的深入研究,提出了一种双侧贝叶斯控制图; Wu
等[10]针对传统控制图需要大样本的缺陷,提出了一
种共轭贝叶斯方法,用于修正多批次少数量情况下
的控制图界限; Naderkhani等[11]基于半马尔可夫决

策过程,提出了一种确定贝叶斯控制图中各项参数
的方法,使抽样区间的选择更加多样.
尽管贝叶斯方法可以利用新的样本信息来更新

系统过程,但它毕竟是在小样本贫信息的情形下进行
设计,这就存在以下问题: 1)多源异构的专家先验信
息可以减少系统的不确定性,但现有的控制图模型尚
无相关研究; 2)在小样本条件下因偶然因素而发生
异常波动是十分普遍的情况,而目前很少有灰数据背
景下的相关研究; 3)传统的贝叶斯方法在修正过程
中未设置截止条件,信息的不确定性没有明显的收敛
过程,难以满足实际需要.

近年来,刘思峰等学者针对灰数的运算展开了一
系列新的研究[12-15],在不确定信息的表征和计算方
面取得了进展.在上述背景下,本文在多源异构专家
灰信息背景下构建控制图,利用综合信息改善控制条
件,提高控制能力,使工序更快成熟;此外,本文运用
新的广义标准灰数概念,利用量纲一致性方法处理不
同属性的专家先验信息,使它们能够进行计算,弥补
小样本的信息不足;建立一种贝叶斯迭代优化机制,
通过信息的不断补充,降低控制图的不确定性,使灰
色控制区域不断收敛,最终趋于稳定.此外,提出一种
新的综合了多源不确定信息的广义区间灰数,在多源
异构灰数据背景下建立贝叶斯迭代优化控制图模型,
并进行实例计算分析,对结果给出解释,论证本文模
型的优势.

1 多源不确定信息与广义区间灰数

本文中出现的符号⊗及其相关下标形式 (如 ⊗̂,
⊗σ2等)是灰色系统领域内通用的表示“灰数”的符
号,与“克罗内克乘积”并无关系,特此说明.

定义1 (灰数)[16] 令g± ∈ R为一系列闭区间与

开区间并集集合中的一个未知实数,即

g± ∈
n∪
i=1

[ai, bi]. (1)

其中: i = 1, 2, · · · , n,n为整数且0 < n < ∞; ai, bi ∈
R, bi−1 ⩽ ai ⩽ bi ⩽ ai+1.则g±被称为灰数, g− =

inf
ai∈g±

ai为g±的下限, g+ = sup
bi∈g±

bi为g±的上限.

定义2 (广义区间灰数) 在某一属性指标集合

A中,各个特征指标x属性值⊗A(x)的类型包括概率

数、模糊数、区间值模糊数(连续区间)以及灰数等,且
它们的值域均为D[0, 1]

±.这些特征指标属性值可用
广义区间灰数统一表示为

⊗A(x) ∈{δA(x)
∪
µA(x)

∪
MA(x)

∪
SA(x)

∪
g±A(x)} ∈

n∪
i=1

[ai, bi] ∈ D[0, 1]
±
. (2)

其中: i = 1, 2, · · · , n为特征指标的序号;A为各特
征指标的属性值集合; δA(x)为概率数;µA(x)为模
糊数;MA(x)为区间值模糊; g±A(x)为一般灰数; ai, bi
分别为序号为 i的特征指标属性灰数值的下限和上

限;D[0, 1]
±
为区间 [0, 1]上全部广义区间灰数集合.

定义3 (广义标准区间灰数) 任意给定一个广

义区间灰数⊗i = [ai, bi], ai ⩽ bi, i = 1, 2, · · · ,都
可以将其表示为⊗i = ai + ciγi.其中: ai称为⊗i的

白部; ciγi称为⊗i的灰部,在灰部ciγi中, ci称作灰系
数, γi称作单位灰数,且γi ∈ [0, 1].
定理1 (所有不确定数均可表征为广义标准区间

灰数) 对于任意不确定数 τi ∈ {δ(x), µ(x),M(x),

g±(x)} ∈ D[0, 1], i = 1, 2, · · ·都可用广义标准区间
灰数⊗i = ai + ciγi表示,其中x表示特征指标.
证明 1)当 τi为概率数时,令任意概率数 τi =

ai,进行变换得到

τi = ai = [ai, ai] =

[ai, ai] + ai − ai = ai + (ai − ai)[0, 1] =

ai + (ai − ai)γi = ai + ciγi = ⊗i.

其中: ci = (bi − ai), γi ∈ [0, 1], i = 1, 2, · · · .由于
ci = 0,概率数是广义区间灰数的退化形态,广义区
间灰数是概率数的一般形态.

2)当 τi为模糊数时,可得在值域D为 [0, 1]时,
模糊数等价于概率数.根据以上证明可得µ(x) =

δ(x) = ai + ciγi = ⊗i,同理,模糊数是广义区间灰
数的退化形态,广义区间灰数是模糊数的一般形态.

3)当τi为区间值模糊数时,令任意区间值模糊数
τi = [µLi , µ

U
i ], µ

L
i ⩽ µUi ,进行变换得到

τi = [µLi , µ
U
i ] = [ai, bi] =

[ai, bi] + ai − ai = ai + (bi − ai)[0, 1] =

ai + (bi − ai)γi = ai + ciγi = ⊗i.
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其中: ci = (bi − ai), γi ∈ [0, 1], i = 1, 2, · · · .
4)当τi为一般灰数时,令任意区间灰数⊗i ∈ [ai,

bi], ai ⩽ bi,并对其进行变换,可得

⊗i = [ai, bi] = [ai, bi] + ai − ai =

ai + (bi − ai)[0, 1] = ai + (bi − ai)γi = ai + ciγi.

其中: ci = (bi − ai), γi ∈ [0, 1], i = 1, 2, · · · .
根据证明得到所有不确定数均可用广义标准区

间灰数进行表征. 2
2 贝叶斯迭代优化控制图模型构建

2.1 多源异构信息下的广义区间灰数确定方法

定义4 (动态灰色贝叶斯修正) 将实际生产过

程中的第 i批样本记为Xi = {xi1, xi2, · · · , xin}, i =
1, 2, · · · ,其中xij表示第 i批样本中第 j件产品的某

种质量特性值.在本文所讨论的情况中,由于样本
量少,容易出现异常波动.为此,引入广义区间灰数
⊗A(x) ∈ [a, b]对异常波动进行修正,得到优化后的
均值和方差,并分别记为µx|⊗、σx|⊗.当样本数量随生
产过程不断增加时,就能够利用这些累积的后验信息
对参数进行连续迭代优化.这就是动态灰色贝叶斯
修正的定义.
不同专家在给出关于均值和方差的经验信息时,

总是会从不同的角度给出不同属性的信息,包括概率
数、模糊数、区间值模糊数以及一般灰数.其中,前3
种信息体现的是几种可能情况的“测度”,而一般灰
数则直接针对估计值本身.为此,需要通过广义区间
灰数⊗A(x)把它们转化为同一种意义,并结合起来.

本文只讨论方差的广义区间灰数表征.在制造
过程中,产品某种质量特性的方差可分为两种情况:
在公差范围以内、在公差范围以外.基于设计标准,
当质量特性在公差范围以内时,有

T ⩾ E(R) = R̄ = d2σ, (3)

从而

σ2 ⩽
( T
d2

)2

. (4)

又因为方差σ2另一个极端情况是σ2 = 0,因此
得到质量特性在公差范围以内的数值表征为

s1 =
1

2

( T
d2

)2

, (5)

其中d2为查表可得的常数.
当质量特性在公差范围以外时,有

3σ ⩾ A2R̄, (6)

则可将 s2 =
1

3
A2 × E(R|R > T )作为质量特性在

公差范围以外的数值表征.其中:A2为查表可得的常

数, E(R|R > T )为条件期望值.结合式(3)可得

s2 =
1

3
(A2T )

2. (7)

据此得到质量特性方差的属性信息如表1所示.

表 1 质量特性方差的属性信息

专家编号
方差特征

信息属性
公差范围以内s1 公差范围以外s2

1 a
(1)
1 c

(1)
1 概率数

2 a
(1)
2 c

(1)
2 模糊数

3 [a
(1)
3 , b

(1)
3 ] [c

(1)
3 , d

(1)
3 ] 区间值模糊数

用一般灰数直接表征的方差可表示为g± ∈
[
0,( T

d2

)2]
,简记为 g± ∈ [a14, b

1
4].根据定义3和定理1,

可用广义区间灰数对各类信息属性进行表征,即表
1中的区间值模糊数 [a

(1)
3 , b

(1)
3 ]可表示为a

(1)
3 + (b

(1)
3

−a(1)3 )γ
(1)
31 , [c(1)3 , d

(1)
3 ]可表示为c

(1)
3 +(d

(1)
3 − c

(1)
3 )γ

(1)
32 .

同理, g±可表示为 g± = a
(1)
4 + (b

(1)
4 − a

(1)
4 ) ×

γ
(1)
41 .于是,方差的广义标准区间灰数可以表示为

⊗σ2 =
1

n

(∑
i

[a
(1)
i + (b

(1)
i − a

(1)
i )γ

(1)
i1 ]s1+∑

i

[c
(1)
i + (d

(1)
i − c

(1)
i )γ

(1)
i2 ]s2 +

∑
k

g±k

)
,

(8)

其中n为参与评价的专家人数.
为了简洁和书写方便,下文中一律用⊗对方差的

广义标准区间灰数⊗σ2进行简记.

2.2 广义区间灰数下的小样本方差贝叶斯参数估计

在小样本信息条件下进行贝叶斯参数估计时,
重点在于先验分布的合理选择以及专家灰信息的运

用.对本文的研究目的而言,产品的质量特性服从正
态分布,而该分布里的参数µ和σ2也可看作随机变

量,它们所服从的分布就是先验分布.
如上文所述,本文研究的每一批样本可记为

Xi = {xi1, xi2, · · · , xin}, i = 1, 2, · · · .假设已经有
m批历史样本,且它们的质量特性值服从正态分布,
即xij ∼ N(µi, σ

2
i ), i = 1, 2, · · · ,m.

现在有新建工艺下生产的第m + 1批样本,且
同样有xm+1,j ∼ N(µm+1, σ

2
m+1).要对其中的参数

µm+1和σ2
m+1进行估计,不妨把先验分布设为一个可

以进行转换的广义分布,并结合专家灰信息与小样本
信息来对其进行参数更新.首先对未知方差σ2

m+1进

行贝叶斯参数估计,步骤如下.
Step 1 为作方差σ2

m+1的估计,需先假设µm+1

为固定值.假设先验总体方差σ2
i 服从逆Gamma分

布,即σ2
i ∼ IGa(α,β),那么对σ2

m+1而言,其先验分布
形式也为
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π(σm+1
2) =

βα

Γ (α)

( 1

σm+1
2

)α+1

exp
(
− β

σm+1
2

)
.

(9)

其中:α为形状参数,β为尺度参数.根据逆Gamma
分布的特性,σ2

m+1的期望值和方差分别为

E[σm+1
2|X] =

1

m

m∑
i=1

σi
2 =

β

α− 1
, (10)

Var[σm+1
2|X] =

1

m− 1

m∑
i=1

{σi2 − E[σi2]} =

β2

(α− 1)
2
(α− 2)

, (11)

其中X为先验样本信息.于是可得α和β的估计值
α =

{E[σm+1
2|X]}2

Var[σm+1
2|X]

+ 2,

β =
{E[σm+1

2|X]}3

Var[σm+1
2|X]

+ 2E[σm+1
2|X].

(12)

Step 2 由于是新建工艺,由专家根据经验和设
计标准,按照2.1节中的方法,将方差定为一个广义区
间灰数⊗ ∈ [a, b].

Step 3 假设新样本的质量特性在结合专家

灰信息时仍旧服从正态分布,即 (Xm+1|⊗)Ñ(µm+1,

σm+1
2),且满足 ŝ2 = f(s2,⊗) = (1− λ(k))s2 +

λ(k)⊗.
Step 4 由先验信息可知σ2

m+1服从逆Gamma
分布,即σ2

m+1 ∼ IGa(α, β),并利用新建工艺下产品
数据作为后验信息.连续变量的贝叶斯公式为

π(σm+1
2|(Xm+1|⊗)) =

h(σm+1
2, (Xm+1|⊗))

m(Xm+1|⊗)
=

p[(Xm+1|⊗)|σm+1
2]π(σm+1

2)w
Θ
p[(Xm+1|⊗)|σm+1

2]π(σm+1
2)dσm+1

2
. (13)

其中:h(σm+1
2, (Xm+1|⊗))为总体方差σ2

m+1与样本

方差 (Xm+1|⊗)的联合分布,而 (Xm+1|⊗)为其边缘

概率密度.式 (13)中的p[(Xm+1|⊗)|σm+1
2] 可以用小

样本的似然函数表示,令

H = exp
{
− 1

2σm+1
2

n∑
i=1

[(xi|⊗)− µm+1]
2
}
,

J =
βα

Γ (α)

( 1

σm+1
2

)α+1

exp
(
− β

σm+1
2

)
,

于是有

p[(Xm+1|⊗)|σm+1
2]π(σm+1

2)w p

Θ
[(Xm+1|⊗)|σm+1

2]π(σm+1
2)dσm+1

2
=

( 1√
2πσm+1

)n
HJ

w
Θ

{( 1√
2πσm+1

)n
HJ

}
dσ2

m+1

=

H exp
(
− β

σm+1
2

)( 1

σm+1

)n( 1

σm+1
2

)α+1

φ(α)

f(µm+1)
.

(14)

为便于计算推导,令

φ(α) =
( 1√

2π

)n βα

Γ (α)
,

f(µm+1) =

w
Θ

( 1√
2πσm+1

)n
exp

{
− 1

2σm+1
2

n∑
i=1

[(xi|⊗)−

µm+1]
2
} βα

Γ (α)

( 1

σm+1
2

)α+1

exp
(
− β

σm+1
2

)
dσm+1

2.

因为已经估计出α和β的值,所以φ(α)是一个

常数;又因为假设µm+1为固定值,所以 f(µm+1)是

一个含有µm+1的固定值,亦可先看作常数.那么令
c1 = φ(α), c2 = f(µm+1),便解出

π(σm+1
2|(Xm+1|⊗)) =

c1
c2

( 1

σm+1
2

)(α+n
2 )+1

×

exp
{
−
(1
2

n∑
i=1

[(xi|⊗)− µm+1]
2
+ β

)/
σm+1

2
}
.

(15)

由此可知,σ2
m+1在第m+1批小样本条件下的后

验分布依然服从逆Gamma分布,记为

(σm+1
2|(Xm+1|⊗)) ∼ IGa(α′, β′),

其中 
α′ = α+

n

2
,

β′ = β +
1

2

n∑
i=1

[(xi|⊗)− µm+1]
2.

(16)

Step 5 给出σ2
m+1的参数估计值.在先验信息

条件下建立一个损失函数,并以此为基础构建风险函
数[17],对σ2

m+1 进行贝叶斯估计.在Step 4中已经解出
σ2
m+1的后验分布形式,在此基础上,计算其期望值,
就得到总体方差σ2

m+1的贝叶斯估计值

σ̂2
B =E(σm+1

2|(Xm+1|⊗)) =
β′

α′ − 1
=

β +
1

2

n∑
i=1

[(xi|⊗)− µm+1]
2

α+ n/2− 1
. (17)

这里式 (17)中的
n∑
i=1

[(xi|⊗)− µm+1]
2是一个类

似于样本方差的计算式.实际上两者只相差一个除
数n.根据本文提出的修正公式,有

n∑
i=1

[(xi|⊗)− µm+1]
2 = nf(s2,⊗). (18)
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式 (18)中的s2是第m+ 1批样本的样本方差.于
是式(17)改写成

σ̂2
B =

β +
n

2
f(s2,⊗)

α+
n

2
− 1

. (19)

2.3 广义区间灰数下的小样本期望贝叶斯参数估计

为了得到 σ̂2
B的确切值,对式 (18)∼ (20)中的随

机变量µm+1进行贝叶斯估计.设µm+1服从正态分

布,记为µm+1 ∼ N(ω, τ2).根据先验样本信息Xi(i

= 1, 2, · · · ,m)易得

ω = E(µm+1|Xi) =
1

m

m∑
i=1

µi, (20)

τ2 = Var(µm+1|Xi) =
1

m− 1

m∑
i=1

(µi − ω)2. (21)

在引入后验信息条件下,由共轭先验分布的
性质可知,总体期望值依然服从高斯分布,即有
(µm+1|(Xm+1|⊗)) ∼ N(ω′, τ ′2).按照与上节类似的
方法得到估计值

ω′ =

n

σm+1
2
x̄m+1 +

1

τ2
ω

n

σm+1
2
+

1

τ2

, (22)

τ ′2 =
σm+1

2τ2

σm+1
2 + nτ2

. (23)

其中式 (22)正是µm+1的贝叶斯估计值.同样,其中出
现了取值未知的σ2

m+1.为此,联立式 (19)与 (22),最终
可解出

µ̂B =
τ−2ω +

n

σ̄2 x̄m+1

τ−2 +
n

σ̄2

, (24)

σ̂2
B =

β +
n

2
f(s2,⊗) +

nτ2

τ2 + n

(x̄m+1 − ω)
2

2

α+
n

2
− 1

. (25)

2.4 灰色动态统计过程控制模型

利用式 (24)和 (25)得到的贝叶斯估计结果可以
构建动态灰色SPC模型,控制图中各控制限的数学表
达式为

UCL =


µ̂B + 3/

√
n× σ̂2

B|(s2|⊗max)
,

µ̂B + 3/
√
n× σ̂2

B|(s2|⊗̂)
,

µ̂B + 3/
√
n× σ̂2

B|(s2|⊗min)
;

CL = µ̂B;

LCL =


µ̂B − 3/

√
n× σ̂2

B|(s2|⊗min)
,

µ̂B − 3/
√
n× σ̂2

B|(s2|⊗̂)
,

µ̂B − 3/
√
n× σ̂2

B|(s2|⊗max)
.

(26)

控制图中各区域的名称如图1所示,例如, µ̂B +

3 × σ̂2
B|(s2|⊗̂)

至 µ̂B + 3 × σ̂2
B|(s2|⊗max)

之间的区域称

为灰色待判定区.就传统意义上而言,落在该区域
的点会被判定为不受控,但由于小样本的异常波动,
不能断定过程不受控.换言之,灰色待判定区起到一
个延迟判断的作用.又如, µ̂B + 3 × σ̂2

B|(s2|⊗min)
至

µ̂B + 3 × σ̂2
B|(s2|⊗̂)

之间称为灰色稳定区,落在该区
域及受控区中的点可认定是受控的.
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图 1 单次贝叶斯优化控制

由于本文模型是一个迭代优化的过程,经过较长
时间生产后,样本累积信息逐渐增多,专家灰信息区
域不断变小,最终会完全被实际信息所替代,因此能
够使新工艺的统计控制过程从初期平稳过渡到生产

稳定区.迭代优化过程如图2所示.

!" t

#
$
%
&

X

图 2 连续贝叶斯迭代优化控制

2.5 专家灰信息退化及修正截止条件

定义5 (贝叶斯修正截止条件) 设ψ为相邻两次

方差贝叶斯估计值的变化比率,定义为

ψi =
∣∣∣ σ̂2
i−1 − σ̂2

i

σ̂2
i−1

∣∣∣× 100%.

若给定一个数ε > 0,满足ψi ⩽ ε,则称ψi ⩽ ε

为贝叶斯修正截止条件, ε为贝叶斯修正条件截止
值.一般取ε= 0.01,这表明相邻两次修正得到的结果
相差不超过1%时,生产过程已经稳定,可以停止灰贝
叶斯修正.

定理2 (专家灰信息作用退化) 设小样本方差

优化值 ŝ2与实际样本方差s2和专家灰信息⊗存在函
数关系: ŝ2 = f(s2,⊗) = (1− λ(k))s2+λ(k)⊗, k随样
本组数增加而增大,则当k → ∞时,有 lim

n→∞
λ(k) = 0,

因而 lim
n→∞

ŝ2 = s2.
定理2中的λ(k)为一个概率.可以认为专家各次
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判断是独立的,并把判断正确的概率设为p,那么连
续k次正确的概率λ(k) = pk,该值随k的增大而减

小.因此定理2易证,本文略去证明过程.它表明,当
样本量不断增大时,专家预判所起的作用越来越小,
直至被实际样本信息完全替代.

3 实例分析

以某机械加工企业为例,该企业为某型号电动
机生产电机轴,轴径的公差范围是Φ6.435+0.02

−0.02/mm.
选取过去工艺条件下的样本,以轴径数据作为先验
信息.为了令先验信息满足本文的建模需求,对其进
行Lilliefors检验[18],以验证是否服从正态分布.筛选
后的数据如表2所示.根据该历史大样本信息可估
计出超参数α和β的值.根据式 (12)可以得到α =

5.23, β = 4× 10−4.

表 2 电动机轴径样本数据及均值方差

样本组号
测定值 / mm

样本均值 x̄ 样本方差s2

x1 x2 x3 x4

1 6.447 6.432 6.444 6.435 6.440 3.825e-05
2 6.419 6.437 6.431 6.425 6.428 4.500e-05
3 6.419 6.411 6.416 6.411 6.414 1.169e-05
4 6.429 6.429 6.442 6.452 6.438 9.350e-05
5 6.428 6.412 6.445 6.436 6.430 1.472e-04
6 6.440 6.435 6.411 6.438 6.431 1.365e-04
7 6.415 6.43 6.417 6.438 6.425 8.950e-05
8 6.435 6.444 6.432 6.411 6.431 1.462e-04
9 6.427 6.437 6.426 6.420 6.428 3.725e-05

10 6.423 6.445 6.426 6.437 6.433 7.719e-05
11 6.428 6.444 6.440 6.431 6.436 4.219e-05
12 6.431 6.432 6.424 6.425 6.428 1.250e-05
13 6.419 6.422 6.437 6.447 6.431 1.292e-04
14 6.417 6.432 6.437 6.438 6.431 7.050e-05
15 6.425 6.440 6.424 6.45 6.435 1.177e-04
16 6.415 6.431 6.423 6.418 6.422 3.670e-05
17 6.415 6.438 6.440 6.441 6.434 1.150e-04
18 6.435 6.420 6.429 6.448 6.433 1.035e-04
19 6.431 6.420 6.435 6.424 6.428 3.425e-05
20 6.419 6.427 6.438 6.440 6.431 7.250e-05

由于工艺改进,又生产出新产品,得到7组样本,
如表3所示.

表 3 新建工艺下电动机轴径测定值

样本组号 轴径测定值 / mm

1 6.430 6.447 6.448 6.451
2 6.444 6.451 6.458 6.452
3 6.445 6.440 6.432 6.445
4 6.435 6.436 6.440 6.437
5 6.437 6.427 6.443 6.448
6 6.430 6.431 6.435 6.438
7 6.433 6.437 6.426 6.434

利用这些数据,可进行参数的灰色贝叶斯修正过
程.根据式 (5)和 (7)可计算出质量特性在公差范围以

内和以外的数值表征分别为

s1 =
1

2

( T
d2

)2

= 1.92× 10−4,

s2 =
1

3
(A2T )

2 = 2.88× 10−4.

其中:公差T = 0.04mm,子组大小n = 4.
现由不同专家根据经验,对方差落在公差范围以

内和以外的可能性进行预判,并填充表1的信息得到
表4.考虑到新建工艺初期的不稳定性及小样本的异
常波动,专家倾向于s2代表的情况.

表 4 质量特性方差的专家预判值

专家编号
方差特征

信息属性
公差范围以内s1 公差范围以外s2

1 0.35 0.65 概率数

2 0.45 0.55 模糊数

3 [0.4, 0.5] [0.5, 0.6] 区间值模糊数

另外,一般灰数可表征为 g± ∈ [0, (T/d2)
2
],即

g± ∈ [0, 3.8× 10−4].由式 (8)可得⊗ = 1.8 × 10−4 +

1.07× 10−4γ,其中γ ∈ [0, 1]为单位灰数,则基于专家
灰信息的方差可表示为

⊗ ∈ [1.8× 10−4, 2.87× 10−4].

取f(s2,⊗) = (1− λ(k))s2 + λ(k)⊗,其中λ(k)

的初始值取为λ(1) = 0.5.由式 (24)和 (25)可求得总
体均值与方差的贝叶斯修正值.
根据定义5,设贝叶斯迭代的截止条件取0.01,即

当ψi =
∣∣∣ σ̂2
i−1 − σ̂2

i

σ̂2
i−1

∣∣∣ < 0.01时,停止贝叶斯修正,认为

该结果就是可以最终用于建立控制图的参数.迭代
过程如表5所示.

表 5 广义区间灰数贝叶斯参数迭代过程

迭代

次数

均值µ

优化值

方差灰数σ2 优化值
截止值ψi

下界 核 上界

1 6.434 3 1.05e-04 1.14e-04 1.22e-04 —

2 6.438 2 9.29e-05 9.94e-05 1.06e-04 0.125 1
3 6.438 6 8.39e-05 8.78e-05 9.17e-05 0.116 9
4 6.438 4 7.67e-05 7.89e-05 8.11e-05 0.101 6
5 6.438 4 7.50e-05 7.62e-05 7.74e-05 0.033 6
6 6.437 8 7.41e-05 7.47e-05 7.53e-05 0.019 9
7 6.437 3 7.38e-05 7.41e-05 7.44e-05 0.008 3

从表5的结果可以看出,当生产出第7批新样本
后,灰色贝叶斯迭代过程就达到了截止条件,此时,均
值 µ̂ = 6.437 3,方差的核 σ̂2

B|(s2|⊗̂)
= 7.41 × 10−5.该

迭代过程体现在控制图上,如图3所示.由图3可见,
控制图的上、下界限形成了灰色容错区域,其宽度随
着迭代的进行而减小.第2个样本点落在了图1所示
的灰色待判定区内,不发出警报.经排查可知,该点异
常是因为样本量过少,属于非系统因素.
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图 3 灰色贝叶斯迭代控制

利用传统的贝叶斯方法[19]可得到各次贝叶斯修

正的结果,如表6所示.

表 6 传统贝叶斯参数迭代过程

迭代次数 均值µ估计值 方差σ2估计值 迭代截止值ψi

1 6.434 3 8.700e-05 —

2 6.438 2 7.825e-05 0.100 6
3 6.438 6 7.509e-05 0.040 4
4 6.438 4 7.373e-05 0.018 1
5 6.438 4 7.306e-05 0.009 1
6 6.437 8 7.275e-05 0.004 3
7 6.437 3 7.248e-05 0.003 7

据此画出的控制图如图4所示.与本文的灰色贝
叶斯模型相比,传统方法没有综合专家灰信息,只受
后验样本影响,得出的控制限宽度略窄,导致第2个
样本点出界,造成误发警报.不过,随着后验样本的积
累,专家信息作用递减,两者的控制限逐渐趋于一致.
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图 4 传统贝叶斯控制图模型

使用传统控制图模型[20],根据上下控制限的计
算公式UCL = ¯̄X + A2R̄和UCL = ¯̄X − A2R̄,得
到图 5所示的控制图.其中CL = 6.430 2, UCL =

6.445 7, LCL = 6.414 7.该模型没有利用后验信息,
因此已不能反映新建工艺下产品的质量特性.
根据式 (24)和 (25)可得本文模型的一些其他特

性.当没有新样本提供后验信息时,只能根据先验信
息估计新建工艺下产品的总体均值和方差,此时

µ̂ = ω,

σ̂2
B =

β

α− 1
.

(27)

当后验样本容量较小时,参数估计的主体部分是
由先验信息来承担的,这弥补了后验信息的不足.随

6.41

!
"
#
$

X
-b

a
r
/m

m

6.42

6.43

6.44

6.46

%&"'

1 3 5 7

UCL

CL

LCL

6.45

图 5 传统控制图模型

着新样本容量不断增加,先验和后验信息在总体估计
中各自占据的比例也会自动调整,转为逐渐依靠后验
信息进行参数估计.

特别地,当新建工艺条件下的生产过程平稳进行
后,后验样本容量将足够大,贝叶斯估计值会变为

µ̂B = lim
n→∞

τ2ω + nx̄m+1

n+ τ2
= x̄m+1, (28)

σ̂2
B = lim

n→∞

β +
n

2
f(s2,⊗) +

nτ2

τ2 + n

(x̄m+1 − ω)
2

2

α+
n

2
− 1

=

f(s2,⊗)(k). (29)

从式 (28)和 (29)可以看出,总体期望和方差的估
计结果已经与最大似然估计结果一样,不再依赖于先
验信息.尤其是式 (29)中的f(s2,⊗)(k),它表示经过k

轮修正后,初始设置的专家灰信息已失去作用,而只
剩下样本方差的信息.这就充分说明在本文所提出
的方法中,专家灰信息所起的过渡作用:当初始阶段
样本量较少时,它可以制造一个灰色的容错区域,避
免异常波动引起的误报;当样本容量逐渐增加时,专
家灰信息退化,所有信息都由实际的客观数据得到.
本文模型的控制界限存在一个逐渐收敛到稳态

的过程,称为试生产阶段或过渡阶段.对于那些落在
灰色待判定区的点,应该首先排查系统中的偶然性故
障.与其他方法相比,本文提出的模型能够在初期减
少偶然因素干扰,降低误报率,并在生产稳定后完全
依赖实际取样数据进行统计控制.

4 结 论

在小样本生产成为主流的今天,需要新的质量控
制方法来减少偶然因素引起的误发警报.本文利用
多源异构的专家灰信息,并结合贝叶斯理论建立了贝
叶斯迭代优化控制图,目的是在小样本贫信息的条件
下降低质量控制成本,实现稳定生产.
与现有研究相比,本文方法的优势是: 1)利用不

同属性的专家灰信息,提供了一种解决方案来处理多
品种小批量或新建工序条件下样本信息少的问题; 2)
将定性与定量手段相结合,能够减少小样本情况下监
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测数据的异常波动及误报的发生; 3)迭代优化的机
制能够协调专家信息与实际样本数据之间的关系,随
着信息补充使不确定性逐渐降低,最终趋于收敛,做
到更精准预警.
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