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基于广义Choquet积分的Pythagorean不确定语言
TODIM方法及其应用

梁 霞, 刘政敏†, 刘培德
(山东财经大学管理科学与工程学院，济南 250014)

摘 要: 针对评价信息为Pythagorean不确定语言变量且指标具有关联性的多指标决策问题,考虑到决策者的参
照依赖和损失规避等有限理性行为,提出一种基于广义Choquet积分的Pythagorean不确定语言TODIM方法.首
先,给出Pythagorean不确定语言变量的定义及其相关理论;其次,考虑决策者的参照依赖行为,计算各方案相对于
其他方案关于各指标的收益或损失值;再次,考虑决策者的损失规避行为,集成指标关联情形下方案的收益或损失
值,得到每个方案相对于其他各个方案的个体感知优势度;最后,计算各方案的总体感知优势度,并依据总体感知
优势度进行方案排序.一个雾霾污染治理的算例验证了所提出方法的实用性和有效性.
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Pythagorean uncertain linguistic TODIM method based on generalized
Choquet integral and its application
LIANG Xia, LIU Zheng-min†, LIU Pei-de

(School ofManagement Science and Engineering, ShandongUniversity of Finance and Economics, Ji’nan 250014, China)

Abstract: With respect to the multiple criteria decision making problem with Pythagorean uncertain fuzzy linguistic
information and correlated criteria, in which the decision maker’s reference dependence and loss aversion behaviors are
considered, a Pythagorean uncertain fuzzy linguistic TODIM(PUL-TODIM) method is proposed based on generalized
Choquet integral. To begin with, the definition of Pythagorean uncertain fuzzy linguistic and its related theory are
established. Considering the reference dependence behavior of decision maker, the gain and loss values of each
alternative relative to the other alternative concerning each attribute are calculated. Then, considering the loss aversion
behavior of decision maker, the perceived dominance degree for each alternative over the other one is obtained by
integrating the corresponding gain and loss values. Further, the total perceived dominance degree for each alternative
can be computed to rank alternatives. Finally, an example of haze governance is given to illustrate the feasibility and
effectiveness of the proposed method.
Keywords: multiple criteria decision making；behavior；correlated criteria；PUL-TODIM decision making method；
perceived dominance degree

0 引 言

多指标决策是指在考虑多个评价准则或指标

的情形下,对有限方案进行排序或择优的过程[1].多
指标决策是决策科学领域中的重要分支,并广泛地应
用于经济、管理和工程等众多领域[2-3].已有成果主

要是从两个角度进行研究,其一是以期望效用理论
为基础,认为决策者是“完全理性”的.然而,已有的
实证研究表明,在许多复杂的实际决策问题中,决策
者并不是完全理性,而是“有限理性”的.诺贝尔经济
学奖获得者Simon[4]提出了“有限理性”理论,指出人
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们的决策行为只是有限理性的,在决策过程中因为
不同的心理行为以及应对风险的态度等,追求的也并
不总是期望效用最大.为此, Kahneman等[5]在Simon
“有限理性”理论的基础上提出了前景理论 (Prospect
theorey).近年来,基于前景理论的决策方法已成为
一项研究热点. 1992年, Gomes等[6]提出了一种基于

前景理论的交互式决策方法 (TODIM).相比前景理
论, TODIM方法不需要事先确定参考点,而是将其他
备选方案作为评估参考点,通过计算备选方案相对其
他备选方案的感知优势度进行方案排序.
目前, TODIM方法已经被广泛应用到管理、经

济等各领域的决策问题[7-16].由于实际问题的复杂
性,关于指标的评价信息往往是以模糊信息的形式
存在,为了处理更为复杂的考虑决策者行为的模糊
决策问题,许多学者从不同角度对TODIM方法进行
了扩展和完善. Fan等[8]提出了一种解决指标值为实

数、区间数和三角模糊数的混合TODIM方法; Liu
等[9-10]分别针对指标值为二维不确定语言和直觉不

确定语言变量的多指标决策问题,提出了基于不确定
语言的TODIM方法; Passos等[11]结合TODIM和FSE
两种方法的特点,提出了用于解决溢油应急响应问
题的TODIM-FSE决策支持方法; Zhang等[12]提出了

一种扩展的TODIM方法以解决指标值为犹豫模糊
集的多指标决策问题,该方法通过建立新的测度函
数和距离测度来计算方案的个体感知优势度,并进
一步得出方案的总体感知优势度;Wei等[13]提出了

犹豫模糊语言集的得分函数,进而提出犹豫模糊语言
TODIM方法; Ren等[14]研究了Pythagorean模糊多准
则决策问题,并提出了基于Pythagorean模糊信息的
TODIM决策方法;王坚强等[15]分别将传统的TODIM
方法扩展到多值中智集的模糊环境,以解决相应的多
指标决策问题; Qin等[16]提出了一种基于模糊逻辑和

α-截集的二型模糊集距离测度,进而提出一种扩展
TODIM方法,以处理评估信息为二型模糊集的多指
标决策问题,并通过绿色供应链选择实例验证了所提
出方法的有效性.
关于考虑决策者行为的TODIM方法已取得了

较为丰富的研究成果,但是仍有以下问题值得进一步
研究.一方面,已有方法无法处理隶属度和非隶属度
之和大于 1的模糊信息,例如Yager在文献 [17]中指
出,现实问题中专家给出的隶属度和非隶属度之和
可能会大于1,即 µ + ν > 1,而隶属度和非隶属度
的平方和小于等于1,即 µ2 + ν2 ⩽ 1.另一方面,在
现实的多指标决策问题中,指标之间往往不是相互独

立的,而是存在一定的关联性 (冗余关系或互补关系
等).例如,在评价航空客服质量时,针对“信守服务承
诺”、“给予旅客信任”、“专业回答旅客问题”3个指
标,当航空公司信守承诺并给予旅客专业的回答时,
自然能够增加旅客对航空公司的信任度.此外,在风
险投资时,决策者习惯性采用核心竞争力与预期收益
等指标对方案进行评估,核心竞争力强的方案,往往
预期收益也高,因此这两个指标之间存在重叠和替代
的关联关系.为此,本文结合Pythagorean模糊数和不
确定语言变量,提出Pythagorean不确定语言变量的
概念,给出一种基于投影方法的Pythagorean不确定
语言变量差异测度方法,并针对指标间存在关联关系
的Pythagorean不确定语言多指标决策问题,提出一
种基于广义Choquet积分的Pythagorean不确定语言
TODIM方法.通过将所提出方法应用于雾霾污染治
理问题,验证了该方法的可行性和有效性.

1 基本概念

1.1 Pythagorean不确定语言变量

Yager[17]在传统直觉模糊集的基础上,进一步扩
大了隶属度表示空间,提出了Pythagorean模糊集,其
最大特点在于允许隶属度和非隶属度之和大于 1.
本文借鉴直觉语言数[18]的概念,结合Pythagorean模
糊数和不确定语言变量,提出Pythagorean不确定语
言变量的概念.作为不确定语言变量[19]、直觉语

言数[18]和 Pythagorean模糊语言数[20]的扩展形式,
Pythagorean不确定语言变量综合了Pythagorean模糊
数和不确定语言变量的优点,不仅便于决策者利用不
确定语言变量进行定性描述,而且具有更大的隶属度
表示空间.
定义1 设S = {si|i = 0, 1, · · · , t}是有序离散

型语言术语,X = {x1, x2, · · · , xn}是有限论域集,X
上的Pythagorean不确定语言集(PULS)形式如下:

P = {⟨xi|([sθ(xi), sτ(xi)], (µP (xi), νP (xi)))⟩}.

其中: sθ(xi), sτ(xi) ∈ S;µP (xi)和νP (xi)表示xi隶属

于和非隶属于不确定语言 [sθ(xi), sτ(xi)]的程度,且
满足µ2

P (xi) + ν2
P (xi) ⩽ 1. ∀xi ∈ X ,πP (xi) =√

1− µ2
P (xi)− ν2

P (xi)表示 xi隶属于不确定语言

[sθ(xi), sτ(xi)]的犹豫度,也称为Pythagorean不确定语
言集模糊指数.为了方便起见,记α = ⟨[sθ(α), sτ(α)],
(µα, να)⟩,称为Pythagorean不确定语言变量.

为了使语言变量的计算能够适用于不同语义环

境,下面引入语言刻度函数的概念[21].
定义2 设任意语言术语集S = {si|i = 0, 1,

· · · , t}, t为偶数.对于任意实数θi(i = 0, 1, · · · , n),语
言刻度函数可以定义为从si到θi之间的映射
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f : si → θi, i = 0, 1, · · · , t, (1)

其中0 ⩽ θ0 ⩽ θ1 ⩽ · · · ⩽ θt.显然,函数f是关于下

标i的严格单调递增函数. θ(i = 0, 1, · · · , t)表示了决
策者使用语言术语si ∈ S(i = 0, 1, · · · , t)时的偏好.
因此,函数f反映了语言术语的语义值.此外,Wang
等[21]进一步归纳总结了3种语言刻度函数.

1)简单语言下标函数.

f1(si) =
i

t
, i = 0, 1, · · · , t. (2)

其中 θi ∈ [0, 1].显然,上述公式给出了语言术语的
语义值是基于语言下标的平均值,形式简单且易于理
解.但是,这种计算方法缺少相应的理论依据,已经无
法满足目前日益复杂的决策应用的需要.

2)复合评估刻度函数.

f2(si) =


at/2 − at/2−i

2at − 2
, i = 0, 1, · · · , t

2
;

at + ai−t − 2

2at − 2
, i =

t

2
+ 1,

t

2
+ 2, · · · , t.

(3)

式 (3)中,参数α的取值可以采用实验法和主观法确

定.实验法是通过问卷调查,确定第1级和第0级的权
重之比,即为参数α.已有的实验调查数据显示,通常
α的取值区间为 [1.36, 1.4].从式 (3)可以看出,随着语
言术语下标从中间向两端扩展,相邻语言术语的绝对
偏差会增加.

3)改进的语言刻度函数.
f3(si) =

ma − (m− i)a

2ma
, i = 0, 1, · · · ,m;

mβ + (i−m)
β

2mβ
, i = m+ 1,m+ 2, · · · , t.

(4)

其中:m = t/2, a, β ∈ [0, 1].如果a = β = 1,则θi =

i/2t.通过式 (4)可以看出,随着语言术语向两端扩展,
相邻语言术语之间的绝对偏差会降低.为了避免信
息丢失和便于计算,上述语言刻度函数可以进一步扩
展为f∗ : S → R+(R+ = {r|r ⩾ 0, r ∈ R}),且f∗(si)

是严格单调递增的连续函数.此外, f∗的逆函数存在

且记为f−1.

1.2 Pythagorean不确定语言的差异测度

基于Pythagorean不确定语言变量和语言刻度函
数的概念,下面给出基于投影的Pythagorean不确定
语言变量的差异测度.
定义 3 设 α = ⟨[sθ(α), sτ(α)], (µα, να)⟩为

Pythagorean不确定语言变量,则称
|α| =√

((f∗(sθ(α)))2 + (f∗(sτ(α)))2)(µ4
α + υ4

α + π4
α) (5)

为Pythagorean不确定语言变量α的模,其中πα =√
1− µ2

α − υ2
α表示犹豫度.

定义4 设α = ⟨[sθ(α), sτ(α)], (µα, να)⟩和β =

⟨[sθ(β), sτ(β)], (µβ, νβ)⟩为两个Pythagorean不确定语
言变量,则称

α · β =

(f∗(sθ(α))f
∗(sθ(β)) + f∗(sτ(α))f

∗(sτ(β)))×

(µ2
α
µ2

β
+ υ2

αυ
2
β + π2

απ
2
β)

为α与β之间的标量积.
定义5 设α = ⟨[sθ(α), sτ(α)], (µα, να)⟩和β =

⟨[sθ(β), sτ(β)], (µβ, νβ)⟩为任意两个Pythagorean不确
定语言变量,则称

Cos(α, β) =
α · β
|α||β|

=

f∗(sθ(α))f
∗(sθ(β)) + f∗(sτ(α))f

∗(sτ(β))√
((f∗(sθ(α)))2 + (f∗(sτ(α)))2)× (µ4

α + υ4
α + π4

α)
·

(µ2
α
µ2

β
+ υ2

αυ
2
β + π2

απ
2
β)√

((f∗(sθ(β)))2 + (f∗(sτ(β)))2)× (µ4
β + υ4

β + π4
β)

(6)

为Pythagorean不确定语言变量α与β之间的夹角余

弦.
定理 1 Pythagorean不确定语言变量 α =

⟨[sθ(α), sτ(α)], (µα, να)⟩和β = ⟨[sθ(β), sτ(β)], (µβ, νβ)⟩
的夹角余弦具有以下3个性质:

1) 0 ⩽ Cos(α, β) ⩽ 1;
2)如果A = B,则Cos(A,B) = 1;
3) Cos(A,B) = Cos(B,A).
通常,投影是测量“贴近度”或者“相似度”的一

种很好的方法,基于文献 [22-23]的研究,下面给出扩
展的基于Pythagorean不确定语言变量的投影定义.
定义6 设α = ⟨[sθ(α), sτ(α)], (µα, να)⟩和β =

⟨[sθ(β), sτ(β)], (µβ, νβ)⟩为任意两个Pythagorean不确
定语言变量,则α在β上的传统投影定义如下:

Proβα =
α · β
|β|

=

f∗(sθ(α))f
∗(sθ(β)) + f∗(sτ(α))f

∗(sτ(β))√
(f∗(sθ(β)))2 + (f∗(τθ(β)))2

×

µ2
α
µ2

β
+ υ2

αυ
2
β + π2

απ
2
β√

µ4
β + υ4

β + π4
β

. (7)

然而,传统投影可能会存在Proββ < Proβα,这显
然是不合理的.因此,参照上述文献,进一步提出标准
化的Pythagorean不确定语言变量投影.

定义7 设α = ⟨[sθ(α), sτ(α)], (µα, να)⟩和β =

⟨[sθ(β), sτ(β)], (µβ, νβ)⟩为任意两个Pythagorean不确
定语言变量,则α在β上的标准投影定义如下:
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EProβα =
Proβα/|β|

Proβα/|β|+ |1− Proβα/|β||
=

Proβα
Proβα+ ||β| − Proβα|

. (8)

定义8 设α = ⟨[sθ(α), sτ(α)], (µα, να)⟩和β =

⟨[sθ(β), sτ(β)], (µβ, νβ)⟩为任意两个Pythagorean不确
定语言变量,则基于投影的α与β之间的差异测度可

以定义为

d(α, β) = EProI(α)− EProI(β),

其中I为Pythagorean不确定语言变量,且I ⩾ α, I ⩾
β.
定理2 设α = ⟨[sθ(α), sτ(α)], (µα, να)⟩和β =

⟨[sθ(β), sτ(β)], (µβ, νβ)⟩为任意两个Pythagorean不确
定语言变量,基于定义7和定义8,可以得到基于投影
方法的α与β之间的差异测度

dpro(α, β) =
ProIα− ProIβ

|I|
, (9)

其中I为Pythagorean不确定语言,且I ⩾ α, I ⩾ β.

1.3 模糊测度

在实际问题中,指标之间可能不是完全相互独
立的,而是存在相关联性和非可加性.传统的可加
测度虽然考虑了指标自身的重要性程度,但是没有
考虑到指标之间组合的重要性.为了解决这一问题,
Sugeno[24]提出了一个非负非可加集合函数—–λ-模
糊测度,其定义如下.

定义9 [24] 设X = {x1, x2, · · · , xm}为一个非
空集合,P (X)是X的幂集,函数µ : P (X) → [0, 1],若
满足条件: 1) µ(∅) = 0, µ(X) = 1; 2) ∀A,B ∈ P (X),
若A ⊂ B,则µ(A) < µ(B); 3) µ(A

∪
B) = µ(A) +

µ(B) + λµ(A)µ(B),其中 −1 < λ < ∞.则称µ是X

上的λ-模糊测度.
特别地, 1)若λ = 0,µ(A

∪
B) = µ(A)+µ(B),则

集合A与B相互独立,此时称µ为X上的可加测度;
2)若−1 < λ < 0,µ(A

∪
B) < µ(A)+µ(B),则A与B

存在冗余关系,此时称µ为X上的次可加测度; 3) 若
λ > 0,µ(A

∪
B) > µ(A) + µ(B),则A与B存在互补

关系,此时称µ为X上的超可加测度.
在多指标决策问题中,µ-模糊测度能够更精细地

描述指标间的关联关系,即相互独立、冗余关系或
互补关系[25].其中,指标集可以看作是定义1中的集
合X ,指标子集A的重要程度µ(A)可以看作是集合

A ⊆ X的模糊测度.如果µ是集合X = {x1, x2, · · · ,
xm}上的 λ-模糊测度,则 µ(xj)是 xj 的模糊测度,
P (X)是X的幂集.文献 [26-27]提出了计算子集A ⊆
X模糊测度的方法,即∀A ∈ P (X),A的模糊测度由
下式计算:

µ(A) =


1

λ

( ∏
xj∈A

[1 + λµ(xj)]− 1
)
, λ ̸= 0;∑

xj∈A

µ(xj), λ = 0.
(10)

特别地,当A = X时,µ(A) = µ(X) = 1.因此,
考虑到集合X = {x1, x2, · · · , xm}中的元素相互关
联时,有下式成立:

λ+ 1 =

m∏
j=1

[1 + λµ(xj)], − 1 < λ < ∞且λ ̸= 0.

(11)

为了集结指标之间相互关联的多指标评价信息,
可采用Sugeno提出的模糊测度的Choquet积分,其定
义如下.
定义 10 [28] 若 f为定义在X = {x1, x2, · · · ,

xm}上的非负函数,µ为X上的模糊测度,则f关于模

糊测度µ的离散Choquet积分为
CIµ(f(x1), f(x2), · · · , f(xm)) =
m∑
j=1

f(xσ(j))[µ(Aσ(j))− µ(Aσ(j+1))]. (12)

其中:σ(1), σ(2), · · · , σ(m)是 1, 2, · · · ,m的一个置
换,满足0 ⩽ f(xσ(1)) ⩽ f(xσ(2)) ⩽ · · · ⩽ f(xσ(m)),
且Aσ(j) = {xσ(j), xσ(j+1), · · · , xσ(m)},Aσ(m+1) = ∅,
f(xσ(0)) = 0.
在决策过程中,由于评估指标间存在关联性,指

标xi ∈ P (X)在决策中的作用不能仅用初始指标权

重表示,必须要综合考虑整个指标集S ∈ P (X)的作

用. Shapley函数是博弈论中被广泛研究的分配指标
之一. Grabishch在Shapely函数[29]的基础上,提出了
关联决策问题的广义Shapley函数.
由于模糊测度µ是基于幂集的,增加了计算广义

Shapley值的复杂性.为了降低Shapley值计算的复杂
性,可以利用λ 模糊测度替换一般的模糊测度.结合
λ模糊测度的定义,可以得到基于λ模糊测度的广义

Shapley值[30]

gS(g,X) =
∑

T⊆X\S

(n− s− t)!t!

(n− s+ 1)!
[µ(S

∪
T )− µ(T )].

(13)

其中:n, t和s分别是N,T和S的基数;µ是X上的模

糊测度.

2 问题描述

本节对基于 Pythagorean不确定语言评价信息
的多指标决策问题给出具体的描述.为方便叙述,记
N = {1, 2, · · · , n},M = {1, 2, · · · ,m}.在考虑指标
关联的多指标决策问题中,设A = {A1, A2, · · · , Am}
为一个有限的方案集合,Ai 表示第 i 个备选方
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案;C = {C1, C2, · · · , Cn}为指标集合,Cj表示第 j

个指标.通常,指标分为效益型指标和成本型指标,
关于效益型指标的指标值越大越好,关于成本型指
标的指标值越小越好.记MB和MC分别表示效益

型指标和成本型指标的下标集合,满足MB

∪
MC =

M和MB

∩
MC = ∅.设µ(C) = (µ(C1), µ(C2), · · · ,

µ(Cn))
T为指标集C = {C1, C2, · · · , Cn}的权重向

量,其中µ(Cj)表示指标Cj的权重,∀ j ∈ M ,满足
0 ⩽ µ(Cj) ⩽ 1.在实际的多指标决策问题中,µ(Cj)

既可以由决策者根据自身经验和知识直接给出,也
可以通过聘请专家采用Delphi等方法计算得出.本
文考虑到指标之间具有 3种关联关系,即冗余关联、
互补关联和无关联.不失一般性,以指标 Cj 和 Cp

为例,若指标 Cj 与 Cp之间呈现冗余关联关系,则
µ(Cj

∪
Cp) < µ(Cj) + µ(Cp);若指标Cj与Cp之间

呈现互补关联关系,则µ(Cj

∪
Cp) > µ(Cj) + µ(Cp);

若Cj与Cp之间不存在关联关系,则µ(Cj

∪
Cp) =

µ(Cj) + µ(Cp).
决策者以Pythagorean不确定语言变量形式给出

备选方案关于评估指标的指标值,构成评估决策矩阵
R = [rij ]m×n,其中rij = ⟨[sθ(rij), sτ(rij)], (µrij , υrij )⟩
表示决策者对方案Ai关于指标Cj的评价值.现实生
活中,决策者常常依据指标Cj的特点来确定评价值

rij .本文考虑决策者参照依赖和损失规避两种心理
行为.所谓参照依赖行为是指决策者在评价方案优
劣时,会将其他方案作为参照依据的行为;所谓损失
规避行为是指决策者在面对相同的收益或损失时,对
待损失比对待收益更加敏感的行为.
基于上述符号说明,本文需要解决的问题是:考

虑到决策者带有参照依赖和损失规避的心理行为,针
对指标间存在关联的情形,根据决策者提供的决策矩
阵R和各指标的权重向量µ(C),提出某种决策分析
方法,对备选方案进行排序和择优.

3 PUL-TODIM决策方法
本节考虑决策者的参照依赖和损失规避行为,针

对决策指标间存在关联性的多指标决策问题,提出
一种能够适应语义环境变化的Pythagorean不确定语
言TODIM方法 (PUL-TODIM).根据经典TODIM方
法的研究思想,考虑到决策者在实际行为中的心理行
为特点 (参照依赖和损失规避等),针对指标间存在关
联性的多指标决策问题,结合广义Shapely值和语言
刻度函数,提出一种扩展的基于Pythagorean不确定
语言信息的决策方法.
首先,对决策矩阵R = [rij ]m×n进行标准化处

理,得到标准化决策矩阵 R̃ = (r̃ij)m×n,考虑到效
益型和成本型两种指标类型,分别进行标准化处理:
对于效益型指标, r̃ij = rij ;对于成本型指标, r̃ij =

(rij)
c = ⟨[f−(1− f∗(sτ(α̃ij))), f

−(1− f∗(sθ(α̃ij)))],

(υα̃ij
, µα̃ij

)⟩.
其次,计算各指标集的重要性程度.具体地,根据

指标C1, C2, · · · , Cn的权重µ(C1), µ(C2), · · · , µ(Cn),
由式 (11)计算λ-模糊测度中的参数λ,并根据式 (13)
计算各指标的重要程度Shapely值g(C1), g(C2), · · · ,
g(Cn).
再次,计算方案Ai相对于方案Aj在指标Ck下的

优势度ϕk(Ai, Aj),有

ϕk(Ai, Aj) =

(
wkrdpro(r̃jk, r̃ik)

/ m∑
k=1

wkr

)α

,

E(r̃ik) > E(r̃jk);

0, E(r̃ik) = E(r̃jk);

−1

θ

( m∑
k=1

wkrdpro(r̃ik, r̃jk)
/
wkr

)α

,

E(r̃ik) < E(r̃jk).

(14)

其中:wkr = g(Ck)/max{g(Cj)|j = 1, 2, · · · , n},
E(r̃ik)和E(r̃jk)分别代表 Pythagorean不确定语言
变量 r̃ik和 r̃jk 的期望值.显然, r̃ik和 r̃jk之间存在 3
种情况:如果E(r̃ik) > E(r̃jk),则 ϕk(Ai, Aj)表示

方案Ai相对于方案Aj关于指标Ck的收益值;如果
E(r̃ik) < E(r̃jk),则ϕk(Ai, Aj)表示方案Ai相对于方

案Aj关于指标Ck的损失值;如果E(r̃ik) = E(r̃jk),
则ϕk(Ai, Aj)表示方案Ai相对于方案Aj关于指标

Ck“不输不赢”.参数θ > 0表示损失“衰减系数”,
可以根据决策者的偏好进行调整.当θ > 1时,表示
决策者面对风险的损失被缩小,即决策者是风险规避
的, θ越大损失规避程度越高;当θ < 1时,表示决策者
面对风险的损失被扩大,即决策者是风险偏爱的.显
然,不同的 θ值会得到不同的前景价值. dpro(r̃ik, r̃jk)
表示Pythagorean不确定语言变量 r̃ik和 r̃jk之间基于

投影的差异测度,有

dpro(r̃ik, r̃jk) =
ProI r̃ik − ProI r̃jk

|I|
. (15)

其中

Ik = ⟨[max
i

sθ(r̃ik),max
i

sτ(r̃ik)](max
i

uik,max
i

υik)⟩ =

⟨[sθ(ε), sθ(ε)], (µε, υε)⟩

为理想指标值,且

|I| =
√
(f∗(sθ(ε)))2 + (f∗(sτ(ε)))2 ·

√
µ4
ε + υ4

ε + π4
ε ,
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ProI r̃ik =

f∗(sθ(r̃ik))f
∗(sθ(ε)) + f∗(sτ(r̃ik))f

∗(sτ(ε))√
(f∗(sθ(ε)))2 + (f∗(τθ(ε)))2

×

µ2
r̃ik

µ2
ε
+ υ2

r̃ik
υ2
ε + π2

r̃ik
π2
ε√

µ4
ε + υ4

ε + π4
ε

.

方案Ai相对于方案Aj在指标Ck下的优势度记

为ϕk(Ai, Aj).进一步地,计算方案Ai相对于方案Aj

关于所有指标下的综合个体感知优势度

δ(Ai, Aj) =

p∑
t=1

ϕ(t)(Ai, Aj)[µ(C(t))− µ(C(t−1))]+

n∑
t=p+1

ϕ(t)(Ai, Aj)[µ(C̃(t))− µ(C̃(t+1))].

(16)

其中:方案Ai相对于方案Aj关于各指标的收益损失

值进行升序排列为:ϕ(1)(Ai, Aj) ⩽ ϕ(2)(Ai, Aj) ⩽
· · · ⩽ ϕ(p)(Ai, Aj) ⩽ ϕ(p+1)(Ai, Aj) ⩽ · · · ⩽
ϕ(n)(Ai, Aj),ϕ(j)(Ai, Aj)表示从小到大排在第 j个

位置上的收益或者损失值,其对应指标为C(j). C(i)

= {c(1), c(2), · · · , c(i)}, C(0) = ∅, C̃(i) = {c(i), c(i+1),

· · · , c(n)}, C̃(n+1) = ∅.计算方案Ai相对于方案Aj

关于所有指标的个体感知优势度.根据个体感知优
势度 δ(Ai, Aj),计算方案Ai相对其他所有方案的总

体优势度

γ(Ai) =

m∑
k=1

δ(Ai, Ak)−min
i

{ m∑
k=1

δ(Ai, Ak)
}

max
i

{ m∑
k=1

δ(Ai, Ak)
}
−min

i

{ m∑
k=1

δ(Ai, Ak)
} . (17)

最后,根据总体优势度γ(Ai)的大小对方案Ai进

行排序, γi越大,方案越优.
综上所述,基于广义Choquet积分的Pythagorean

不确定语言TODIM方法扩展了传统的TODIM方法,
具有以下优点.

1)本节提出的 PUL-TODIM 方法可以处理
Pythagorean不确定语言信息,而传统的TODIM方法
只能处理精确数.相比于精确数, Pythagorean不确定
语言具有更强的描述不确定性的能力.

2)当指标A与B相关独立,不存在关联性,即当
A,B ∈ P (X),A

∩
B = ∅,µ(A

∪
B) = µ(A) + µ(B)

时,本文提出的基于广义Choquet积分的Pythagorean
不确定语言TODIM方法在α = 0.5的情况下退化为

Pythagorean不确定语言 TODIM方法. PUL-TODIM
方法考虑了指标间存在的 3种关联性,相比传统的
TODIM方法更灵活,适应范围更广.

3)已有的扩展TODIM方法,往往都是利用距离
测度来描述评估对象之间的差异.已有文献证明[23],
相比于单纯的距离测度,投影方法是一种更好的测
度方法,并被广泛应用到多指标决策中.投影不仅考
虑评估对象之间的距离,还考虑了评估对象的模和
夹角.本节提出的标准化Pythagorean不确定语言投
影测度可以更全面地考虑两个评估对象之间的差异.
因此, PUL-TODIM方法相比其他的扩展 TODIM方
法更为有效和准确.

4 实例分析

4.1 实例计算

利用某城市雾霾污染治理方案选择问题的例子

来说明本文提出PUL-TODIM方法的有效性.针对近
年来频繁发生的城市雾霾污染问题,当地政府部门
根据实际天气、地势和外界条件等诸多因素,确定
出 4个治理雾霾污染的方案A1 ∼ A4,采用 4个指
标[31]对其进行评价和选择:治理成本C1,表示治理雾
霾消耗物力和财力等成本;治理效果C2,表示实施方
案的雾霾治理效果;社会效应C3,表示治理雾霾造成
的社会影响程度;资源利用率C4,表示治理雾霾使用
资源的有效利用率. 4个指标间存在一定的偏好补充
关联.
决策者给出的指标权重向量为µ = (0.4, 0.5,

0.3, 0.4)T.基于上述 4个评估指标,考虑到评估指标
的模糊性和不确定性,决策者利用Pythagorean不确
定语言变量的形式给出4个备选方案在各个指标下
的评估值,初始决策矩阵R = [rij ]m×n如表1所示.

表 1 专家评估初始矩阵R

c1 c2

A1 ⟨[s3, s4], (0.8, 0.3)⟩ ⟨[s4, s5], (0.6, 0.3)⟩
A2 ⟨[s4, s5], (0.7, 0.2)⟩ ⟨[s2, s3], (0.7, 0.4)⟩
A3 ⟨[s3, s5), (0.6, 0.3)⟩ ⟨[s3, s4], (0.9, 0.2)⟩
A4 ⟨[s2, s4], (0.9, 0.2)⟩ ⟨[s1, s3], (0.6, 0.3)⟩

c3 c4

A1 ⟨[s2, s3], (0.7, 0.4)⟩ ⟨[s4, s5], (0.5, 0.3]⟩
A2 ⟨[s3, s4], (0.8, 0.3)⟩ ⟨[s3, s4], (0.8, 0.3)⟩
A3 ⟨[s2, s4], (0.6, 0.2)⟩ ⟨(s2, s4), (0.7, 0.4)⟩
A4 ⟨[s2, s3], (0.9, 0.1)⟩ ⟨[s3, s4], (0.8, 0.4)⟩

Step 1:对专家初始评估矩阵进行初始化处理.由
于4个评估指标都是效益型指标,标准化决策矩阵为
R̃ = [r̃ij ]m×n = [rij ]m×n.

Step 2:考虑到指标之间存在关联性,计算各指标
集的重要性程度.根据已知指标C1, C2, · · · , Cn的权

重µ = (0.4, 0.4, 0.5, 0.3)T,由式(11)可得
(1 + 0.4λ)(1 + 0.3λ)(1 + 0.45λ)(1 + 0.25λ)− 1

λ
= 1,
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从而可得λ = −0.777 5.根据式 (10)计算C = {C1,

C2, C3, C4}各指标子集的模糊测度,如表2所示.

表 2 专家评估初始矩阵R

指标子集 测度 指标子集 测度

∅ 0.000 {C1} 0.400

{C4} 0.400 {C1, C2} 0.745

{C2, C3} 0.683 {C2, C4} 0.745

{C1, C2, C4} 0.913 {C1, C3, C4} 0.818

{C2} 0.500 {C3} 0.300

{C1, C3} 0.607 {C1, C4} 0.676

{C3, C4} 0.607 {C1, C2, C3} 0.871

{C2, C3, C4} 0.871 {C1, C2, C3, C4} 1.000

根据式 (13)和表 3,进一步计算得到各指标的
Shapely权重值为

g1 = 0.248 5, g2 = 0.323 7,

g3 = 0.179 3, g4 = 0.248 5.

Step 3:针对指标Cj(j = 1, 2, 3, 4),利用式 (14)计
算方案Ai(i = 1, 2, 3, 4)相对于方案Aj(j = 1, 2, 3, 4)

在指标Ck下的两两比较的收益-损失值,得到收益-
损失矩阵ϕk = [ϕk(Ai, Aj)]4×4(参数θ = 1)为

A1 A2 A3 A4

ϕ1 =

A1

A2

A3

A4


0.000 0 −0.769 9 −0.098 3 0.031 4

0.191 3 0.000 0 0.245 5 0.221 3

−0.395 4 −0.865 5 0.000 0 −0.374 6

−0.126 5 −0.780 2 0.106 3 0.000 0

 ,

A1 A2 A3 A4

ϕ2 =

A1

A2

A3

A4


0.000 0 0.277 3 −0.960 0 0.357 4

−0.856 7 0.000 0 −1.286 7 0.225 4

0.310 7 0.416 5 0.000 0 0.473 6

−1.104 1 −0.696 5 −1.463 1 0.000 0

 ,

A1 A2 A3 A4

ϕ3 =

A1

A2

A3

A4


0.000 0 −1.249 0 −0.361 5 −1.040 4

0.224 0 0.000 0 0.214 4 0.123 9

0.064 8 −1.195 6 0.000 0 −0.975 6

0.186 6 −0.691 1 0.175 0 0.000 0

 ,

A1 A2 A3 A4

ϕ4 =

A1

A2

A3

A4


0.000 0 −0.535 7 0.167 2 −0.458 1

0.133 1 0.000 0 0.213 7 0.006 90

−0.672 7 0.859 9 0.000 0 −0.813 9

0.113 8 −0.277 6 0.202 3 0.000 0

 .

Step 4:根据式 (16)计算方案Ai相对于方案Aj两

两比较的综合个体感知优势度δ = [δ(Ai, Aj)]4×4为

A1 A2 A3 A4

δ =

A1

A2

A3

A4


0.000 0 −0.585 5 −0.345 1 −0.266 4

0.274 3 0.000 0 −0.457 7 0.191 4

−0.211 0 −0.272 2 0.000 0 −0.384 8

−0.492 1 −0.675 3 −0.592 0 0.000 0

 .

Step 5:根据式 (17)计算各方案相对其他方案的
总体优势度为

γ(A1) = 0.460 8, γ(A2) = 1,

γ(A3) = 0.730 2, γ(A4) = 0.

Step 6:根据总体优势度 γ(Ai)的大小对方案排

序, γ(Ai)越大,方案越优,得到方案排序结果为

A2 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A4.

因此,雾霾污染治理方案A2为最优.

4.2 敏感性分析

在优势度计算公式 (14)中,参数θ表示损失的衰

减系数,取值范围为 (0,+∞). θ = 1和θ = 2.5是较

为常见的取值. Kahneman等[5]建议 θ的取值范围为

[1.0, 2.5].为了说明损失衰退系数对决策结果的影响,
改变参数的取值,计算得到的排序结果如表3所示.

表 3 不同θ取值下的排序结果

θ
方案总体优势度

排序结果
A1 A2 A3 A4

0.5 0.418 7 1 0.655 0 0 A2 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A4

1 0.460 8 1 0.730 2 0 A2 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A4

2.5 0.541 5 1 0.874 2 0 A2 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A4

5 0.615 7 1 0.994 7 0 A2 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A4

8 0.613 3 0.937 0 1 0 A3 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A4

10 0.607 3 0.911 6 1 0 A3 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A4

从表3的排序结果可以看出,当损失衰退系数 θ

发生改变时,最终的排序结果会发生变化.当 θ取值

为{0.5, 1, 2.5, 5}时,方案的排序结果为A2 ≻ A3 ≻
A1 ≻ A4;当 θ取值为8和10时,方案的排序结果为
A3 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A4,即最优方案从A2变为了A3.因
此,如上节所说,参数θ表示了决策者对损失的偏好,
或者说是对损失的规避程度,其取值依赖于决策者决
策时的心理行为特征.
此外,上述的计算过程是基于公式 (2)中语言下

标的语言刻度函数f1进行的.虽然该语言刻度函数
计算简单且易于理解,但是无法反映在日益复杂的决
策环境下决策者的心理变化.下面分别采用语言刻
度函数f2和f3,得到的决策结果如表4所示.
从表 4可以看出:当语言刻度函数发生变化时,

在 θ = {0.5, 1, 2.5, 8, 10}时,方案排序结果没有发
生变化;在θ = 5时,方案的排序结果发生较为明显
的变化.在利用复合语言刻度时,方案的排序结果为
A2 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A4,A2为最优方案;而在利用基于
前景理论价值函数的语言刻度时,方案的排序结果为
A3 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A4,最优方案为A3.显然,在采用这
两种不同的语言刻度函数时,利用上节提出的PUL-
TODIM方法得到的决策结果可能会发生变化.因此,
决策者在实际决策过程中可以根据他们的偏好和实

际语义情况选择适当的语言刻度函数.
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表 4 不同语言刻度函数下的排序结果

刻度函数
方案优势度

排序
γ1 γ2 γ3 γ4

f2

θ = 0.5 0.134 8 1.000 0 0.504 3 0.000 0 A2 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A4

θ = 1 0.121 8 1.000 0 0.582 5 0.000 0 A2 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A4

θ = 2.5 0.314 0 1.000 0 0.810 8 0.000 0 A2 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A4

θ = 5 0.130 1 1.000 0 0.940 2 0.000 0 A2 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A4

θ = 8 0.124 4 0.935 2 1.000 0 0.000 0 A3 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A4

θ = 10 0.119 2 0.886 8 1.000 0 0.000 0 A3 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A4

f3

θ = 0.5 0.270 1 1.000 0 0.634 8 0.000 0 A2 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A4

θ = 1 0.316 9 1.000 0 0.726 1 0.000 0 A2 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A4

θ = 2.5 0.407 1 1.000 0 0.902 3 0.000 0 A2 ≻ A3 ≻ A1 ≻ A4

θ = 5 0.459 8 0.956 1 1.000 0 0.000 0 A3 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A4

θ = 8 0.212 5 0.876 6 1.000 0 0.000 0 A3 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A4

θ = 10 0.465 5 0.849 1 1.000 0 0.000 0 A3 ≻ A2 ≻ A1 ≻ A4

4.3 对比分析

为了说明 PUL-TODIM方法的有效性,下面将
对PUL-TODIM方法和基于Pythagorean不确定语言
的 TOPSIS方法 (PUL-TOPSIS)进行对比分析.利用
PUL-TOPSIS方法对上节示例进行计算,得到各备选
方案的相对贴近度和排序结果,如表5所示.

表 5 备选方案的相对贴近度和排序

d+ d− 贴进度 排序

A1 0.215 1 0.248 8 0.436 7 4
A2 0.253 8 0.210 1 0.547 1 3
A3 0.264 5 0.199 3 0.570 3 2
A4 0.379 0 0.084 9 0.817 0 1

从表 5可以看出, 4个备选方案的排序为A4 ≻
A3 ≻ A2 ≻ A1,A4最优.显然,基于PUL-TOPSIS方
法得到的排序结果完全不同于上节提出的基于PUL-
TODIM方法得到的排序结果.使用 PUL-TODIM方
法 (θ = 1)解决上面的决策问题得到的最佳方案为

A2,而使用PUL-TOPSIS方法得到的最佳方案为A4.
主要原因在于, PUL-TODIM方法基于前景理论考虑
了决策者的心理行为特征,更加符合决策者的实际
经历,因此能够产生更有说服力的结果; PUL-TOPSIS
方法则基于严格的完全理性假设,即假定决策者是完
全理性的而不考虑决策者的心理行为特点.此外,在
PUL-TOPSIS方法中主要采用传统的距离测度来计
算各备选方案与正、负理想解之间的逼近程度,而
在PUL-TODIM方法中提出了一种新的标准投影偏
差测度方法来确定Pythagorean不确定语言变量的差
异.相比单纯的距离测度,新的标准投影偏差测度方
法不仅能够考虑评估对象之间的距离,还考虑了评估
对象的模和夹角.因此,相比PUL-TOPSIS方法, PUL-
TODIM方法更为合理和有效.

5 结 论

针对指标关联情形下具有Pythagorean不确定语
言评价信息的多指标决策问题,在考虑决策者参照
依赖和损失规避心理行为的情形下,对指标具有关
联关系的多指标决策问题进行研究,并提出了一种
新的PUL-TODIM决策方法.该方法结合TODIM方
法、Choquet积分和Shapely函数,得到方案的感知优
势度,从而对方案进行排序和择优.与已有考虑决策
者行为的决策方法相比,所提方法可以有效地处理
指标之间的关联信息,弥补了已有研究方法中单纯
考虑指标独立的不足,因而具有较强的可操作性和
实用性.此外,在考虑决策者行为方面,本研究弥补了
已有研究中未考虑Pythagorean不确定语言信息的不
足.在下一步的研究中,可以在考虑决策者心理行为
的基础上,解决指标具有关联情形且评价信息为复杂
混合信息的多指标决策问题.
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