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基于最大反馈线性化的TORA系统非奇异镇定控制

张 宇1, 郭源博1, 李芦钰2†, 张晓华1

(1. 大连理工大学电气工程学院，辽宁大连 116024；2. 大连理工大学土木工程学院，辽宁大连 116024)

摘 要: 针对TORA系统的镇定控制问题,提出一种基于最大反馈线性化的非奇异控制器设计方案.应用拉格朗
日方程建立TORA系统的数学模型,采用微分代数方法计算TORA系统中具有最大相对阶的虚拟输出函数,以此
为基础通过反馈线性化将 TORA的数学模型转化为具有稳定内动态的三阶线性系统,采用极点配置方案为
TORA系统设计镇定控制器.为了解决控制律中存在的奇异值问题,采用梯度动力学方法对控制器进行调整.最
后通过仿真分析验证基于最大反馈线性化的控制方案的有效性.
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Nonsingular controller for TORA system based on maximal feedback
linearization
ZHANG Yu1, GUO Yuan-bo1, LI Lu-yu2†, ZHANG Xiao-hua1

(1. School of Electrical Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 116024，China；2. School of Civil
Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 116024，China)

Abstract: A nonsingular control scheme is proposed for the stabilization of the translational oslillator with rotating
actuator(TORA) system based on maximal feedback linearization. The mathematical model of the nonlinear TORA
system is derived through using the Lagrange equations. The dummy output with the largest relative degree is obtained
with the differential algebra approach. Based on this dummy output, the differential dynamics of TORA system can be
transformed into a third-order linear system with stable internal dynamics, and a controller is developed via the pole
assignment technique for this linear system. To conquer the singularity problem, the gradient dynamics method is adopted
to regulate the control law. Numerical simulations are conducted to demonstrate the effectiveness of the proposed scheme
and the correctness of the theoretical analysis.
Keywords: TORA；maximal feedback linearization；pole assignment；gradient dynamics method；nonsingular control

0 引 言

欠驱动系统是指控制输入个数少于系统状态变

量个数的系统,这类系统的广泛应用使其非线性控制
问题成为研究热点[1-4].具有旋转激励的平移振荡器
(TORA)作为研究欠驱动系统的基准系统之一,因其
具有明显的强非线性、欠驱动特性,常被用来分析设
计非线性控制器,测试控制器的性能.

关于TORA的控制器设计问题,很多学者已经进
行了深入的研究.期刊《Int J of Robust and Nonlinear
Control》对TORA系统的非线性控制问题进行过专
门的研究报道[5-6].对于TORA系统,常见的控制设计

方法有两类:一是通过部分反馈线性化和解耦处理
将系统转化为严格反馈的级联规范型,然后应用经典
的反步法得到系统的稳定控制律[7-9];另一种方法是
利用TORA系统的无源特性设计控制器[10-13].此外,
其他的一些控制算法,包括输出反馈控制[14-15]、滑模

变结构控制[16-17]、自适应控制[18-19]、智能控制[20],以
及其他的一些控制算法[21]都被应用于TORA系统控
制器的设计.
作为一种非奇异反馈变换方法,最大反馈线性化

的基本思路为寻找具有最大相对阶的输出,使得系统
的内动态阶次最小[22].文献 [23-24]将该方法应用到
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欠驱动系统的分类问题中,文献 [25]针对一类轮式机
器人分析了可实现最大反馈线性化的子系统,以此为
基础完成了该轮式机器人在斜坡上的运动控制.
现有的TORA系统控制方案均为针对TORA系

统自身的强非线性而设计的非线性控制器,存在着设
计过程复杂、控制器参数选取困难等问题.为此,本
文给出基于最大反馈线性化的TORA系统控制器设
计方案,通过最大反馈线性化将TORA非线性模型转
换为具有稳定内动态的线性系统,可极大方便控制器
的设计;通过极点配置保证闭环控制系统的控制效
果可任意调节;另外,为解决控制律中存在的奇异值
问题,采用梯度动力学方法对控制律进行调整,避免
控制律零除问题对期望控制效果造成的影响.

1 数学模型

如图1所示, TORA系统由一个未驱动的平移振
荡器 (小车)与受转矩驱动的旋转惯性质量 (小球)组
成.其中小车通过弹簧连接在固定端上,在水平面内
作一维直线运动,位移用q1表示,小球在作动器 (电机
等)转矩τ的作用下在水平面内作旋转运动,转动角
度为 q2.小车质量为M ,弹簧刚度系数为K,小球质
量为m,其转动半径为r,小球关于质心转动惯量为J .

K

M

q
1

q
2r

m

τ

J

图 1 TORA系统

应用分析力学中的拉格朗日方程来建立其数学

模型.拉格朗日方程从广义能量出发,以与广义坐标
变量数目相等的广义坐标方程来表达系统的动态.
对于TORA系统,其相应的拉格朗日方程可表达为

d
dt

( ∂L

∂q̇1

)
− ∂L

∂q1
= 0,

d
dt

( ∂L

∂q̇2

)
− ∂L

∂q2
= τ.

(1)

首先计算系统的动能和势能,系统的总动能由小车的
动能和小球的动能两部分组成:

T = T1 + T2 =

1

2
Mq̇21 +

1

2
mq̇21 +mrq̇1q̇2 cos q2 +

1

2
(mr2 + J)q̇22 .

系统总的势能为

V =
1

2
Kq21 .

由此得到系统的拉格朗日算子

L = T − V =

1

2
Mq̇21 +

1

2
mq̇21 +mrq̇1q̇2 cos q2+

1

2
(mr2 + J)q̇22 −

1

2
Kq21 . (2)

将拉格朗日算子 (2)代入 (1),可得TORA系统的动力
学模型(M +m)q̈1+mr cos q2q̈2−mr sin q2q̇

2
2 +Kq1= 0,

mr cos q2q̈1 + (mr2 + J)q̈2 = τ.

(3)

可将其改写为矩阵形式

D(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ +G(q) = Bu. (4)

其中

q = [q1, q2]
T,

D(q) =

[
d11 d12

d21 d22

]
=

[
M +m mr cos q2
mr cos q2 mr2 + J

]
,

C(q, q̇) =

[
0 −mrq̇2 sin q2

0 0

]
,

G(q) =

[
Kq1

0

]
, B =

[
0

1

]
, u = τ.

为方便后面的系统分析和控制器设计,将系统进
一步改写为如下状态空间形式:q̈1 = f1(q, q̇) + b1(q, q̇)τ,

q̈2 = f2(q, q̇) + b2(q, q̇)τ.
(5)

其中

b1(q, q̇) =
mr cos q2

(mr cos q2)2 − (mr2 + J)(M +m)
,

f1(q, q̇) =
(mr2 + J)(Kq1 −mr sin q2q̇

2
2)

(mr cos q2)2 − (mr2 + J)(M +m)
,

b2(q, q̇) =
M +m

(mr2 + J)(M +m)− (mr cos q2)2
,

f2(q, q̇) =
mr cos q2(−mr sin q2q̇

2
2 +Kq1)

(M +m)(mr2 + J)− (mr cos q2)2
.

2 最大反馈线性化

2.1 问题提出

驱动的缺失使得像TORA这样的欠驱动机械系
统不能实现完全反馈线性化[1].传统的处理办法是对
整个机械系统中驱动子系统部分进行部分反馈线性
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化[8],对于两自由度的欠驱动机械系统而言,在进行
了部分反馈线性化之后,除了得到线性化的输入输
出,还包含一个阶次为2的系统内动态,存在这样的
内动态仍然会给系统的分析和综合造成困难.
实际上,在对系统进行反馈线性化时,选取不同

的输出函数会导致不同的内动态,为实现系统的镇
定,可将输出选择为状态变量的任意函数,以便使其
具有最大的相对阶,这样可以保证系统有最小的内动
态,从而最大程度上降低系统分析和综合的难度.寻
找具有最大相对阶的系统输出并完成系统的线性化

就是本节要讨论的最大反馈线性化问题.

2.2 虚拟输出函数求解

计算具有最大相对阶的输出函数需要用到微分

代数的相关知识[26],下面进行相应介绍.
对于系统

Σ =

ẋ = f(x) + g(x)u,

y = h(x).
(6)

考虑如下实数变量的无限集:

C =

{xi, i = 1, 2, · · · , n; u(k)
j , j = 1, 2, · · · ,m, k ⩾ 0}.

其中:x ∈ Rn,u ∈ Rm,y ∈ Rp;f(x), g(x),h(x)均
为亚纯函数. K为依赖于C的有限子集的亚纯函数所
组成的集合,K的元素可以表示为F ({xi, u

(k)
j })的形

式,在K上可定义微分算子δ:

δF ({xi, u
(k)
j }) =

n∑
i=1

∂F

∂xi
δxi +

∑
j=1,2,··· ,m

∂F

∂u
(k)
j

δu
(k)
j .

用E表示由元素dC在K上张成的向量空间,即

E = spanKdC.

E中的元素可以表示为如下形式:

ω =

n∑
i=1

Fidxi +
∑

j=1,2,··· ,m; k⩾0

Fjkdu(k)
j .

将这种形式的ω元素称之为“1-形式”,如果该1-形
式ω ∈ E满足ω = dF, F ∈ K,则称该1-形式是可
积的,或精确的. 1-形式的相对阶定义为满足ω(r) /∈
spanK{dx}的最小正整数r,该1-形式的时间微分为

ω̇ =

n∑
i=1

(Ḟidxi + Fidẋi)+∑
j=1,2,··· ,m; k⩾0

(Ḟjkdu(k)
j + Fjkdu(k+1)

j ).

对E进行一定的筛选,定义E的一系列子空间

{Hk},其中k >0,表示的是由相对阶不小于k的1-形
式构成的集合,即

H0 = spanK{dx,du},

Hk = {ω ∈ Hk−1|ω̇ ∈ Hk−1}, k ⩾ 1. (7)

故有H1 = spanK{dx},根据这样的定义很容易发现
子空间Hk随着k的增大逐渐变小.如果H∞ = 0,则
系统是强易接近的,对于要讨论的欠驱动机械系统均
满足H∞ = 0.
对于最大反馈线性化问题,寻找具有最大相对阶

的输出函数是至关重要的一步,需保证所找到的输出
函数是所有输出函数中相对阶最大的,即找出Hk,满
足如下关系:

H0 ⊃ H1 ⊃ · · · ⊃ Hk ⊃ Hk+1 = Hk+2 = · · · = H∞.

(8)

k即为所能找到输出的最大相对阶数,且该输出即为
Hk的一个元素.
下面以两自由度TORA欠驱动系统作为研究对

象,给出寻找需要的输出函数的具体方法.
1)计算H2.
因为对于系统 (6)而言,由 g(x)张成的分布是

对合的,所以H2 = spanK{g⊥}是完全可积的,故有
H̄2 = H2(H̄k = span{σ ∈ Hk : dσ ≡ 0 mod Hk}, 即
Hk中的最大闭子空间).对于TORA系统,有

H2 = spanK{g⊥} = spanK{dq1,dq2,d(BD(q)q̇)}.
(9)

因为q1和q2相对阶是2,所以dq1,dq2 ∈ H2,而第
3个基底则由d(BTD(q)q̇)构成,其中BT = [0, 1]为

控制输入作用位置向量.
2)计算H3.
对于TORA系统而言,H2子空间也可表达为

H2 = spanK

{
dq1,dq2,d

( ∂L

∂q̇1

)}
.

任一属于H3的1-形式必然也属于H2,故可表达为

ω = κ1dq1 + κ2dq2 + κ3d
( ∂L

∂q̇1

)
.

结合拉格朗日方程计算其微分,可得

ω̇ = κ̇1dq1+κ̇2dq2+κ1dq̇1+κ2dq̇2+κ3d
( ∂L

∂q1

)
∈ H2.

对于TORA系统,有
∂L

∂q1
=

1

2
q̇21

∂d11
∂q1

+q̇1q̇2
∂d12
∂q1

+
1

2
q̇22

∂d22
∂q1

−∂V

∂q1
= −Kq1.

当选取κ1 = κ2 = 0,κ3 = 1时,可得

ω =d
( ∂L

∂q̇1

)
= d

(
d11

(
q̇1 +

d12
d11

q̇2

))
=
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d(d11γ̇) ∈ H3, (10)

其中γ = q1 +
w (d12

d11

)
dq2.

当选取κ1 = 1,κ2 = d12/d11,κ3 =0时,可得

ω = dq1 +
d12
d11

dq2 = dγ ∈ H3, (11)

这样可计算出最终的H3为

H3 = spanK{dγ, d(d11γ̇)}. (12)

3)计算H4.
为TORA系统寻找相对阶为4的1-形式,如果存

在这样的1-形式,其应满足

ν = µ1dγ + µ2d(d11γ̇) =

µ1dγ + µ2d
( ∂L

∂q̇1

)
∈ H3,

且其微分应满足

ν̇ =

µ̇1dγ + µ̇2d(d11γ̇) + µ1dγ̇ + µ2d
( ∂L

∂q1

)
∈ H3.

选取µ1 = d11,上式可整理为

ν̇ = (1 + µ̇2)d(d11γ̇) + µ2d
( ∂L

∂q1

)
.

对于TORA系统而言, d(∂L/∂q1) = −d(Kq1),
很明显 ν̇ /∈ H3,因而对于TORA系统而言,不能找到
相对阶为4的1-形式,故H4 = 0.
通过上面的计算可知,为TORA系统反馈线性化

设计的输出函数最大相对阶为3,此时系统存在一阶
的内动态.此最大反馈线性化的输出函数为

y = d11γ̇ + ργ, ρ > 0. (13)

3 镇定控制

3.1 极点配置

通过对输出函数y求3次导数可将TORA系统的
数学模型表达为

...
y = −K

( ρ

d11
q̇1 + q̈1

)
=

−K
( ρ

d11
q̇1 + f1(q, q̇) + b1(q, q̇)τ

)
, (14)

并具有内动态(13).
当y为零时,系统零动态为

d11γ̇ + ργ = 0.

γ按指数收敛,可知系统内动态稳定.为式 (13)、
(14)描述的TORA系统设计控制器,首先进行如下输
入坐标变换完成反馈线性化:

τ = −d11u+Kρq̇1 +Kd11f1(q, q̇)

Kd11b1(q, q̇)
. (15)

可将TORA系统数学模型转换为具有稳定内动态的
线性系统 

...
y = u,

y = d11γ̇ + ργ,
(16)

其中u为虚拟控制输入.
为了使TORA系统稳定,采用极点配置方法设计

虚拟控制输入u,即
...
y = u = −k0y − k1ẏ − k2ÿ. (17)

其中: k0, k1, k2为大于0的实数,以保证闭环系统的极
点具有负的实部,使得y按指数收敛.将u代入式 (15)
即可得到TORA系统实际的控制转矩.

3.2 稳定性分析

通过极点配置方法可使反馈线性化后的线性闭

环系统具有负实部的极点,从而保证虚拟输出的渐近
稳定.但是,对于TORA系统而言,往往关注的是q1和

q2两个物理量的稳定性,尤其是小车位移q1的稳定

性,因此有必要对采用控制律 (15)时TORA控制系统
的稳定性进行分析.关于TORA控制系统的稳定性
有如下定理.
定理1 考虑具有稳定平衡点的TORA欠驱动

机械系统,当选取虚拟输出y = d11γ̇ + ργ,采用控制
律 (15)时,如果满足 q̇1 ∈ L∞,即q1的时间导数是有

界的,则TORA系统的小车位移q1及小球转角q2都

是渐近稳定的.
证明 为证明过程中表述方便,将γ记为

γ = q1 +
w (d12

d11

)
dq2 = x+ βz. (18)

其中:x = q1, β = mr/(M +m), z = sin q2.

1)首先证明:x ∈ L∞, ẋ ∈ L∞, z ∈ L∞, ż ∈ L∞.
根据闭环系统 (17)可计算出具有最大相对阶的

输出y的表达式

y = c1eλ1t + c2eλ2t + c3eλ3t.

其中:λi(i = 1, 2, 3)为闭环特征方程的根,且满足
Re(λi) < 0; ci为积分常数.
通过求解非齐次微分方程(13)可得

γ = c4e−
ρ

d11
t + e−

ρ
d11

t
w y

d11
e

ρ
d11

tdt =

c4e−
ρ

d11
t+

e−
ρ

d11
t

d11

w
(c1eλ1t + c2eλ2t + c3eλ3t)e

ρ
d11

tdt =

c4e−
ρ

d11
t+
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1

d11

( c1eλ1t

λ1 + ρ/d11
+

c2eλ2t

λ2 + ρ/d11
+

c3eλ3t

λ3 + ρ/d11

)
,

(19)

故有

sup
t⩾0

|γ| = ∥γ∥∞ < ∞, sup
t⩾0

|γ̇| = ∥γ̇∥∞ < ∞.

很明显,有

sup
t⩾0

|z| = sup
t⩾0

|sin q2| = ∥z∥∞ < ∞.

根据已知条件,有 ẋ ∈ L∞,再根据式(18)可得

sup
t⩾0

|x| = ∥x∥∞ < ∞, sup
t⩾0

|ż| = ∥ż∥∞ < ∞,

从而得到

x ∈ L∞, ẋ ∈ L∞, z ∈ L∞, ż ∈ L∞.

2)然后证明:x ∈ L2, z ∈ L2.
因为w ∞

0
z2dt =

w ∞

0
(sin q2)

2dt =
w ∞

0

1− cos 2q2
2

dt < ∞,

故z ∈ L2很容易得到.下面证明x ∈ L2.
通过调整x、z的系数,构建如下两个γ表达式:γ1 = x+ βz,

γ2 = αx+ βz,

其中α, β为常值.设定

0 <
w ∞

0
γ2
2dt <

w ∞

0
γ2
1dt < ∞,

两者作差可得

0 <
w ∞

0
(γ2

1−γ2
2)dt =w ∞

0
((1− α2)x2 + 2(1− α)xβz)dt =

w ∞

0
((1− α2)x2 + 2(1− α)x(γ1 − x))dt =

w ∞

0
−(1− α)2x2dt+

w ∞

0
2(1− α)xγ1dt < ∞.

对式(19)进行积分,容易得到w ∞

0
γ1dt = ∥γ1∥ < ∞,

故 w ∞

0
(1− α)2x2dt <

w ∞

0
2(1− α)xγ1dt <

2
w ∞

0
|(1− α)xγ1|dt ⩽

2|1− α|
w ∞

0
∥x∥∞|γ1|dt =

2|1− α|∥x∥∞∥γ1∥1 < ∞,

从而可得

w ∞

0
x2dt < ∞, 即x ∈ L2.

综上可得x ∈ L2, ẋ ∈ L∞, z ∈ L2, ż ∈ L∞.
再根据Barbalat引理[27]即可得到系统的稳定性

结论,即
lim
t→∞

x = 0, lim
t→∞

z = 0.

当z稳定时,意味着转角q2也将稳定在平衡位置

处(q2 = ±nπ,n = 0, 1, · · · ). 2
3.3 梯度动力学方法

应用最大反馈线性化和极点配置为TORA设
计的控制转矩如式 (15)所示,其中包含了f1(q, q̇)和

b1(q, q̇),将其代入控制转矩最终形式为

τ =
(mr2 + J)

mrK cos q2

(
(M +m)u+ (M +m)K

ρ

d11
q̇1+

mrKq̇22 sin q2 −K2q1

)
−

mr
( ρ

d11
q̇1 +

u

K

)
cos q2. (20)

可发现在控制转矩第1项分母中存在 cos q2,故
当q2 = ±2n+ 1

2
π(n = 0, 1, · · ·)时,控制律存在零除,

即奇异值问题,使得控制器难以通过奇异值点实现预
期的控制目标.
这里采用梯度动力学方法[28]来克服控制律中的

奇异值问题,具体步骤如下.
Step 1: 通过将控制律 (20)两侧同时乘以 cos q2,

然后做差,定义一个新的函数

g(t) := τ cos q2 −
(mr2 + J)

mrK
((M +m)u+

(M +m)Kq̇1ρ/d11 +mrKq̇22 sin q2−

K2q1) +mr(q̇1ρ/d11 + u/K) cos2 q2. (21)

当g(t) = 0时,控制律 (20)成立,梯度动力学方法的思
路就是通过设计动态使g(t)逐渐为零,同时避免零除
的问题.

Step 2:设计类能量函数

ε(t) = g2(t)/2.

需要注意的是,当且只当g(t) = 0时, ε(t)取得最
小值.将ε(t)视为关于控制转矩 τ的函数,通过设计
如下动态,使τ沿ε(t)关于τ的负梯度方向调整,保证
ε(t)最终可以达到最小值点:

τ̇ = −η
∂ε(t)

∂τ
. (22)

其中: η为大于0的实数,可以调节ε(t)向最小值点收

敛的快慢.为提高收敛速度,在控制力输出装置允许
的范围内, η可设计得尽可能大.

由式 (22)可知,经过梯度动力学方法调整后的控
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制转矩可由微分动态的形式表示出来,即

τ̇ = −η
∂g(t)

∂τ
g(t) = −η cos q2g(t). (23)

4 数值分析

下面通过仿真实验分析本文设计方案的控制效

果. TORA系统参数如表1所示.控制器参数选取如
下: ρ = 138.8, k0 = 24.2, k1 = 38.28, k2 = 3.18, η =

50.仿真实验结果如图2∼图4所示.

表 1 TORA系统参数

项目 数值 单位

M 10.235 kg
m 1.02 kg
r 0.2 m
J 0.001 kg·m2

K 294.87 N / m
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图 2 控制前后小车位移对比
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图 3 施控时小球转角
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图 4 控制转矩

在仿真中,小车初始位移q1(0) = 0.03m,小车初
始转角q2(0) = 0 rad.由图2和图3可以看出,本文所
提出的基于最大反馈线性化的镇定控制器可使系统

状态q1, q2均达到稳定状态.将该方案的控制效果与
经典的反步法[7]进行比较.为了定量分析,此处引入
调节时间ts的概念,将其定义为结构位移由初始衰减

为初始位移10%所需的时间,用来描述控制系统到
达稳定状态的快慢.

基于经典反步法设计的TORA控制系统的调节
时间 ts = 4.41 s,本文提出的控制方案可使TORA
系统调节时间加快到 ts = 1.73 s.图2直观地展现了
两种算法在快速性上的差异.此外,由图4可以看出,
基于最大反馈线性化的稳定控制方案在保证控制效

果的同时,相较于反步法,所需的控制转矩也较小,即
系统控制代价更小,对于控制系统出力装置的要求也
更低.
综上所述,本文所提出的TORA系统镇定控制方

案,通过最大反馈线性化将原系统转化为带有稳定内
动态的线性系统,从而可采用线性控制算法为系统设
计控制器,极大地方便了控制系统的设计和控制器参
数的调节.另外,与传统反步法相比,本文方法在控制
快速性、控制系统效率方面具有优势.

5 结 论

本文提出了一种基于最大反馈线性化的TORA
系统非奇异镇定控制方案.通过最大反馈线性化将
TORA系统转化为带有稳定内动态的三阶线性系统,
并采用极点配置算法设计了控制器,通过理论分析证
明了控制系统的稳定性,利用梯度动力学方法解决了
控制律的零除问题,通过仿真实验验证了所提控制算
法的有效性.作为控制方案的关键部分,最大反馈线
性化消除了系统的强非线性,使得传统TORA系统控
制器设计中存在的难点得到了化解.系统模型的线
性化为线性控制算法的应用奠定了基础,使得控制器
设计过程变得简单,控制器参数调整也更加容易.另
外,融合了梯度动力学方法的非奇异控制律保证了
TORA控制系统的全局稳定性.
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