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基于运动学模型重构的单关节故障机械臂容错路径规划

陈 钢†, 郭 雯, 贾庆轩, 王 宣

(北京邮电大学自动化学院，北京 100876)

摘 要: 针对单关节故障机械臂的路径规划问题,提出一种基于运动学模型重构的容错路径规划方法.首先基于
旋量理论进行单关节故障机械臂的通用运动学模型重构;然后分析机械臂的退化工作空间,并以运动性能平稳为
约束对其进行栅格化处理;最后通过改进传统的A∗算法,在退化工作空间中搜索出能够满足任务要求的轨迹.以
七自由度机械臂为对象进行仿真实验,验证了所提出方法的正确性和有效性.
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Fault tolerant path planning method for manipulator with single joint
failure based on kinematics model reconstruction
CHEN Gang†, GUO Wen, JIA Qing-xuan, WANG Xuan

(College of Automation，Beijing University of Posts and Telecommunications，Beijing 100876，China)

Abstract: In order to solve the problem of path planning for the single joint failure manipulator, a fault tolerant path
planning method based on kinematics model reconstruction is proposed. Firstly, based on the screw theory, the general
kinematics model for the single joint failure manipulator is reconstructed. Then, followed by analysis of the manipulator
workspace, the grid processing is carried out with the constraint of stable motion performance. Finally, the trajectory in
the degraded workspace which meets the requirements of task is searched by improving the traditional A∗ algorithm. The
correctness and effectiveness of the proposed method are verified by simulation experiments with the 7-DOF manipulator.
Keywords: manipulator；fault tolerance；model reconstruction；path planning
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机械臂以其作业的准确性和对环境的适应性[1],
在现代工业和生产生活中起着重要作用.由于其关
节内部结构的复杂性和长期服役过程中可能存在的

工作环境恶劣性,如空间机械臂工作环境具有高低温
交变、高辐射、强辐照等特点,关节故障时有发生.机
械臂关节故障发生后,锁定故障关节是一种简单而有
效的处理方法[2].机械臂故障关节锁定后自由度数减
小会导致其原有运动学模型不再适用,进而可能导致
原定任务失败.因此,为保证机械臂故障关节锁定后
仍能继续完成原定任务,亟需开展故障机械臂运动学
模型重构与容错路径规划的研究.
常用的机械臂运动学建模方法为 D-H参数

法[3], Xu等[4]基于该方法针对特定构型机械臂分析

了不同关节锁定对D-H参数的影响,实现了机械臂运

动学模型重构,但若其构型改变,则需重新分析关节
锁定对D-H参数的影响.王卓等[5]基于旋量理论建

立了可重构机械臂的通用运动学模型,该方法针对不
同构型机械臂的建模具有通用性,但其适用对象为常
态机械臂,未考虑关节故障对运动学模型的影响.综
上所述可知,基于D-H参数法能够完成单关节故障机
械臂的运动学模型重构,但若机械臂构型改变则需要
重新建模.因此,本文基于旋量理论提出一种针对单
关节故障机械臂的通用模型重构方法,能够实现任意
构型机械臂关节故障后的运动学模型重构.
针对机械臂容错路径规划,国内外学者已进行

了相关研究. Ralph等[6]和赵京等[7]分别以不同容错

性能指标为约束进行了容错路径规划,结果表明机
械臂在故障发生时能够锁定在具备容错能力的关节

构型. She等[8]分析出故障状态下机械臂容错性能较
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优的构型集,并进行了故障时刻的关节构型调整. Li
等[9]基于雅克比矩阵摄动法对故障瞬间机械臂的速

度和角速度突变进行抑制,避免了故障瞬间由于运动
学模型切换导致的运动参数突变.以上研究主要集
中于机械臂故障前容错性能分析和故障瞬间的应急

处理,但由于机械臂故障后其工作空间发生退化,即
使锁定在具备容错能力的关节构型也极有可能导致

原任务失败.为了解决这一问题,亟需开展故障机械
臂在退化工作空间内的轨迹规划研究. A∗算法[10]具

有自主性强、能够有效规避不可达区域的特点,常用
于解决机械臂轨迹规划问题.由于机械臂故障后运
动性能显著下降,为提高机械臂运动学性能以避免奇
异现象发生,本文通过在代价函数中增加运动性能项
改进传统A∗算法,使其可在退化工作空间中搜索出
满足任务要求的轨迹.
综上所述,本文针对单关节故障机械臂提出基于

旋量理论的运动学模型重构方法,分析机械臂的退化
工作空间,并以运动性能平稳为约束对其进行栅格化
处理.通过在代价函数中增加运动性能项改进传统
的A∗算法,并在退化工作空间中搜索出满足任务要
求的轨迹.所提出运动学模型重构方法能够实现任
意构型机械臂单关节故障后的运动学模型重构,基于
改进的A∗算法搜索出的容错任务轨迹,在保证机械
臂末端可达的同时使运动性能满足要求.

1 单关节故障机械臂运动学模型重构

机械臂发生单关节故障后,由于自由度数退化,
其原有运动学模型不再适用,若需机械臂仍能继续工
作,则首先需要对其进行运动学模型重构.文献 [4-5]
等提出的方法不适用于任意构型机械臂关节故障后

的运动学模型重构,因此本文基于旋量理论提出一种
适用于任意构型机械臂的运动学模型重构方法.

1.1 机械臂关节标号规则说明

为了便于该方法的阐述,首先定义机械臂关节标
号规则.定义非故障状态下机械臂关节标号从基础
坐标系ΣS到工具坐标系ΣT依次为1 ∼ n.当机械臂
关节Jk故障锁定时,为了同非故障状态下机械臂关
节标号加以区分,规定关节Jk以外关节的相关符号

均增加上标“∼”,且位于关节Jk与工具坐标系ΣT间

关节的角标在原基础上减1,即全部健康关节的标号
为 J̃i(i = 1, 2, · · · , n − 1),此时机械臂自由度数退化
为n− 1.

1.2 机械臂运动学模型重构

对于 n自由度机械臂,根据旋量理论指数积
(POE)公式可得其正向运动学方程

gst(θ) =
n∏

i=1

eξ̂iθigst(0). (1)

其中: θ = (θ1 θ2 · · · θn)
T ∈ Rn为各关节转角;

gst(0) ∈ R4×4为机械臂初始位形时工具坐标系ΣT

相对于基础坐标系ΣS的位姿矩阵; ξ̂i表示关节Ji的

运动旋量,且有

ξ̂i =

[
ω̂i vi

0 0

]
=

[
ω̂i −ωi × qi

0 0

]
, (2)

ωi为第 i关节的运动旋量轴线方向相对于基坐标系

的单位矢量, ω̂i为ωi所对应的反对称矩阵, qi为该轴
线上任意一点在基坐标系上的坐标, vi为该点的移动
速度.
当机械臂关节Jk(k = 1, 2, · · · , n)故障锁定在θk

时,为了便于分析,假设Jk以外的健康关节仍位于初

始位形.此时位于ΣS与Jk之间的关节的运动旋量不

受影响,但是,由于关节Jk绕其轴线ωk转过θk并在此

处锁定,位于故障关节Jk与工具坐标系ΣT之间的关

节运动旋量会受故障关节转角的影响,需要重新建立
关节旋量坐标,且可得重新建立的旋量参数为

ω̃i = ωi, i = 1, 2, · · · , k − 1;

q̃i = qi, i = 1, 2, · · · , k − 1;

ω̃i = Rkωi+1, i = k, · · · , n− 1;

q̃i = Rkqi+1, i = k, · · · , n− 1.

(3)

其中Rk为旋转矩阵通式,具体表达式为
Rk(ωk, θk) =

ωk11
vk + ck ωk12

vk − ωk3
sk ωk13

vk + ωk2
sk

ωk12
vk + ωk3

sk ωk22
vk + ck ωk23

vk − ωk1
sk

ωk13
vk − ωk2

sk ωk23
vk + ωk1

sk ωk33
vk + ck

 ,

(4)

vk = 1 − cos θk, ck = cos θk, sk = sin θk, Jk的轴向

ωk = [ωk1
ωk2

ωk3
]T,ωkij

= ωki
ωkj

(i, j = 1, 2, 3).
此时机械臂末端工具坐标系相对于基坐标系的位姿

矩阵为

g̃st(0) =

[
RkRst(0) Rkpst

0 1

]
. (5)

通过式 (2)和 (3)可得重构的运动旋量 ˜̂
ξi,进而获

得机械臂运动学正解指数积(POE)公式为

g̃st(q) =
n−1∏
i=1

e
˜̂
ξiθ̃i g̃st(0). (6)

通过以上对单关节故障状态下机械臂运动学模

型重构的分析,能够确保任意构型n自由度机械臂在

任一关节发生故障锁定时均能重新建立其运动学模

型,为机械臂关节故障后的控制奠定基础.
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2 单关节故障机械臂容错路径规划

机械臂故障关节的锁定会造成其工作空间退化,
这可能使原规划轨迹的部分路段不可达,从而导致故
障机械臂无法完成原定任务.为了使机械臂在发生
关节故障后仍能完成原定任务,需要在机械臂退化工
作空间内实现容错路径规划.本文在基于蒙特卡洛
法[11]进行故障机械臂退化工作空间求解的基础上,
以运动性能平稳为约束将工作空间栅格化,进而提出
了一种改进A∗算法,能够解决满足运动性能要求的
故障机械臂任务轨迹规划.

2.1 基于蒙特卡洛法求解机械臂工作空间

根据式 (1)给出的正向运动学方程,采用蒙特卡
洛法遍历机械臂各关节转角qi ∈ [qmin

i , qmax
i ],得到正

常机械臂工作空间W ,即

W = {gst(qi) : qi ∈ Q} ∈ Rn, (7)

其中Q为机械臂位形空间.
当n自由度机械臂中第k个关节发生故障并锁

定在θk时,设其余关节转角为 q̃i ∈ [q̃min
i , q̃max

i ],根据
前文所提方法重新建立机械臂运动学模型,基于W

的求解方法得到机械臂退化工作空间Wk,即

Wk = {g̃st(q̃i) : q̃i ∈ Q̃, qk = θk} ∈ Rn−1. (8)

2.2 机械臂工作空间栅格化

为了进行机械臂的容错路径规划,需要对工作空
间进行栅格化处理.若栅格内各点处的运动性能波
动过大,则栅格的平均运动性能不能代表栅格内各散
点的运动性能.已知机械臂在其退化工作空间内的
运动性能变化连续[8],栅格边长的大小会影响栅格内
各散点整体运动性能的变化幅度.本节以栅格内运
动性能平稳为约束进行退化工作空间的栅格边长分

析.作为机械臂常用的性能分析指标,可操作度能够
表征机械臂处于某一给定位形时位置或姿态的调整

能力[12],本文利用退化可操作度表征机械臂退化工
作空间内各点处的运动性能,其表达式为

wk =

√
det(JkJk

T). (9)

为了保证栅格内运动性能的平稳性,需要定义反
应栅格内各点退化可操作度波动的指标.鉴于变异
系数多用于比较不同数量级变量间的离散程度,且不
同栅格内的退化可操作度相差较大,选择变异系数作
为衡量栅格退化可操作度波动的指标.

利用长方体V 外包机械臂的退化工作空间,设栅
格边长初值为

∆l1 = min[⌈a⌉ ⌈b⌉ ⌈c⌉]× α.

其中: a、b、c为V 的长、宽、高,α为确定栅格边长时的

比例初值, ⌈·⌉表示向上取整.故V 可被栅格化成边长

为∆l1的栅格集合,栅格数Pcube = ⌈a/∆l1⌉⌈b/∆l1⌉
⌈c/∆l1⌉.设 P 为栅格内散点数不为零的栅格总

数.值得注意的是,在判断栅格内是否存在散点时,需
要对工作空间散点进行遍历,一旦遍历到某散点的位
置坐标位于某栅格空间内,则认为该栅格内存在散
点.由于利用蒙特卡洛法生成空间散点的随机性且
散点总数远大于栅格总数,在对工作空间的边界和内
部进行栅格化时对应的计算复杂度几乎没有区别.
规定 pi(i = 1, 2, · · · , P )为各栅格,Ni为栅格 pi

内的散点数量.由式 (9)可得pi内各散点退化可操作

度wj(j = 1, 2, · · · , Ni),则pi的退化可操作度变异系

数表示为

C · Vi =
si
Mi

=

√√√√ Ni∑
j=1

(Mi − wj)
2
/(NiM

2
i
). (10)

其中: si为栅格内各散点对应的退化可操作度的标准
差;Mi为栅格内各散点所对应退化可操作度的平均

值,其表达式为

Mi = (w1 + w2 + · · ·+ wNi
)/Ni. (11)

栅格退化可操作度变异系数的计算是实现栅格

运动性能变化幅度评估的基础,若根据式 (10)计算出
栅格pi的变异系数C · Vi小于阈值µ,则认为该栅格
内运动性能平稳性满足要求.另一方面,当机械臂处
于工作空间边缘区域时,其运动性能变化明显,该区
域的栅格不易满足C · Vi 小于阈值µ的要求,但是考
虑到机械臂一般不会运动到边缘区域,因此当符合阈
值要求的栅格数量P ′所占百分比满足式 (12)时,视
为完成了栅格划分,有

P ′/P ⩾ χ, (12)

其中χ为符合阈值要求的栅格比例系数.若以边长
初值∆l1进行栅格化不能满足上述比例要求,则以
β · ∆l1为间隔减小栅格边长 (β为栅格边长间隔减
小系数),重复上述步骤,直至满足式 (12)为止,此时所
对应的栅格边长∆le = [1 − (e − 1) · β]∆l1(e =

1, 2, · · · , 1/β)即为最终栅格边长,且可获得此时每个
栅格的可操作度平均值Mi.

2.3 基于改进A∗算法的容错路径规划

单关节故障后机械臂自由度退化,整体运动性能
明显下降,为解决运动性能降低导致的奇异问题,本
文对A∗算法进行改进,将栅格的平均退化可操作度
融入代价函数中.基于此搜索出的容错轨迹能够在
满足末端可达性的同时,提高机械臂的运动性能.此
外,当机械臂最低运动性能有限制时,也可通过修改
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代价项搜索出满足要求的轨迹.
传统A∗算法以估价函数f(i) = g(i) + h(i)作为

空间内第 i个栅格的轨迹搜索选点指标.其中: g(i)为
从起始栅格到当前栅格的代价值;h(i)为从当前栅格
到目标栅格的代价值,轨迹搜索时总是选择估价函数
最小的值作为下一步栅格.为了提高故障机械臂运
动性能,在A∗算法估价函数中增加栅格退化可操作

度代价项.改进后的估价函数为

f(i) = g(i) + h(i) +m(i), (13)

其中m(i)代表栅格可操作度的代价值,与栅格化过
程中所求的各栅格可操作度Mi成反比,即m(i) =

σ/Mi,σ为可操作度的代价系数,在确定σ时需使其

所对应的代价值m(i)与g(i)、h(i)处于同一数量级.
增加σ可在轨迹搜索时选择可操作度较大的栅格,以
提高规划所得路径的运动性能;反之,减小σ可搜索

出距离较短的轨迹,但规划所得路径运动性能较差.
当对路径最低退化可操作度有限制时,规定路

径的最低可操作度为 ζ.若 pi的平均退化可操作度

Mi < ζ,则将该栅格的退化可操作度代价项m(i)设

置为无穷大.基于此,m(i)可表示为

m(i) =

σ/Mi, Mi > ζ;

∞, Mi < ζ.
(14)

基于m(i)即可完成对A∗算法的改进,利用改进
A∗算法即可实现单关节故障机械臂容错路径规划.

3 仿真实验

3.1 七自由度机械臂运动学模型重构

以如图1(a)所示七自由度机械臂为研究对象开
展模型重构仿真验证.已知机械臂杆长 l0 ∼ l8分别

为 [0.6, 0.5, 0.5, 5, 0.5, 5, 0.5, 0.5, 0.6]m,初始位形
时,机械臂各关节的运动旋量参数如表1所示,ΣS与

ΣT的变换关系为

gst(0) =


1 0 0 −1.5

0 1 0 −1

0 0 1 11.2

0 0 0 1

 . (15)

当J3锁定在θ3时,重构旋量系如图1(b)所示,ΣS

保持原有方向,ΣT的方向发生变化,产生变化的旋量
参数为 ω̃3 ∼ ω̃6和 q̃3 ∼ q̃6.当 θ̃j = 0(j ̸= 3)时,可得
机械臂ΣS与ΣT的变换关系为

g̃st(0) =


1 0 0 −1.5

0 0.866 −0.5 4.367

0 0.5 0.866 10.030

0 0 0 1

 . (16)

由式(3)可得重构的旋量参数如表2所示.
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图 1 机械臂构型图

表 1 机械臂各关节旋量参数

Ji ωi / rad qi / m

1 ω1 = [0 0 1]T q1 = [0 0 0.6]T

2 ω2 = [0 − 1 0]T q2 = [0 0 0.6]T

3 ω3 = [−1 0 0]T q3 = [0 − 0.5 0.6]T

4 ω4 = [−1 0 0]T q4 = [−0.5 − 0.5 5.6]T

5 ω5 = [−1 0 0]T q5 = [−1 − 0.5 10.6]T

6 ω6 = [0 − 1 0]T q6 = [−1.5 − 0.5 10.6]T

7 ω7 = [0 0 1]T q7 = [−1.5 − 1 11.2]T

表 2 关节3锁定后重构机械臂旋量参数

J̃i ω̃i / rad q̃i / m

3 ω̃3 = [−1 0 0]T q̃3 = [−0.5 2 4.93]T

4 ω̃4 = [−1 0 0]T q̃4 = [−1 4.5 9.26]T

5 ω̃5 = [0 − 0.866 0.5]T q̃5 = [−1.5 4.5 9.26]T

6 ω̃6 = [0 0.5 0.866]T q̃6 = [−1.5 4.367 10.03]T

3.2 故障前后机械臂工作空间分析

利用蒙特卡洛法对七自由度机械臂进行工作

空间分析,规定其各关节运动范围为 [−270◦, 270◦],
随机遍历 500 000组关节角,可得工作空间如图 2(a)
所示,外表面包络为球形.通过获取其切面图 (如图
2(b) 所示),可知除中心区域外,其余区域均为可达区
域.当J3锁定在 θ3 = 30◦时,可得退化工作空间如
图2(c)所示,其外表面包络仍为球形,但是通过获取
其切面图可知其内部存在不可达区域,如图 2(d)所
示.若原定任务轨迹经过图中空洞,则任务无法完成,
因此需要重新规划机械臂运行轨迹.
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图 2 机械臂工作空间及其对应切面图

3.3 机械臂工作空间栅格划分

根据理论分析,在基于A∗算法进行机械臂容错

路径规划前,需要进行工作空间栅格划分.
针对常态下的机械臂,以长宽高分别为 22 m、

22 m、21 m的长方体包络工作空间.设置栅格边长
初始比例为α = 1/5,可得初始栅格边长为∆l1 =

min[⌈22⌉ ⌈22⌉ ⌈21⌉]× (1/5) = 4.2m.设置变异系数
阈值µ = 0.6,栅格边长间隔减小系数β = 1/10,比例
系数χ = 70%.通过仿真分析对如图2(a)所示的工
作空间进行栅格划分,其栅格边长与满足变异系数要
求的栅格比例关系如图3(a)所示.仿真结果显示,随
着栅格边长由 4.2 m逐渐缩小至 0.42 m,满足变异系

数要求的栅格比例由31.58%逐渐增长至77.77 %,因
此选取栅格比例70 %对应的0.7 m作为栅格边长.

0 1 2 3 4
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图 3 工作空间栅格化仿真结果

当J3锁定在θ3 = 30◦时,同样以长宽高分别为
22 m、22 m、21 m的长方体包络工作空间.由于此时
机械臂由七自由度退化为六自由度,可操作度发生
明显退化,需要降低初始栅格边长.设置栅格边长初
始比例为α = 1/15,进而可得初始栅格边长∆l1 =

min[⌈22⌉ ⌈22⌉ ⌈21⌉] × (1/15) = 1.4m,变异系数
阈值µ = 0.6,比例系数χ = 70%.通过仿真分析对
如图2(c)所示的退化工作空间进行栅格划分,其栅格
边长与满足变异系数要求的栅格比例关系如图3(b)
所示.仿真结果显示,随着栅格边长由1.4 m逐渐缩小
至 0.28 m,满足变异系数要求的栅格比例由 55.69 %
逐渐增长至76.66 %,因此选取栅格比例70 %对应的
0.35 m作为栅格边长.
通过上述分析能够看出,关节锁定前后,满足性

能平稳要求的栅格边长分别为 0.7 m和 0.35 m,若在
关节锁定后仍以锁定前的栅格边长进行工作空间划

分,则可能导致规划出的路径不满足运动性能要求.

3.4 A∗算法改进前后搜索轨迹对比分析

本文提出的单关节故障机械臂容错路径规划算

法能够解决单关节故障后机械臂仍需完成原定任务

的问题,本节将对这一算法加以仿真验证.
针对具体的仿真任务,设置机械臂末端初始点为

[0.5 m, 5.5 m, 4.5 m],期望点为 [0.5 m,−5.5 m,7.5 m],
该轨迹在常态下工作空间内可达.若机械臂J3故障

锁定在 θ3 = 30◦时机械臂仍按照原规划轨迹进行
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直线规划,则通过原任务轨迹在退化可操作度分布空
间切面图 (如图4中虚线所示)能够看出,原轨迹中存
在明显不可达路段,因此依据原规划路径无法完成任
务,需要进行容错路径规划.
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图 4 机械臂在退化可操作度分布空间内的轨迹搜索结果

根据图3(b)确定机械臂退化工作空间的栅格边
长为∆l = 0.35m,设置最低退化可操作度ζ = 10.基
于改进A∗算法进行容错路径规划时,设置可操作度
代价系数σ = 50.通过改进A∗算法搜索出的机械臂

末端轨迹如图4中实线所示,轨迹中各拐点对应栅格
的平均退化可操作度如图 5(a)所示.由图 5(a)可见,
基于改进A∗算法规划所得路径的退化可操作度主要

集中在10∼ 20> ζ的范围.
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图 5 A∗算法改进前后搜索轨迹可操作度对比

作为对比,本文基于未增加改进项的传统A∗算

法对相同的任务进行路径规划,所得轨迹如图 4中
“点划线”所示,轨迹中各拐点对应栅格的平均退化
可操作度如图 5(b)所示.轨迹所覆盖的栅格存在平

均退化可操作度小于ζ的情况,没有达到任务所需运
动性能的要求.
综上所述,基于改进A∗算法搜索出的路径能够

选择具有较高退化可操作度的栅格,并能有效规避退
化可操作度不满足要求的栅格,从而使得规划所得路
径能够满足运动性能的要求,因此该方法能够有效解
决单关节故障机械臂容错路径规划问题.
仿真结果表明:本文所提出的运动学模型重构

方法能够实现单关节故障七自由度机械臂的运动学

模型重构;故障关节锁定后,七自由度机械臂的工作
空间相比于常态机械臂发生退化,存在不可达区域;
通过常态及退化工作空间的栅格边长分析,能够验证
工作空间退化前后不能以相同栅格边长划分工作空

间;通过增加退化可操作度代价项对A∗算法进行改

进,能够搜索出满足性能要求的容错路径.综合以上
仿真结果能够验证本文所提出基于运动学模型重构

的容错路径规划方法的正确性和有效性.

4 结 论

本文针对机械臂单关节故障问题,提出基于旋量
理论的通用运动学模型重构方法,能够实现任意构型
机械臂单关节故障后的运动学模型重构.通过分析
机械臂的退化工作空间,并以运动性能平稳为约束对
其进行栅格化,能够保证各栅格平均运动性能可代表
栅格内各散点的运动性能.通过在估价函数中增加
各栅格的平均可操作度代价项,实现了对传统A∗算

法的改进,基于改进A∗算法能够在退化工作空间中

搜索出满足性能要求的轨迹.最后以七自由度机械
臂为研究对象进行仿真实验,验证了所提出模型重构
方法及容错路径规划算法的正确性和有效性.
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