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多智能体系统离散时间一致性问题中的参数设计
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摘 要: 研究二阶多智能体系统在固定、有向通信拓扑条件下的离散时间一致性问题.针对每个智能体,采用基
于速度、位置的分布式控制协议,分析速度、位置增益系数以及采样周期等参数对系统一致性的影响.结果表明,
要实现二阶多智能体系统的一致性控制,在保持个体之间通信拓扑有生成树的同时,控制协议中的各个参数还必
须满足一定的约束条件.系统拉普拉斯矩阵的特征值和采样周期对系统能否实现渐近一致起到了关键的作用.最
后,给出一致性控制中参数设计的一种可行方法,并通过仿真对理论分析的正确性进行验证.
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discrete-time dynamics
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Abstract: The consensus problem for double-integrator dynamics under fixed and directed interaction in a discrete-time
setting is studied. A distributed control protocol based on velocity and position is designed for each agent, and the impact
of velocity and position gains and sampling period on consensus is analyzed. Results show that consensus of the second-
order multi-agent system can be achieved if and only if the topology graph has a directed spanning tree and the values
of the gain parameters meet some constraints. Both eigenvalues of the corresponding Laplacian matrix and sampling
period play a key role in reaching asymptotical consensus. A general parameter design method for consensus problem is
proposed. Finally, numerical simulations are given to illustrate the effectiveness and feasibility of the theoretical results.
Keywords: multi-agent systems；consensus；distributed control；parameter design；communication topology

0 引 䀰

一致性控制是多智能体系统控制的基础,也是协
同控制的一种特例.所谓一致性控制是指通过设计
合适的一致性算法或者协议使得所有智能体的状态

达到一致.在很多领域和工程问题中,一致性协同控
制都有着广阔的应用前景,如无人机集群控制[1-2]、多

卫星编队[3-4]、多机器人协作[5-6]等.因此,对多智能
体系统一致性相关问题进行研究具有非常重要的理

论和应用价值.目前,多智能体系统一致性问题的研
究主要集中在一致性协议设计及其收敛性分析,在网
络/通信拓扑的连通和保持,以及系统在时延和扰动

情况下的稳定性等方面取得了大量成果,由此提出了
多种基于智能体位置、速度的一致性控制协议和模

型[7-12].
近年来,对协议中的位置、速度增益系数以及离

散时间系统的采样周期等相关参数进行设计与优化

也开始受到广泛关注.文献 [13]在固定有向拓扑条
件下研究了连续时间二阶系统的一致性协议,发现
协议中的速度、位置增益系数需要满足依赖于系统

Laplacian矩阵特征值的约束条件才能达到一致;文
献 [14-15]分别针对固定和切换拓扑,设计了二阶系
统一致性协议,并给出了实现一致性的充分条件;文
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献 [16]研究了二阶系统一致性控制的通用协议,指出
通过选择不同的速度、位置增益系数可以实现不同

的一致性状态;文献 [17]进一步研究了存在时延的
连续时间二阶系统一致性问题,设计了基于位置和
速度误差的一致性协议,给出了协议中增益系数和
Laplacian矩阵特征值应满足的约束关系;文献 [18]研
究了二阶系统离散时间一致性问题,指出在通信拓
扑存在生成树的情况下,一定存在满足条件的速度和
位置增益,使系统达到一致状态,但并未指出如何确
定相应的参数;文献 [19]研究了固定拓扑条件下,速
度、位置增益应满足的约束条件,但没有考虑采样周
期对系统一致性的影响;文献 [20]分别在无向和有
向拓扑条件下讨论了一致性协议中增益参数和采样

周期的约束关系,但结论中只考虑了速度增益;文献
[21]进一步讨论了耦合分组 (Couple-group)一致性问
题中相关参数与采样周期的约束关系;文献 [22]研究
了非线性多智能体系统的领导-跟随一致性,指出不
能实现一致的原因是个体之间的耦合作用不够强,并
给出了相应的解决措施;文献 [23]在通信拓扑强连通
假设下,研究了一阶连续时间系统一致性协议中的增
益优化问题;文献 [24]针对二阶系统离散时间一致性
问题,设计了仅基于位置信息的控制协议,得出了增
益系数和采样周期的约束关系,指出较小的采样周期
并不一定能加快系统收敛速度.
文献 [13-24]取得的成果对多智能体系统一致性

控制协议的参数设计具有重要的指导意义.但其考
虑的参数不够完备,且未给出参数设计的一般方法和
流程,参数选择往往具有一定的随机性.为此,本文首
先针对二阶离散时间多智能体系统,设计基于速度、
位置误差的分布式控制协议;然后,建立实现系统一
致性的充要条件,给出速度、位置增益及采样周期的
约束条件,并给出相关参数的设计方法和流程;最后,
通过仿真对理论分析结果进行验证.
本文符号说明:1N (0N )表示元素全为1(0)的N

维列向量.在不引起歧义的情况下,用1(0)表示元素
全为1(0)的相应维数的矩阵或向量. IN表示N阶单

位矩阵, i表示虚数单位,即 i2 = −1.

1 亴备知䇶

对于包含N个智能体的系统,如果将每个智能
体作为节点,则其通信拓扑结构可用有向图G = (W,

E,A)表示.其中:W = (w1, w2, · · · , wN ),E ⊆ {(wi,

wj) : wi, wj ∈ W},A = [aij ] ∈ RN×N分别表示图

G的顶点集、边集和邻接矩阵.如果节点wi和wj存

在一条有向边eij = (wi, wj) ∈ E,则称j为 i的邻接

节点,即智能体 i能得到j的状态信息,Ni := {wj |wj

∈ W : eij ∈ E}表示i的所有邻接个体.若wj ∈ Ni(j

̸= i),则aij > 0;否则aij = 0.图中的一条有向路
径是指从节点wi到wj的有序边序列(wi, wi+1), · · · ,
(wj−1, wj) ∈ E.若图中至少存在一个节点,其具有
到其他所有节点的有向路径,则称该图包含一棵有
向生成树.图的Laplacian 矩阵L = [lij ] ∈ RN×N定

义为

lij =


N∑

k=1,k ̸=i

aik, i = j;

−aij , i ̸= j.

为了进一步研究,本文还需要以下引理.
引理 1 [1] 对于具有N个节点的有向图G,设

Laplacian的特征值为λi, i = 1, 2, · · · , N ,则有以下
结论成立: 1)L具有至少一个0特征值,1N是0特征
值对应的特征向量,且满足L1N = 0; 2)如果G有生

成树,则0是L的代数重数为1的特征值,且剩余N−1

个特征值的实部均为正,即0 = λ1 < Re(λi), i =

2, 3, · · · , N .

2 一致性协议及主要结果

2.1 一致性协议

考虑由N个智能体组成的系统,设每个个体的
动力学特性可以用如下二阶离散时间模型来描述:xi(k + 1) = xi(k) + Tvi(k),

vi(k + 1) = vi(k) + Tui(k).
(1)

其中: i = 1, 2, · · · , N ;xi(k) ∈ Rn, vi(k) ∈ Rn,ui(k)

∈ Rn分别表示智能体 i的位置、速度和控制输入;T
> 0表示采样周期.为描述方便,本文取n = 1,但所
得到的结论对于n ⩾ 2的情况仍然成立,且可通过
Kronecker积运算得到.

定义1 ∀i, j = 1, 2, · · · , N ,如果系统在任意初
始状态下都满足

lim
k→+∞

||xi(k)− xj(k)|| = 0,

lim
k→+∞

||vi(k)− vj(k)|| = 0,

则称系统(1)能够实现渐近一致.
为实现多智能体系统的一致性,设计如下基于速

度、位置信息的分布式控制协议:

ui(k) = − α
∑
j∈Ni

aij(xi(k)− xj(k))−

β
∑
j∈Ni

aij(vi(k)− vj(k)). (2)

其中:α > 0,β > 0为待定参数,分别表示位置和速度
增益系数.定义x(k) = col[x1(k), · · · , xN (k)], v(k) =
col[v1(k), · · · , vN (k)], y(k) = col[x(k), v(k)],则将式
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(2)代入(1),整理可得
y(k + 1) = Γy(k), (3)

其中Γ =

[
IN TIN

−αTL IN − βTL

]
.

显然,系统 (1)与 (3)在一致性协议为 (2)的条件
下是等价的.
引理2 [19] 当且仅当1是Γ的代数重数为2m的

特征值时, 0是L的代数重数为m的特征值.
证明 设Γ的特征值为µ,由特征值的定义可知

det(µI2N − Γ ) =
N∏
i=1

{(µ− 1)
2
+ [αT 2 + (µ− 1)βT ]λi}. (4)

令det(µI2N − Γ ) = 0,可得

µi1,2 = 1 +
−βλi ±

√
β2λ2

i − 4αλi

2
T.

由于α > 0,通过上式可知,当且仅当λi = 0时,
µi1,2 = 0. 2
2.2 一致性分析及主要结论

定理1 系统(1)能够通过协议 (2)实现一致的充
要条件是:矩阵Γ有且仅有两个特征值为1,且其余特
征值在单位圆内.如果系统能够实现一致,则该一致
状态满足

lim
k→+∞

{x(k)− [1NξTx(0) + kT1NξTv(0)]} = 0,

lim
k→+∞

{v(k)− 1NξTv(0)} = 0.

(5)

其中: ξT是系统Laplacian矩阵的属于特征值0的左
特征向量,且满足ξT1N = 1.

证明 首先证明充分性.容易验证,当矩阵Γ有

且仅有两个特征值1时,不能与对角矩阵相似.因此,
存在可逆矩阵P ,使得P−1ΓP = J ,其中J为Γ的

Jordan标准形,且具有如下形式:

J =

1 1 0

0 1 0

0 0 J̃

 .

设P = (ζ1, ζ2, · · · , ζ2N ),P−1 = (η1, η2, · · · , η2N )T,
代入P−1ΓP = J可得

Γ (ζ1, ζ2, · · · , ζ2N ) = (ζ1, ζ2, · · · , ζ2N )

1 1 0

0 1 0

0 0 J̃

 .

整理可得 Γζ1 = ζ1,

Γ ζ2 = ζ1 + ζ2.

由此可知: ζ1, ζ2分别是Γ的属于特征值1的特征向量

和广义特征向量,通过计算可得ζ1 = [1T
N ,0T

N ]T, ζ2 =[
0T
N ,

1

T
1T
N

]T
.

同理可知, ηT
1 , ηT

2 分别为Γ的属于特征值1的左
广义特征向量和左特征向量,并通过计算可得η1 =[ 1
T
ςT, 0T

N

]T
, η2 = [0T

N , ςT]T,其中 ςT是矩阵L的属

于特征值0的任意左特征向量.令ξT =
1

T
ςT,注意到

P−1P = I ,即ηT
1 ζ1 = ξT1N = 1.显然, ξT也是L的

属于特征值0的左特征向量,且是唯一确定的,则有
η1 = [ξT,0T

N ]T, η2 = [0T
N , T ξT]T,从而有

lim
k→+∞

Γ k = P


1 1 0

0 1 0

0 0 lim
k→+∞

J̃k

P−1 =

(ζ1, ζ2)

[
1 k

0 1

][
ηT
1

ηT
2

]
+

(ζ3, ζ4, · · · , ζ2N ) lim
k→+∞

J̃k


ηT
3

...
ηT
2N

 . (6)

注意到矩阵Γ有且仅有两个特征值为1,其余特
征值在单位圆内,即有 lim

k→+∞
J̃k = 0,则有

lim
k→+∞

Γ k = lim
k→+∞

[
1NξT kT1NξT

0 1NξT

]
. (7)

由式 (3)可得y(k) = Γ ky(0),结合定义1可知,系
统能够实现一致,且一致状态满足式(5).

下面证明必要性.引理 1表明L至少有一个特

征值为 0,结合引理 2可知,Γ至少有两个特征值为
1.假设必要性条件不满足,则Γ至少有3个特征值不
在单位圆内 (J̃至少有1个特征值不在单位圆内),即

lim
k→+∞

J̃k ̸= 0,这表明至少有一个智能体的状态与其

他个体不一致,显然与系统能够实现一致的假设矛
盾,即必要性条件成立. 2
定理2 系统(1)能够通过协议 (2)实现一致的充

要条件是:系统的通信拓扑包含有向生成树,且系统
的相关参数满足以下条件:

αT 2 − 2βT +
4Re(λi)

|λi|2
> 0,

β − αT > 0,

[(αT 2 − 2βT )|λi|2 + 4Re(λi)](β − αT )
2−

4αIm2(λi)

|λi|2
> 0.

(8)

其中: Re(λi), Im(λi)分别表示λi的实部和虚部, i =

2, 3, · · · , N .
证明 首先证明必要性.假设系统能实现一致,
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由定理1可知,矩阵Γ有且仅有两个特征值为1,且其
余特征值在单位圆内.结合引理2可知,此时L有且

仅有一个特征值为0.若令µ− 1 = s,则由式(4)可得

s2 + βTλis+ αT 2λi = 0, i = 2, 3, · · · , N. (9)

且有Re(s) < 0.设si,1, si,2表示方程 (9)属于λi的一

对根,则有si,1 + si,2 = −βTλi,即Re(si,1 + si,2) =

−βTRe(λi) < 0.由于β > 0,T > 0,必有Re(λi) >

0.再由引理1可知,系统的通信拓扑有生成树.
令g(µ) = (µ− 1)2 + [αT 2 + (µ− 1)βT ]λi,其中

i = 2, 3, · · · , N ,则矩阵Γ有且仅有两个特征值为1,
其余特征值在单位圆内,等价于矩阵Γ有且仅有两个

特征值为1,且g(µ)的解满足 |µ| < 1,即g(µ)是Schur

稳定的.利用双线性变换µ =
σ + 1

σ − 1
可得

θ(σ) = (σ − 1)2g
(σ + 1

σ − 1

)
=

αλiT
2σ2 + 2λiT (β − αT )σ+

αλiT
2 − 2βλiT + 4. (10)

令

γ(σ) =
θ(σ)

αλiT 2
=

σ2 +
2T (β − αT )

αT 2
σ +

αλiT
2 − 2βλiT + 4

αλiT 2
, (11)

当且仅当 γ(σ)是Hurwitz稳定的,则g(µ)是Schur稳
定的.将σ = iω代入γ(iω)可得

γ(iω) =

(iω)2 + 2T (β − αT )

αT 2
(iω) + (αT 2 − 2βT )|λi|2 + 4λ̄i

α|λi|2T 2
,

(12)

其中 λ̄i表示 λi的共轭.令
m(ω) = −ω2 +

(αT 2 − 2βT )|λi|2 + 4Re(λi)

α|λi|2T 2
,

n(ω) =
2T (β − αT )

αT 2
ω − 4Im(λi)

α|λi|2T 2
.

(13)

由Hermite-Biehler定理[25]可知,二次复系数多
项式γ(σ)是Hurwitz稳定的,当且仅当: 1)m(ω) = 0

有两个不同的根,设为m1 < m2; 2)n(ω) = 0的单根

n1满足m1 < n1 < m2; 3)m(0)n′(0) − m′(0)n(0) >

0.即

∆ =
(αT 2 − 2βT )|λi|2 + 4Re(λi)

α|λi|2T 2
> 0,

m1 < n1 < m2,

(αT 2 − 2βT )|λi|2 + 4Re(λi)

α|λi|2T 2
× 2T (β − αT )

αT 2
> 0.

(14)

其中

m1 = −

√
(αT 2 − 2βT )|λi|2 + 4Re(λi)

α|λi|2T 2
,

m2 =

√
(αT 2 − 2βT )|λi|2 + 4Re(λi)

α|λi|2T 2
,

n1 =
2Im(λi)

|λi|2(βT − αT 2)
. (15)

求解不等式组(14)可得式(8)成立.
下面证明充分性.由引理1可知,如果G有生成

树,则0是L的代数重数为1的特征值,且剩余N − 1

个特征值的实部均为正,结合式 (4)可知,矩阵Γ有

且仅有两个特征值为1.又由必要性证明过程可知,
满足式 (8)的α,β,T使得g(µ)的解满足 |µ| < 1,即矩
阵Γ有且仅有两个特征值为1,其余特征值在单位圆
内.由定理1可知,系统能够实现一致. 2
推论1 假设通信拓扑是无向的,则系统 (1)能够

通过协议 (2)实现一致的充要条件是:通信拓扑连通,
且参数满足以下条件:

λN <
4

2βT − αT 2
,

T <
β

α
,

(16)

最终的一致状态满足
lim

k→+∞

{
x(k)−

[ 1

N
1N1Tx(0)+

kT

N
1N1Tv(0)

]}
= 0,

lim
k→+∞

{
v(k)− 1

N
1N1Tv(0)

}
= 0.

2.3 系统参数设计

由式 (8)可知,对于给定的系统,待定参数α,β及
采样周期T的组合并不唯一.不同于现有文献在约
束范围内随机选择符合条件的参数,本文提出根据实
际系统的加速度约束范围以及初始速度、位置估计

待定参数α,β的值,避免了加速度过大引起的系统性
能退化和振荡.下面给出确定各个参数的步骤.

Step 1:对于给定的系统,求系统Laplacian矩阵的
特征值,代入式(8),得到关于参数α,β,T的不等式组.

Step 2:计算α,β的取值.令δmax
x = max ||xi(0)−

xj(0)||, δmax
v = max ||vi(0) − vj(0)||分别表示初始时

刻飞机间的最大距离、速度误差. α,β应满足αδmax
x

+ βδmax
v 大小适当,本文取αδmax

x + βδmax
v = umax,其

中umax表示最大加速度.再根据位置、速度一致的
相对权重α/β = k1/k2,即可计算出α,β的取值,其中
k1 > 0, k2 > 0.

Step 3: 将α,β代入Step 1得到不等式,确定满足
条件的采样周期;如果T不满足实用约束,则需要重
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新选择α,β,甚至调整系统的通信拓扑.
Step 4:对于某些确定了T的情况,亦可通过调整

参数α,β或者系统的通信拓扑实现状态一致.

3 仿真结果与分析

考虑包含5个节点的多智能体系统,其通信拓扑
邻接矩阵为

A =



0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

1 0 0 1 0


.

各个智能体的初始位置和速度分别为x(0) =

[40, 30, 50, 20, 10], v(0) = [10, 8, 12, 4, 9].按照2.3
节中给出的步骤,确定各个待定参数.

1)通过简单计算可得系统Laplacian矩阵的特征
值λi = 0, 1, 2, 1.5 + 0.866 i, 1.5− 0.866 i.

2)取umax = 6,位置、速度一致的权重为α/β =

1/2.5.计算可得 δmax
x = 40, δmax

v = 8,则αδmax
x +

βδmax
v = 40α + 8β = 6.再由α/β = 1/2.5可以得

到 α = 0.1,β = 0.25.
3)将 α = 0.1,β = 0.25代入式 (8),为方便

求解采样周期 T 的范围,令 f(λi, T ) = [(αT 2 −

2βT )|λi|2 + 4Re(λi)](β − αT )2 − 4αIm2(λi)

|λi|2
, i =

2, 3, · · · , N .以 f(λi, T )为纵坐标,T为横坐标,在坐
标系中绘制f(λi, T )与T的关系曲线,可求得要满足
f(λi, T ) > 0,则有T < 1.05 s.
为了验证理论分析结果,分别取 T = 0.8 s、

T = 1.2 s进行仿真.简单验证可知,T = 0.8 s满足
式 (8),而T = 1.2 s不满足.根据选择的参数,代入系
统 (1)进行计算,得到的各个智能体的位置、速度、加
速度的轨迹如图1∼图5所示.

在图1∼图5中:α = 0.1, β = 0.25.从图1∼图3
中可以看到,当T = 0.8 s时,所有个体的位置达到一
致状态,速度收敛到一个常值,加速度大小适当且最
终趋于0.从图4和图5中可以看到,当T = 1.2 s时,系
统的速度和位置没有达到一致状态.

Agent 1
Agent 2

Agent 3
Agent 4

Agent 5

0 20 40 60 80 100

t /s

0

2

4

-2

-4

u

图 1 智能体的加速度轨迹 (T = 0.8 s)
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图 2 智能体的速度轨迹 (T = 0.8 s)
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图 3 智能体的位置轨迹 (T = 0.8 s)
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图 4 智能体的速度轨迹 (T = 1.2 s)
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图 5 智能体的位置轨迹 (T = 1.2 s)

4)在实际应用中,可能出现采样周期已经固定
或者其他实际约束 (为方便对比,取T = 1.2 s),此
时需要通过调整α,β的值使系统趋于一致.为此,取
α = 0.1,T = 1.2 s,采用与式 (2)中类似的方法可得
β > 0.27.因此,取β = 0.30,代入系统方程进行计算,
可验证通过调整α,β的值,系统能够实现一致 (由于
篇幅限制,文中没有给出速度、位置变化曲线,但其变
化趋势与图1类似).

4 结 论

本文研究了二阶多智能体系统离散时间一致性

问题,设计了基于速度、位置信息的分布式控制协
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议.在固定、有向通信拓扑条件下,对个体之间速度、
位置增益系数及采样周期应满足的约束条件进行了

分析.结果表明,为了实现二阶多智能体系统的一致
性控制,在保持个体之间通信拓扑有生成树的同时,
控制协议中的各个参数还必须满足一定的约束条

件.除了系统拉普拉斯矩阵的特征值外,系统采样周
期对系统能否实现渐近一致也具有关键的影响.分
析了协议中速度、位置增益及采样周期等参数的设

计问题,给出了确定各个参数的可行方法及流程.最
后通过仿真验证了理论分析的正确性.
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