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带有噪声递推估计的自适应集合卡尔曼滤波
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(西安交通大学电子与信息工程学院，西安 710049)

摘 要: 卡尔曼滤波 (KF)广泛应用于线性系统的状态估计问题.然而,它需要精确已知过程噪声的统计特性,这
在实际应用中往往是不能满足的.在这个背景下,首先,根据协方差匹配原理建立一种带有过程噪声递推估计的
自适应KF算法;然后,为了突破KF只能处理线性系统估计问题的局限,将过程噪声递推估计引入集合卡尔曼滤波
(EnKF)中,提出一种自适应EnKF算法;最后,采用估计理论证明所提出算法的稳定性.与标准EnKF相比,该自适
应算法在过程噪声统计特性未知的情况下滤波依然收敛,滤波精度及稳定性显著提升.仿真结果验证了所提出算
法的有效性.
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Adaptive ensemble Kalman filter with recursive noise estimation
JIANG Hao-nan, CAI Yuan-li†

(School of Electronic and Information Engineering，Xi’an Jiaotong University，Xi’an 710049，China)

Abstract: The Kalman filter(KF) is widely used for state estimation of linear systems. However, it requires accurate
statistic of process noise, which is not plausible in practical applications. In this paper, an adaptive KF algorithm with
recursive process noise estimation is constructed firstly by utilizing the covariance matching principle. Then, in order to
break through the limitation of the KF that can only deal with the estimation problem of linear systems, the recursive
process noise estimation is introduced into the ensemble Kalman filter(EnKF), so that an adaptive EnKF algorithm is
proposed. Finally, the stability of the novel algorithm is proved through the estimation theory. Under the condition of
unknown process noise statistic, the proposed adaptive EnKF algorithm still converges, moreover its filtering precision
and stability are better than those of the standard EnKF. Simulation results validate the effectiveness of the presented
algorithm.
Keywords: Kalman filter；covariance matching；recursive process noise estimation；adaptive ensemble Kalman filter

0 引 言

状态和参数估计问题广泛存在于组合导航、目

标跟踪和控制系统等领域[1].能够持续准确地估计某
个系统的状态是对其进行有效控制的前提,因此,所
采用的估计方法不仅要求精度高,而且应具备处理模
型误差的能力.这里的模型误差主要指函数模型 (如
状态转移函数)误差和随机模型(噪声)误差[2].

自提出以来,卡尔曼滤波 (KF)一直是被研究和
使用最为广泛的估计方法之一.然而,它需要已知系
统的函数模型和噪声统计特性,并且仅适用于受高斯
白噪声干扰的线性系统的估计问题.在卡尔曼滤波
思想的基础上,多种非线性滤波方法应运而生,其中

应用最广泛的是扩展卡尔曼滤波 (EKF)[3].根据实际
精度需求, EKF可以对非线性系统函数进行泰勒展
开并保留到n阶项.即便如此,当系统的非线性较强
时,这样的线性化操作往往会导致估计结果不稳定甚
至发散.
不同于EKF算法近似非线性函数的思想,免微

分非线性滤波算法,主要包括以无味卡尔曼滤波
(UKF)[4]为代表的确定性采样滤波算法和以粒子滤

波 (PF)[5]为代表的随机性采样滤波算法两大类,采用
不同的方式近似非线性函数的概率密度分布.另一
种随机性采样滤波算法—–集合卡尔曼滤波 (EnKF),
最早由Evensen[6]提出,之后广泛应用于气象学中进
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行数据同化. EnKF采用序贯蒙特卡罗方法和数据同
化技术改善了量测噪声随机性对滤波精度的不利影

响[7].在给定足够多的集合样本条件下, EnKF具有更
高的滤波精度,同时计算复杂度较低.
在实际应用中,由于被估计系统的函数模型和

噪声统计特性往往并不能够准确获得,采用之前
所述的标准滤波算法可能会导致估计精度大大降

低.鉴于此,国内外许多学者提出了鲁棒的滤波算法,
即在不改变估计模型的基础上,提高算法的滤波精
度. Simon[8]提出的H∞滤波基于“最小化最差情况

下的估计误差”的思想处理模型误差,它的主要缺点
是滤波效果非常容易受到自定义性能约束的影响;
近年来提出的变结构滤波[9],在给定模型或参数不确
定程度上界的情况下,能够得到鲁棒并且稳定的估
计结果;高斯和滤波[10]、Masreliez-Martin滤波[11]和

Izanloo等[12]提出的基于最大熵准则的卡尔曼滤波等

可以解决受非高斯噪声干扰的系统估计问题;针对
量测信息中存在异常值的情况,文献 [13]基于Huber
的M估计理论提出了相应的改进算法.
此外,也有大量学者致力于自适应滤波算法的

研究,即通过实时调整模型参数和噪声的统计特性
改善算法的滤波精度.文献报道的自适应滤波算法
主要可以分为基于新息的自适应滤波算法和多模型

自适应滤波算法两大类.其中,基于新息的自适应算
法主要采用协方差匹配[14]、相关技术[15]和极大似

然估计[16]等思想.这些算法主要存在计算负担过重、
无法保证矩阵正定性和不能在线估计等缺点.交互
式多模型滤波算法[17]是能够有效地解决模型误差

的方法之一,然而其估计精度依赖于模型的数量以
及模型集的选取.针对系统参数可能发生突变的情
况, Nemeth等[18]在序贯蒙特卡罗框架下提出了一种

自适应参数估计算法.
本文针对过程噪声统计特性未知的情况,首先

利用协方差匹配原理建立一种带有噪声递推估计

的自适应卡尔曼滤波 (AKF)算法,可以对过程噪声
的统计特性进行在线估计和修正.相比于已有的基
于协方差匹配的自适应算法[14,19-21],本文所提出的
算法不再使用滑窗,避免了存储大量数据,提高了算
法的效率.随后,为了解决实际情况中更容易出现的
非线性系统的估计问题,将过程噪声递推估计方法
引入 EnKF算法中,提出一种自适应集合卡尔曼滤
波 (AEnKF)算法. AEnKF算法可以有效地解决过程
噪声未知情况下非线性系统的状态和参数估计问

题.通过理论分析,证明了所提出算法的稳定收敛性,

并在一个典型的目标跟踪仿真实例中验证了所提出

算法的有效性.

1 问题᧿述

考虑如下离散非线性系统:xk = f(xk−1) +wk−1,

zk = h(xk) + vk.
(1)

其中:xk ∈ Rn为系统的状态向量; zk ∈ Rm为系统

的量测向量; f(·)和h(·)分别为已知的状态转移函数
和量测函数;wk ∈ Rn为过程噪声,vk ∈ Rm为量测

噪声.
假设1 wk和vk是互不相关的高斯白噪声,且

对于所有的非负整数k和j,有
1) E[wk] = 0, E[wkw

T
j ] = Qkδkj , Qk ⩾ 0;

2) E[vk] = 0, E[vkv
T
j ] = Rkδkj , Rk > 0;

3) E[wkv
T
j ] = 0.

其中: E[·]为数学期望运算符,Qk为非负定对称矩

阵,Rk为正定对称矩阵, δkj为Kronecker-δ函数.
假设2 初始状态x0服从高斯分布N (x̂0, P0),

且与wk和vk相互独立.
假设3 过程噪声协方差矩阵Qk未知,量测噪

声协方差矩阵Rk是已知的常值矩阵.
为便于后面的理论分析,给出非线性系统 (1)的

线性化模型如下:xk = Fk−1xk−1 +wk−1,

zk = Hkxk + vk.
(2)

其中

Fk−1 =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=x̂k−1|k−1

, (3)

Hk =
∂h

∂x

∣∣∣∣
x=x̂k|k−1

. (4)

在标准的滤波 (KF和EnKF)算法中,过程噪声的
统计特性是已知的,然而在实际情况中这些信息往往
并不能够精确获得.因此,为了保证得到稳定且准确
的状态估计,需要设计一种能够处理此类模型不确定
问题的自适应滤波算法.

2 自适应滤波算法

针对上述问题,本节根据协方差匹配原理[14]推

导了一种过程噪声递推估计方法,可以对过程噪声的
统计特性进行实时估计,然后将其引入标准的滤波算
法中,从而提升算法的自适应性.

2.1 过程噪声递推估计方法

考虑k− 1时刻的状态一步预测估计值x̂k|k−1和

k时刻的状态滤波估计值x̂k|k,将它们的残差表示为
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ζk = x̂k|k − x̂k|k−1. (5)

根据k − N + 1时刻到k时刻的状态残差数据, ζk的
均值 ζ̄k和协方差Σζk

的估计分别为

ζ̄k =
1

N

k∑
i=k−N+1

ζi, (6)

Σζk
=

1

N − 1

k∑
i=k−N+1

(ζi − ζ̄k)(ζi − ζ̄k)
T
, (7)

其中N表示滑窗宽度,是一个可调参数.
假设过程噪声协方差不变,对式 (7)求期望[14],可

得

E(Σζk
) =

1

N

k∑
i=k−N+1

(Fi−1Pi−1|i−1F
T
i−1 − Pi|i) +Qk, (8)

其中Fi−1和Pi−1|i−1分别为 i − 1时刻的状态转移矩

阵和滤波协方差矩阵.
由式(7)和(8),过程噪声协方差可近似写为

Qk =
1

N − 1

k∑
i=k−N+1

(ζi − ζ̄k)(ζi − ζ̄k)
T−

1

N

k∑
i=k−N+1

(Fi−1Pi−1|i−1F
T
i−1 − Pi|i). (9)

经过简单的数学变换,式(9)可以重写为如下形式:

Qk =
N − 1

N
Xk +∆Qk. (10)

其中

Xk =
N

(N − 1)
2

k−1∑
i=k−N+1

(ζi − ζ̄k)(ζi − ζ̄k)
T−

1

N − 1

k−1∑
i=k−N+1

(Fi−1Pi−1|i−1F
T
i−1 − Pi|i),

∆Qk =
1

N − 1
(ζk − ζ̄k)(ζk − ζ̄k)

T−

1

N
(Fk−1Pk−1|k−1F

T
k−1 − Pk|k).

根据极限的相关性质,当N → ∞时,有N/(N −
1)2 ≈ 1/(N − 2)成立,所以

Xk ≈ 1

N − 2

k−1∑
i=k−N+1

(ζi − ζ̄k)(ζi − ζ̄k)
T−

1

N − 1

k−1∑
i=k−N+1

(Fi−1Pi−1|i−1F
T
i−1 − Pi|i).

(11)

参照式 (9)可知,Qk−1具有与式 (11)等价的形式,因
此式(10)可重写为如下形式:

Qk =
N − 1

N
Qk−1 +∆Qk. (12)

由此得到了过程噪声协方差的递推估计公式,与式

(9)相比,不再需要存储前N时刻的状态残差数据,大
大减小了计算负担,提升了算法的效率.

采用相同的近似方法计算 ζ̄k如下:

ζ̄k =
1

N

k∑
i=k−N+1

ζi =
1

N

k−1∑
i=k−N+1

ζi +
1

N
ζk,

并可得到 ζ̄k的递推计算公式

ζ̄k =
N − 1

N
ζ̄k−1 +

1

N
ζk. (13)

2.2 带有噪声递推估计的AKF算法

本小节将过程噪声递推估计方法引入KF中,得
到AKF算法,可以有效解决过程噪声未知情况下线
性系统的估计问题.算法的具体流程如下:

1)初始化,即

x̂0 = E[x0],

P0 = E[(x0 − x̂0)(x0 − x̂0)
T],

Q̂0 = Q0, R̂0 = R0,

ζ0 = x0 − x̂0, ζ̄0 = 0. (14)

2)时间更新,即

x̂k|k−1 = Fk−1x̂k−1|k−1, (15)

Pk|k−1 = Fk−1Pk−1|k−1F
T
k−1 +Qk−1. (16)

3)量测更新,即

Kk = Pk|k−1H
T
k (HkPk|k−1H

T
k +Rk)

−1, (17)

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk(zk −Hkx̂k|k−1), (18)

Pk|k = (In −KkHk)Pk|k−1(In −KkHk)
T+

KkRkK
T
k , (19)

其中In为n阶单位矩阵.
4)过程噪声协方差更新,即

ζk = x̂k|k − x̂k|k−1, (20)

ζ̄k =
N − 1

N
ζ̄k−1 +

1

N
ζk, (21)

∆Qk =
1

N − 1
(ζk − ζ̄k)(ζk − ζ̄k)

T−

1

N
(Fk−1Pk−1|k−1F

T
k−1 − Pk|k), (22)

Qk =
N − 1

N
Qk−1 +∆Qk. (23)

2.3 带有噪声递推估计的AEnKF算法

本小节将过程噪声递推估计引入EnKF中,得到
AEnKF算法,可以有效解决过程噪声未知情况下非
线性系统的估计问题.算法的具体流程如下:

1) 初始化.初始化过程参照式 (14),初始状态集
合{xi

0}
q
i=1中的样本服从均值为 x̂0、协方差为P0的

高斯分布.



1570 控 制 与 决 策 第33卷

2)时间更新.考虑非线性系统(1),假定在k−1时

刻,状态估计样本集合为{xi
k−1|k−1}

q
i=1,状态一步预

测样本集合为 {xi
k|k−1}

q
i=1, q表示集合的样本个数,

并且

xi
k|k−1 = f(xi

k−1|k−1) +wi
k−1, (24)

其中wi
k−1服从均值为0、协方差为Qk−1的高斯分

布.状态一步预测均值为

x̂k|k−1 =
1

q

q∑
i=1

xi
k|k−1. (25)

定义状态一步预测误差

x̃i
k|k−1 = xi

k|k−1 − x̂k|k−1, (26)

则一步预测误差协方差为

P xx
k|k−1 =

1

q − 1

q∑
i=1

x̃i
k|k−1x̃

i,T
k|k−1. (27)

3) 量测更新.在 k时刻,状态一步预测集合
{xi

k|k−1}
q
i=1中每个样本对应的量测一步预测为

zi
k|k−1 = h(xi

k|k−1), (28)

量测一步预测均值由下式给出:

ẑk|k−1 =
1

q

q∑
i=1

zi
k|k−1. (29)

定义量测预测误差

z̃i
k|k−1=zi

k|k−1 − ẑk|k−1, (30)

则状态与量测误差互协方差矩阵P xz
k|k−1和量测误差

协方差矩阵P zz
k|k−1可计算如下:

P xz
k|k−1 =

1

q − 1

q∑
i=1

x̃i
k|k−1z̃

i,T
k|k−1, (31)

P zz
k|k−1 =

1

q − 1

q∑
i=1

z̃i
k|k−1z̃

i,T
k|k−1. (32)

由此可以得到滤波增益矩阵

Kk = P xz
k|k−1(P

zz
k|k−1)

−1. (33)

状态一步预测集合样本的滤波估计值为

xi
k|k = xi

k|k−1 +Kk(zk + vi
k − zi

k|k−1). (34)

其中: zk为k时刻的真实量测值,vi
k服从均值为0、协

方差为Rk的高斯分布.式 (34)通过数据同化思想引
入vi

k旨在解决量测噪声随机性对滤波精度的不利影

响,从而滤波均值和协方差可由下面两式计算得到:

x̂k|k =
1

q

q∑
i=1

xi
k|k, (35)

P xx
k|k =

1

q − 1

q∑
i=1

x̃i
k|kx̃

i,T
k|k, (36)

其中x̃i
k|k = xi

k|k − x̂k|k.

4)过程噪声协方差更新.即

ζk = x̂k|k − x̂k|k−1, (37)

ζ̄k =
N − 1

N
ζ̄k−1 +

1

N
ζk, (38)

∆Qk =
1

N − 1
(ζk − ζ̄k)(ζk − ζ̄k)

T−

1

N
(P xx

k|k−1 −Qk−1 − P xx
k|k ), (39)

Qk =
N − 1

N
Qk−1 +∆Qk. (40)

其中:式 (39)是根据式 (16)和 (22)得出的,这样做的目
的是避免对非线性状态转移函数进行线性化,在减小
计算复杂度的同时进一步提高滤波精度.

3 自适应滤波算法的稳定性分析

本节主要分析算法的稳定性,首先定义状态误差
ξk = xk − x̂k|k,其中

xk = Fk−1xk−1, (41)

x̂k|k = Fk−1x̂k−1|k−1 +KkHk(xk − x̂k|k−1). (42)

将式(41)和(42)两边分别相减,可得到

ξk = (In −KkHk)Fk−1ξk−1. (43)

引理1 [9] 考虑线性化离散时间系统 (2)和所提
出的AKF算法,对于任意时刻k ⩾ 1,若有以下不等式
成立:

∥ezk|k∥ < ∥ezk−1|k−1
∥, (44)

则该算法是稳定收敛的,其中

ezk|k = Hkξk + vk. (45)

引理2 对于维度相同的非奇异方阵A和C,有
如下等式成立:

(A+C)−1 =

A−1 −A−1(A−1 +C−1)−1A−1. (46)

证明 根据Sherman-Morrison-Woodbury矩阵求
逆引理

(A+BCD)−1 =

A−1 −A−1B(DA−1B +C−1)−1DA−1, (47)

令矩阵B = D = I ,其中I为维度与A相同的单位

阵,代入式(47)中便可以得到式(46). 2
定理1 如果Fk−1是可逆矩阵,一步预测协方差

矩阵Pk|k−1和滤波协方差矩阵Pk|k是正定的,则有
如下不等式成立:

P−1
k|k ⩽

(In −KkHk)
−TF−T

k−1MF−1
k−1(In −KkHk)

−1.

(48)

其中
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M =

P−1
k−1|k−1 − P−1

k−1|k−1(P
−1
k−1|k−1+

FT
k−1Q

−1
k−1Fk−1)

−1P−1
k−1|k−1. (49)

证明 根据式(19),有

Pk|k ⩾ (In −KkHk)Pk|k−1(In −KkHk)
T.

上式两边同时求逆,有

P−1
k|k ⩽ (In −KkHk)

−TP−1
k|k−1(In −KkHk)

−1,

(50)

其中一步预测协方差矩阵

Pk|k−1 = Fk−1Pk−1|k−1F
T
k−1 +Qk−1 =

Fk−1(Pk−1|k−1 + F−1
k−1Qk−1F

−T
k−1)F

T
k−1.

由引理2,对于矩阵Pk−1|k−1和F−1
k−1Qk−1F

−T
k−1,有

(Pk−1|k−1 + F−1
k−1Qk−1F

−T
k−1)

−1 = M ,

因此,对Pk|k−1求逆,可以得到

P−1
k|k−1 = F−T

k−1MF−1
k−1. (51)

将式(51)代入(50)便可得到(48). 2
定理2 考虑线性化系统 (2)和AKF算法,若存

在大于0的实数a、b、c和λmin使下述不等式成立:

aIn ⩽ Pk−1|k−1 ⩽ bIn, (52)

∥Fk−1∥ ⩽ c, (53)
1

b− a
−

(1
a
+

1

b

)
>

c2

λmin
, (54)

则AKF算法是稳定收敛的.其中λmin是式 (23)更新
的噪声协方差矩阵的最小的特征值.
证明 定义k − 1时刻的Lyapunov函数如下:

V (ξk−1) = ξT
k−1P

−1
k−1|k−1ξk−1. (55)

同理可得

V (ξk) = ξT
k P

−1
k|kξk. (56)

显然V (0) = 0.由式(52)和(55)可得
1

b
∥ξk−1∥2 ⩽ V (ξk−1) ⩽

1

a
∥ξk−1∥2. (57)

根据式(43),(56)和定理1,有

V (ξk) ⩽ ξT
k−1Mξk−1, (58)

则Lyapunov函数的变化率满足如下不等式:

∆V = V (ξk)− V (ξk−1) ⩽

ξT
k−1(M − P−1

k−1|k−1)ξk−1 =

− ξT
k−1P

−1
k−1|k−1(P

−1
k−1|k−1+

FT
k−1Q

−1
k−1Fk−1)

−1P−1
k−1|k−1ξk−1.

结合式(52)和(53),有

∆V = V (ξk)− V (ξk−1) ⩽

− 1

b2
(1
a
+

c2

λmin

)∥ξk−1∥2. (59)

根据式(57),式(59)可表示为

V (ξk) ⩽
(
1− a

b2
(1
a
+

c2

λmin

))V (ξk−1),

从而可以得到

∥ξk∥ ⩽
√

b

a

√√√√1− a

b2
(1
a
+

c2

λmin

)∥ξk−1∥. (60)

由式(54)可以推出

b2(λmin + ac2)− a2λmin < ab(λmin + ac2). (61)

将式(61)两边同时除以aλmin,有

b2
(1
a
+

c2

λmin

)
− a < ab

(1
a
+

c2

λmin

)
, (62)

再结合式(60),可以得到

∥ξk∥ < ∥ξk−1∥. (63)

为了去掉范数符号,将不等式 (63)两边同时乘以
自身的转置,得

ξkξ
T
k < ξk−1ξ

T
k−1.

取数学期望,有

E(ξkξT
k ) < E(ξk−1ξ

T
k−1).

根据式 (2),假设量测函数为线性时不变,即Hk

= Hk−1 = H ,则有

E[(Hkξk)(Hkξk)
T + vkv

T
k ] <

E[(Hk−1ξk−1)(Hk−1ξk−1)
T + vk−1v

T
k−1]. (64)

再根据噪声的不相关性,式(64)可以重写为

E[(Hkξk)(Hkξk)
T + vkv

T
k +

(Hkξk)v
T
k + vk(Hkξk)

T] <

E[(Hk−1ξk−1)(Hk−1ξk−1)
T + vk−1v

T
k−1+

(Hk−1ξk−1)v
T
k−1 + vk−1(Hk−1ξk−1)

T].

进一步,根据式(45)可得出

ezk|ke
T
zk|k

< ezk−1|k−1
eT
zk−1|k−1

,

即

∥ezk|k∥ < ∥ezk−1|k−1
∥. (65)

则由引理1可知, AKF算法是稳定收敛的. 2
文献 [5]已经证明,在给定足够多的样本时,对于

线性系统,采用EnKF算法和KF算法进行估计得到
的滤波均值和协方差是近似相等的,所以AEnKF算
法也是稳定收敛的.而对于非线性系统滤波问题,由
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于无法获得闭合解析解,本文将主要通过计算均方误
差下限来评估AEnKF算法的性能,具体见下一节.

4 误差分析

Cramér-Rao下界 (CRLB)被广泛应用于滤波器
的性能评估,它提供了一个滤波器可能达到的最好的
均方误差. k时刻估计误差的CRLB有如下形式:

CRLBk
∆
= J−1

k , (66)

其中Fisher信息矩阵

Jk = E
[
− ∂2 ln p(x1:k, z1:k)

∂x2
k

]
.

引理3 [1] 后验Fisher信息矩阵Jk的计算服从

如下递推形式:

Jk = D22
k −D21

k (Jk−1 +D11
k )−1D12

k . (67)

其中

D11
k = E

{
−∂2 ln p(xk|xk−1)

∂x2
k−1

}
,

D12
k = E

{
−∂2 ln p(xk|xk−1)

∂xk−1∂xk

}
,

D21
k = E

{
−∂2 ln p(xk|xk−1)

∂xk∂xk−1

}
,

D22
k = E

{
−∂2 ln p(xk|xk−1)

∂x2
k

}
+

E
{
−∂2 ln p(zk|xk)

∂x2
k

}
.

定理3 针对非线性系统 (1),状态估计误差的
CRLB由下式给出:

CRLBk
∆
= J−1

k . (68)

其中

Jk = Q−1
k−1 +HT

k R
−1
k Hk −Q−1

k−1Fk−1(Jk−1+

FT
k−1Q

−1
k−1Fk−1)

−1FT
k−1Q

−1
k−1, (69)

Fk−1和Hk可以根据线性化系统模型(2)求出.
证明 对于系统 (1),假设噪声服从高斯分布,则

条件概率密度函数

p(xk|xk−1) =
1√

2π|Qk−1|
exp

[
−

x̃T
kQ

−1
k−1x̃k

2

]
,

p(zk|xk) =
1√

2π|Rk|
exp

[
− z̃T

k R
−1
k z̃k

2

]
.

其中: x̃k = xk − f(xk−1), z̃k = zk − h(xk).

根据引理3,有

D11
k = FT

k−1Q
−1
k−1Fk−1, D

12
k = −FT

k−1Q
−1
k−1,

D21
k = −Q−1

k−1Fk−1, D
22
k = Q−1

k−1 +HT
k R

−1
k Hk.

(70)

将式(70)代入(67),然后根据(66)便可得到(68). 2

5 仿真分析

为了验证所提出算法的有效性,本节针对目标跟
踪问题进行建模仿真分析.二维平面内目标运动的
状态方程为

xk =


xk

yk

ẋk

ẏk

 =


1 0 T 0

0 1 0 T

0 0 1 0

0 0 0 1

xk−1 +wk, (71)

量测方程为

zk =


√

(xk − sx)
2
+ (yk − sy)

2

atan
(xk − sx
yk − sy

)
+ vk. (72)

其中: (xk, yk)和 (ẋk, ẏk)分别为k时刻目标的位置和

速度,T为采样周期, (sx, sy)为传感器的位置.
本文采用位置均方根误差 (RMSE)作为性能指

标,在后面的仿真中对标准的EnKF算法和AEnKF算
法的性能进行比较. k时刻的位置RMSE定义如下:

RMSEk =

√√√√ 1

M

M∑
i=1

(x̂i
k − xi

k)
2
+ (ŷik − yik)

2
. (73)

其中:M为蒙特卡罗次数, (xi
k, y

i
k)和 (x̂i

k, ŷ
i
k)分别为

第i次蒙特卡罗实验中k时刻目标位置的真实值和滤

波估计值.
对于本文仿真中研究的目标跟踪模型, k时刻位

置RMSE的CRLB可由下式计算得到:

CRLB(RMSEk) =
√

J−1
k [1, 1] + J−1

k [2, 2]. (74)

其中:Jk可以根据式 (69)求出,J−1
k|k[1, 1]和J−1

k [2, 2]

分别表示矩阵 J−1
k 主对角线上的第 1和第 2个元

素.在求Jk 时,由于量测方程 (72)是非线性的,需要
对其进行线性化处理.根据式 (4)得到线性化的量测
矩阵如下:

Hk =

xk − sx
r

yk − sy
r

0 0

yk − sy
r2

−(xk − sx)

r2
0 0

 , (75)

其中r =
√

(xk − sx)
2
+ (yk − sy)

2,表示k时刻目标

与传感器之间的距离.
目标的初始位置为 (30 km, 30 km),初始速度为

(100m/s, 0m/s),传感器位于 (55 km, 55 km),采样周
期设为T = 1 s,仿真时长设为300 s.假设量测噪声协
方差矩阵为R = diag[(10m)2, (0.1 °)2]且已知.目标
状态和状态误差协方差矩阵的初始值分别设为

x̂0 = [30.1 km, 30.1 km, 110m/s, 10m/s]T,

P0 = diag[(100m)2, (100m)2, (10m/s)2, (10m/s)2].

假设过程噪声协方差矩阵未知,且真实值为
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Qtrue = diag[(1m)2, (1m)2, (0.1m/s)2, (0.1m/s)2].

分别采用标准的EnKF算法和AEnKF算法,在初始
过程噪声协方差Qinitial分别为Qbig = 104Qtrue和

Qsmall = 10−4Qtrue的条件下进行 100次蒙特卡罗
仿真,集合样本数目设为q = 50,得到的仿真结果如
图 1∼图 4所示.其中CRLB曲线表示距离RMSE的
Cramér-Rao下界.
当初始过程噪声协方差Qinitial远大于真实值

Qtrue时,采用EnKF算法和AEnKF算法估计得到的
位置均方根误差如图1所示.此时,对于标准的EnKF
算法而言,每一时刻所采用的过程噪声协方差都是有
偏的,但由于Qinitial > Qtrue,相当于对未知的过程噪
声协方差定义了上界,所以能够保持收敛状态,但是
滤波精度严重下降;而AEnKF算法通过噪声递推估
计对噪声的统计特性进行实时修正,使得状态估计能
够快速跟踪上真实值并且保持稳定.

t /s

EnKF =Q Qbig

AEnKF =Q Qinitial big

CRLB

/

图 1 较大初始噪声协方差条件下采用EnKF
和AEnKF估计得到的位置RMSE对比

图2为初始噪声协方差远小于真实值时采用两
种算法估计得到的位置均方根误差.可以看出,在这
种情况下,标准EnKF算法的滤波精度迅速下降并逐
渐趋于发散,而AEnKF算法得到的结果依然能够保
证稳定收敛.大量仿真实验结果表明,无论初始值设
为Qinitial > Qtrue还是Qinitial < Qtrue,采用AEnKF
算法得到的估计结果均是稳定收敛的,并且逐渐逼近
CRLB曲线,表明本文提出的算法具有很强的自适应
性.仿真结果与前面理论分析一致,验证了所提出算
法的有效性.

t /s

EnKF =Q Q
small

AEnKF =Q Q
initial small

CRLB

/

图 2 较小初始噪声协方差条件下采用EnKF
和AEnKF估计得到的位置RMSE对比

图3和图4为采用AEnKF算法估计得到的协方
差分量误差.在两种初始条件下,采用AEnKF算法对
过程噪声协方差进行估计得到的结果最终都能收敛

于真实值.初始值Qinitial的选取会影响噪声协方差

的收敛速度,由于本文仿真中选取的Qinitial与真实

值偏差较大,收敛到真实值附近需要一定的时间.另
外一个影响收敛速度的因素是滑窗宽度N的选取,
由式 (12)可知,N值越大,表明过去的过程噪声协方
差估计值Qk−1在Qk的更新中起到的作用越大,反
之则越小.

-

-

Q
1

1
Q

2
2

Q Q= biginitial

Q Qinitial small=

Q Q= biginitial

Q Qinitial small=

t /s

t /s

图 3 不同初始噪声协方差条件下采用AEnKF估
计得到的协方差分量误差∆Q11和∆Q22

Q
3

3
Q

4
4

t /s

Q Q= biginitial

Q Qinitial small=

Q Q= biginitial

Q Qinitial small=

-

t /s

-

图 4 不同初始噪声协方差条件下采用AEnKF估
计得到的协方差分量误差∆Q33和∆Q44

6 结 论

在过程噪声统计特性未知的情况下,采用标准的
KF算法对系统状态进行估计可能会产生较大的误
差甚至导致滤波发散.鉴于此,本文首先根据协方差
匹配原理建立了一种带有过程噪声递推估计的AKF
算法,并通过理论分析证明了其稳定收敛性.随后,
将过程噪声递推估计方法引入EnKF算法中,提出了
AEnKF算法,能够在线估计和修正过程噪声的统计
特性.仿真实验表明, AEnKF算法可以有效地解决过
程噪声未知情况下的非线性系统的状态估计问题,其
滤波效果明显优于标准的EnKF算法.
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