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属性值为三角模糊数的决策对象可能度关系模型
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(1. 厦门理工学院经济与管理学院，福建厦门 361024；2. 厦门大学自动化系，福建厦门 361005)

摘 要: 对于属性值是三角模糊数的不确定多属性决策问题,首先研究几组三角模糊数比较可能度公式之间的等
价关系,提出三角模糊数比较优势关系理论,并得到一些优良性质关系和结论;然后借鉴离差最大化思想构建一种
确定属性权重向量的三角模糊数型比较可能度关系模型,通过集结所有决策对象比较的可能度值,并对方案对象
集进行优劣筛选和次序排定,得到一种新的三角模糊数多属性决策对象的可能度关系模型算法;最后通过算例分
析验证所提出模型算法的可行性和实用性.
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Possibility degree relation model for decision making objects with multiple
criteria values as triangular fuzzy number
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Abstract: For the problem of uncertain multiple criteria decision making(UMCDM) of which the attribute value is
triangular fuzzy number, firstly equivalent relations between several groups comparison possibility degree formulas of
triangular fuzzy numbers are studied, comparative advantage relation theories of triangular fuzzy numbers are proposed,
and some good properties, relations and conclusions are obtained. Then, by using the idea of maximizing deviations
algorithm rules, a triangular fuzzy number-based comparison possibility degree relation model to determine the attribute
weight vector is constructed. By aggregating the comparison possibility degree values of all decision objects, the set of
alternatives objects is selected and scheduled, and a new model algorithm for the possibility degree relation of triangular
fuzzy number-based multiple criteria decision making objects is obtained. Finally, an example is given to illustrate the
feasibility and practicability of the proposed algorithm.
Keywords: uncertain multiple criteria decision making；triangular fuzzy number；possibility degree relation model；
attribute weight

0 引 言

不确定多属性决策 (Uncertain multi criteria
decision making, UMCDM)是不确定决策与不完备信
息系统研究领域的一类基本问题[1-2],已经被广泛研
究并成功应用于经济、金融、能源、环境、电商竞

争、研发竞赛、卡特尔行为等领域,如商业资源配
置[3]、Iranian水泥行业评估[4]、能源工艺评价[5]、危害

度评价[6]、医疗水平评估[7]、污水处理厂址选择[8]、土

地利用与运输系统优化[9]、装备体系对抗[10]等.在日

常生产实践中遇到的决策问题或对象的粗糙模糊性、

认知局限性、主观偏好性以及决策属性测量信息的

不完备与不确定性,导致人们不能事先对决策问题或
对象作出正确的判断,也很难用纯数学意义上的精确
数或准确的语言值来表达这种待定决策问题或对象

的不确定信息.为此,文献 [11-13]提出用三角模糊数
刻画和描述模糊偏好信息以及模糊偏好关系的一致

性对比判定方法,与以精确数为构成元素表示不确定
信息的对比判定矩阵相比,更好地契合了环境的客观
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不确定性以及人们逻辑思维的主观模糊性;文献 [14-
15]分别从相似关系和相对相似关系研究了三角模
糊数多属性决策对象问题,并给出相应的决策模型与
算法;文献 [16]提出了一种基于TOPSIS的区间直觉
模糊集UMCDM的非线性规划方法;文献 [17-18]均
引入了可能性测度,是对传统概率测度[19]的推广,已
成为模糊集[20]理论的一个重要发展分支,二者的区
别在于可能性测度是否满足可加性.因此,人们可以
方便地利用可能性测度对表达或刻画不确定模糊概

念的多个问题或对象的属性测度信息做类比推断的

比较研究,并将其 (可能性测度)大量应用在评估[3-6]、

系统优化[8]、系统预测[21]、随机模拟[22]、模糊距离[23]

和矩阵对策博弈[24-25]等不确定决策问题领域.
文献 [1, 26]采用离差最大化模型赋权算法对决

策对象集实施优劣筛选和排序,并都取得了不错的效
果,但是它们只单纯考虑集结含有属性测度值偏差信
息来扩大决策对象间的综合属性测度值差异,却缺乏
考虑属性测度值间两两相互比较的可能度值信息在

集结融合处理如UMCDM一类的不完备信息系统[1]

评估中对属性自身的影响作用,易造成决策对象间优
劣程度无法测定、综合属性值偏差大小无意义、决

策结果十分相近、对象区分度过低等问题.受上述问
题的启示,针对属性测度值为三角模糊数的UMCDM
问题,从可能度[27]的角度提出新的基于决策对象可

能度关系模型的属性赋权规则:全体决策对象在同
一属性测定下合成的总属性优势比较可能度值越大,
说明该属性对决策对象优劣筛选所起重要性作用水

平越高,应侧重关注并相应地增加该属性权重的度
量值;反之,说明该属性对决策对象优劣筛选所起重
要性作用水平越低,应相应地减小该属性权重的度量
值.由于决策对象间比较可能度值数据大的属性往
往是造成决策对象的优劣次序排定发生变化的根源,
为了使决策对象的属性测定值在最优权重作用下融

合集结后得出的反映全体决策对象优劣的综合属性

值差异最大化,从而更利于决策对象的优劣筛选,给
出对决策对象集实施优劣次序排定的三角模糊数多

属性决策对象的可能度关系模型算法.

1 三角模糊数可能度与比较优势关系理论

1.1 可能度等价关系式

定义1 若 x̃ = [xL, xM , xU ] = {x|0 < xL ⩽
xM ⩽ xU , x, xL, xM , xU ∈ R},则称 x̃为一个三角模

糊数(Triangular fuzzy number, TFN)[14-15].其中: xL和

xU是三角模糊数 x̃所支撑的下界和上界,一般称为
x̃的小元和大元;xM是三角模糊数 x̃所支撑的中值

(即信息倾向偏好值,通常指在该区间内被选中机率
最大的数),一般称为 x̃的特元.若 x̃还满足0 < xL ⩽
xM ⩽ xU < 1,则称 x̃为一个规范三角模糊数.如果
xL = xM或xM = xU ,则 x̃ = [xL, xM , xU ]退化成

一个区间数 x̃ = [xM , xU ]或 x̃ = [xL, xM ];特别地,若
xL = xM = xU ,则 x̃退化成一个普通的正实数,即
x̃ = xL = xM = xU .
为了便于分析和研究,设 x̃ = [xL, xM , xU ], ỹ =

[yL, yM , yU ],则界定有关三角模糊数的运算法则如
下所示.

法则1 x̃+ ỹ = [xL + yL, xM + yM , xU + yU ].

法则2
1

x̃
=

[ 1

xU
,

1

xM
,
1

xL

]
, xL, xM , xU ̸= 0.

法则3 kx̃ = [kxL, kxM , kxU ], k ⩾ 0.
法则4 x̃× ỹ = [xLyL, xMyM , xUyU ].
法则5 当且仅当xL = yL, xM = yM , xU = yU

时,有 x̃ = ỹ.
法则6 当且仅当xL ⩽ yL, xM ⩽ yM , xU ⩽ yU

时,有 x̃ ⩽ ỹ.
定义 2 设 x̃ = [xL, xM , xU ]和 ỹ = [yL, yM ,

yU ]同时为任意两个三角模糊数,或其中一个为三
角模糊数,且 l

(1)
x̃ 和 l

(1)
ỹ 分别表示 x̃和 ỹ的上半取值长

度, l(2)x̃ 和 l
(2)
ỹ 分别表示 x̃和 ỹ的下半取值长度,记

l
(1)
x̃ = xU − xM , l

(1)
ỹ = yU − yM ,

l
(2)
x̃ = xM − xL, l

(2)
ỹ = yM − yL,

则称

p(x̃ ⩾ ỹ) =

λ
max(xM − yL, 0)− max(xL − yM , 0)

l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

+

(1− λ)
max(xU − yM , 0)− max(xM − yU , 0)

l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

(1)

为 x̃ ⩾ ỹ的可能度 (Possibility degree)[27],记 x̃和 ỹ的

次序关系为 x̃⩾
p
ỹ. 类似地,称

p(ỹ ⩾ x̃) =

λ
max(yM − xL, 0)− max(yL − xM , 0)

l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

+

(1− λ)
max(yU − xM , 0)− max(yM − xU , 0)

l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

(2)

为 ỹ ⩾ x̃的可能度,记 x̃和 ỹ的次序关系为 ỹ⩾
p
x̃.

注1 λ值的选择取决于决策者的风险态度:当
λ > 0.5时,称决策者倾向于风险偏好型;当λ = 0.5

时,称决策者倾向于风险中立型;当λ < 0.5时,称
决策者倾向于风险规避型.特别地,当λ = 1时,称
p(x̃ ⩾ ỹ)为 x̃ ⩾ ỹ的悲观可能度;当λ = 0时,称
p(x̃ ⩾ ỹ)为 x̃ ⩾ ỹ的乐观可能度[27].
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类似于定义2的相关假定,文献 [27]分别给出了
如下几组不同的可能度公式.

1)
p(x̃ ⩾ ỹ) =

λ
min{l(2)x̃ + l

(2)
ỹ ,max(xM − yL, 0)}
l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

+

(1− λ)
min{l(1)x̃ + l

(1)
ỹ ,max(xU − yM , 0)}
l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

, (3)

p(ỹ ⩾ x̃) =

λ
min{l(2)x̃ + l

(2)
ỹ ,max(yM − xL, 0)}
l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

+

(1− λ)
min{l(1)x̃ + l

(1)
ỹ ,max(yU − xM , 0)}
l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

; (4)

2)
p(x̃ ⩾ ỹ) =

λmin
{

max
( xM − yL

l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

, 0
)
, 1
}
+

(1− λ)min
{

max
(xU − yM

l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

, 0
)
, 1
}
, (5)

p(ỹ ⩾ x̃) =

λmin
{

max
( yM − xL

l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

, 0
)
, 1
}
+

(1− λ)min
{

max
( yU − xM

l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

, 0
)
, 1
}
; (6)

3)
p(x̃ ⩾ ỹ) =

λ
max{0, l(2)x̃ + l

(2)
ỹ − max(yM − xL, 0)}
l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

+

(1− λ)
max{0, l(1)x̃ + l

(1)
ỹ − max(yU − xM , 0)}
l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

, (7)

p(ỹ ⩾ x̃) =

λ
max{0, l(2)x̃ + l

(2)
ỹ − max(xM − yL, 0)}
l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

+

(1− λ)
max{0, l(1)x̃ + l

(1)
ỹ − max(xU − yM , 0)}
l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

; (8)

4)
p(x̃ ⩾ ỹ) =

λmax
{
1− max

( yM − xL

l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

, 0
)
, 0
}
+

(1− λ)max
{
1− max

( yU − xM

l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

, 0
)
, 0
}
, (9)

p(ỹ ⩾ x̃) =

λmax
{
1− max

( xM − yL

l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

, 0
)
, 0
}
+

(1− λ)max
{
1− max

(xU − yM

l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

, 0
)
, 0
}
. (10)

对于本文界定的三角模糊数可能度定义和文献

[27]给出的4种三角模糊数比较的可能度关系式,可
以证明下列结论[27]均成立.
定理1 设三角模糊数 x̃ = [xL, xM , xU ], ỹ =

[yL, yM , yU ],则:
1) 0 ⩽ p(x̃ ⩾ ỹ) ⩽ 1, 0 ⩽ p(ỹ ⩾ x̃) ⩽ 1.
2)当且仅当yU ⩽ xL时,有p(x̃ ⩾ ỹ) = 1;类似

地,当且仅当xU ⩽ yL时,有p(ỹ ⩾ x̃) = 1.
3)当且仅当xU ⩽ yL时,有p(x̃ ⩾ ỹ) = 0;类似

地,当且仅当yU ⩽ xL时,有p(ỹ ⩾ x̃) = 0.
4)互补性. p(x̃ ⩾ ỹ) + p(ỹ ⩾ x̃) = 1,特别地,

p(x̃ ⩾ x̃) = 0.5.
5)当λ = 1时,当且仅当xL + xM ⩾ yL + yM ,有

p(x̃ ⩾ ỹ) ⩾ 0.5;特别地,当且仅当xL+xM = yL+yM ,
有p(x̃ ⩾ ỹ) = 0.5.

6)当λ = 0时,当且仅当xM + xU ⩾ yM + yU ,
有p(x̃ ⩾ ỹ) ⩾ 0.5;特别地,当且仅当xM + xU =

yM + yU ,有p(x̃ ⩾ ỹ) = 0.5.
7)传递性.对于3个三角模糊数 x̃、̃y、̃z,若p(x̃ ⩾

ỹ) ⩾ 0.5且p(ỹ ⩾ z̃) ⩾ 0.5,则p(x̃ ⩾ z̃) ⩾ 0.5.
由三角模糊数比较的可能度概念的界定可知,定

理1的结论成立,证明略.
文献 [27]已经研究了三角模糊数可能度4组公

式即式 (3)∼ (10)之间的关系,证明它们之间是等价
的.事实上, 本文定义2新给出的三角模糊数可能度
公式(即式(1)、(2))与式(3)∼ (10)也是等价的.
定理2 式 (1)、(3)、(5)、(7)、(9)互为等价,或者式

(2)、(4)、(6)、(8)、(10)互为等价,即式 (1)⇔式 (3)⇔式
(5)⇔式 (7)⇔式 (9),或者式 (2)⇔式 (4)⇔式 (6)⇔式
(8)⇔式(10).
证明 式 (3)⇔式 (5)⇔式 (7)⇔式 (9),或者式

(4)⇔式 (6)⇔式 (8)⇔式 (10)的证明见文献 [27],这
里只需证明式 (1)⇔式 (3)或者式 (2)⇔式 (4)即可.首
先证明式(1)⇔式(3).由式(3)及定理1可能度的互补
性可得

p(x̃ ⩾ ỹ) = 1− p(ỹ ⩾ x̃) =

λ+ (1− λ)− λ
min{l(2)x̃ + l

(2)
ỹ ,max(yM − xL, 0)}
l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

−

(1− λ)
min{l(1)x̃ + l

(1)
ỹ ,max(yU − xM , 0)}
l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

=
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λ
l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ − min{l(2)x̃ + l

(2)
ỹ ,max(yM − xL, 0)}

l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

+

(1−λ)
l
(1)
x̃ +l

(1)
ỹ −min{l(1)x̃ +l

(1)
ỹ ,max(yU−xM , 0)}

l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

=

λ
max{0, l(2)x̃ + l

(2)
ỹ − max(yM − xL, 0)}
l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

+

(1− λ)
max{0, l(1)x̃ + l

(1)
ỹ − max(yU − xM , 0)}
l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

=

λ
max{0, xM− yL+ yM− xL− max(yM− xL, 0)}

l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

+

(1−λ)max{0, xU−yM+yU−xM−max(yU−xM, 0)}
l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

=

λ
max{0, xM − yL + min(0, yM − xL)}

l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

+

(1− λ)
max{0, xU − yM + min(0, yU − xM )}

l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

=

λ
max{0, xM − yL − max(0, xL − yM )}

l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

+

(1− λ)
max{0, xU − yM − max(0, xM − yU )}

l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

.

由于

xL ⩽ xM ⩽ xU , yL ⩽ yM ⩽ yU ,

有

xL − yM ⩽ xL − yL ⩽ xM − yL,

xM − yU ⩽ xM − yM ⩽ xU − yM .

因此

λ
max{0, xM − yL − max(0, xL − yM )}

l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

+

(1− λ)
max{0, xU − yM − max(0, xM − yU )}

l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

=

λ
max(xM − yL, 0)− max(xL − yM , 0)

l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

+

(1− λ)
max(xU − yM , 0)− max(xM − yU , 0)

l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

.

即

p(x̃ ⩾ ỹ) =

λ
max(xM − yL, 0)− max(xL − yM , 0)

l
(2)
x̃ + l

(2)
ỹ

+

(1− λ)
max(xU − yM , 0)− max(xM − yU , 0)

l
(1)
x̃ + l

(1)
ỹ

.

故式 (1)⇔式 (3)成立,即式 (1)⇔式 (3)⇔式 (5)⇔式
(7)⇔式(9)成立.
同理可证式(2)⇔式(4)成立,即式(2)⇔式(4)⇔

式(6)⇔式(8)⇔式(10)成立. 2
与文献 [27]给出的式 (3)∼ (10)相比,式 (1)或 (2)

更加清晰、紧凑.本文将利用式 (1)或 (2)创建三角模
糊数比较的决策对象可能度关系模型,并基于该模型
给出三角模糊数型决策矩阵中属性权重的确定方法.
定理3 设 x̃ = [xL, xM , xU ]和 ỹ = [yL, yM , yU ]

同时为任意两个三角模糊数,或其中一个为三角模糊
数,且 l

(1)
x̃ 和 l

(1)
ỹ 分别表示 x̃和 ỹ的上半取值长度, l(2)x̃

和 l
(2)
ỹ 分别表示 x̃和 ỹ的下半取值长度,记

l
(1)
x̃ = xU − xM , l

(1)
ỹ = yU − yM ,

l
(2)
x̃ = xM − xL, l

(2)
ỹ = yM − yL.

若三角模糊数 ỹ保持固定不变,则p(x̃ ⩾ ỹ)是三角模

糊数 x̃的单调非递减函数.
证明 任取两个非退化的三角模糊数 x̃1 = [xL

1 ,

xM
1 , xU

1 ]和 x̃2 = [xL
2 , x

M
2 , xU

2 ],且 x̃1 ⩽ x̃2,根据三角模
糊数的运算法则6可得,xL

1 ⩽ xL
2 , x

M
1 ⩽ xM

2 , xU
1 ⩽

xU
2 ,且 l

(2)
x̃2

⩽ l
(2)
x̃1

+xM
2 −xM

1 , l(1)x̃2
⩽ l

(1)
x̃1

+xU
2 −xU

1 .根
据定理2的结论,这里选用式(5)可以得到
p(x̃2 ⩾ ỹ) =

λmin
{

max
( xM

2 − yL

l
(2)
x̃2

+ l
(2)
ỹ

, 0
)
, 1
}
+

(1− λ)min
{

max
(xU

2 − yM

l
(1)
x̃2

+ l
(1)
ỹ

, 0
)
, 1
}
⩾

λmin
{

max
( xM

2 − yL

l
(2)
x̃1

+ l
(2)
ỹ + xM

2 − xM
1

, 0
)
, 1
}
+

(1− λ)min
{

max
( xU

2 − yM

l
(1)
x̃1

+ l
(1)
ỹ + xU

2 − xU
1

, 0
)
, 1
}
=

λmin
{

max
( xM

1 − yL + xM
2 − xM

1

l
(2)
x̃1

+ l
(2)
ỹ + xM

2 − xM
1

, 0
)
, 1
}
+

(1− λ)min
{

max
(xU

1 − yM + xU
2 − x1U1

l
(1)
x̃1

+ l
(1)
ỹ + xU

2 − xU
1

, 0
)
, 1
}
⩾

λmin
{

max
( xM

1 − yL

l
(2)
x̃1

+ l
(2)
ỹ

, 0
)
, 1
}
+

(1− λ)min
{

max
(xU

1 − yM

l
(1)
x̃1

+ l
(1)
ỹ

, 0
)
, 1
}
= p(x̃1 ⩾ ỹ).

即p(x̃2 ⩾ ỹ) ⩾ p(x̃1 ⩾ ỹ),故P (x̃ ⩾ ỹ)是三角模糊数

x̃的单调非递减函数. 2
1.2 三角模糊数比较优势关系

定义3 设 x̃ = [xL, xM , xU ]和 ỹ = [yL, yM , yU ]

同时为任意两个三角模糊数,若范数
∥x̃− ỹ∥TFN = |xL− yL|+ | xM − yM |+ |xU− yU |,

(11)

则称dTFN(x̃, ỹ) = ∥x̃ − ỹ∥TFN为三角模糊数 x̃与 ỹ

的相离度 (Deviation degree)[1-2,14].显然dTFN(x̃, ỹ)越
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大, x̃与 ỹ相离的程度越大.特别地,当dTFN(x̃, ỹ) = 0

时,有 x̃ = ỹ,即 x̃和 ỹ相等.
假设已规范化的三角模糊数型决策矩阵为 Z̃ =

(z̃ij)n×m,其中 z̃ij = [zLij , z
M
ij , z

U
ij ], i ∈ N, j ∈ M ,则有

如下定义.
定义4 称Z+∗ = {z̃+∗

1 , z̃+∗
2 , · · · , z̃+∗

m }为正理
想点序列构成的三角模糊数型正理想决策对象,其
中 z̃+∗

j = [z+∗L
j , z+∗M

j , z+∗U
j ] = [max

i
(zLij),max

i
(zMij ),

max
i

(zUij)](j = 1, 2, · · · ,m)为三角模糊数型正理

想点[14-15],该值越大越优;称Z−∗ = {z̃−∗
1 , z̃−∗

2 , · · · ,
z̃−∗
m }为负理想点序列构成的三角模糊数型负理想决
策对象,其中 z̃−∗

j = [z−∗L
j , z−∗M

j , z−∗U
j ] = [min

i
(zLij),

min
i
(zMij ),min

i
(zUij)](j = 1, 2, · · · ,m)为三角模糊数

型负理想点[14-15],该值越小越劣.
定义5 设 x̃ = [xL, xM , xU ]和 ỹ = [yL, yM , yU ]

为任意两个三角模糊数, z̃+∗ = [z+∗L, z+∗M , z+∗U ]

和 z̃−∗ = [z−∗L, z−∗M , z−∗U ]分别为三角模糊数型

正、负理想点,若
dTFN(x̃, z̃

+∗) < dTFN(ỹ, z̃
+∗), (12)

或

dTFN(x̃, z̃
−∗) > dTFN(ỹ, z̃

−∗), (13)

则称三角模糊数 x̃更占优势[2,14],记为 x̃ ≻ ỹ.显然,与
三角模糊数型正理想点的相离度越小,或者与三角模
糊数型负理想点的相离度越大,对应三角模糊数的优
势度越大.
定理4 1)当且仅当三角模糊数型正理想点为

最优决策点进行优劣决策时,有

x̃ ≻ ỹ ⇔


dTFN(x̃, z̃

+∗) < dTFN(ỹ, z̃
+∗),

xL + xM+ xU > yL+ yM + yU ,

p(x̃ ⩾ z̃+∗) > p(ỹ ⩾ z̃+∗),

p(z̃+∗ ⩾ x̃) < p(z̃+∗ ⩾ ỹ);

(14)

2)当且仅当三角模糊数型负理想点为最优决策
点进行优劣决策时,有

x̃ ≻ ỹ ⇔


dTFN(x̃, z̃

−∗) > dTFN(ỹ, z̃
−∗),

xL + xM+ xU > yL+ yM + yU ,

p(x̃ ⩾ z̃−∗) > p(ỹ ⩾ z̃−∗),

p(z̃−∗ ⩾ x̃) < p(z̃−∗ ⩾ ỹ).

(15)

根据定义3∼定义5及定理3的结论易证定理4
成立,证明过程略.该定理表明三角模糊数间优势关
系的判别可以通过计算三角模糊数同理想点的相离

度值大小、比较可能度值大小或者比较三角模糊数

小元、特元和大元的属性值和大小来确定.
定义6 设X = {x̃1, x̃2, · · · , x̃m}和Y = {ỹ1,

ỹ2, · · · , ỹm}为三角模糊数序列构成的供选决策对
象,Z+∗ = {z̃+∗

1 , z̃+∗
2 , · · · , z̃+∗

m }和Z−∗ = {z̃−∗
1 , z̃−∗

2 ,

· · · , z̃−∗
m }为正、负理想点序列构成的三角模糊数型

正、负理想决策对象.其中: x̃j = [xL
j , x

M
j , xU

j ], ỹj =

[yLj , y
M
j , yUj ], z̃

+∗
j = [z+∗L

j , z+∗M
j , z+∗U

j ], z̃−∗
j = [z−∗L

j ,

z−∗M
j , z−∗U

j ], j = 1, 2, · · · ,m.若
m∑
j=1

dTFN(x̃j , z̃
+∗
j ) <

m∑
j=1

dTFN(ỹj , z̃
+∗
j ), (16)

或
m∑
j=1

dTFN(x̃j , z̃
−∗
j ) >

m∑
j=1

dTFN(ỹj , z̃
−∗
j ), (17)

则称供选决策对象X更占优[2,14],记为X ≻ Y .显然,
与正理想决策对象、正理想点序列的相离度之和越

小,或者与负理想决策对象、负理想点序列的相离度
之和越大,对应供选决策对象的优势度越大.
定理5 1)当且仅当三角模糊数型正理想决策

对象为最优供选对象实施优劣决策时,有
X ≻ Y ⇔

m∑
j=1

dTFN(x̃j , z̃
+∗
j ) <

m∑
j=1

dTFN(ỹj , z̃
+∗
j ),

dTFN

( m∑
j=1

x̃j ,

m∑
j=1

z̃+∗
j

)
< dTFN

( m∑
j=1

ỹj ,

m∑
j=1

z̃+∗
j

)
,

m∑
j=1

(xL
j + xM

j + xU
j ) >

m∑
j=1

(yLj + yMj + yUj ),

p
( m∑

j=1

x̃j ⩾
m∑
j=1

z̃+∗
j

)
> p

( m∑
j=1

ỹj ⩾
m∑
j=1

z̃+∗
j

)
,

p
( m∑

j=1

z̃+∗
j ⩾

m∑
j=1

x̃j

)
< p

( m∑
j=1

z̃+∗
j ⩾

m∑
j=1

ỹj

)
;

(18)

2)当且仅当三角模糊数型负理想决策对象为最
优供选对象实施优劣决策时,有

X ≻ Y ⇔

m∑
j=1

dTFN(x̃j , z̃
−∗
j ) >

m∑
j=1

dTFN(ỹj , z̃
−∗
j ),

dTFN

( m∑
j=1

x̃j ,

m∑
j=1

z̃−∗
j

)
> dTFN

( m∑
j=1

ỹj ,

m∑
j=1

z̃−∗
j

)
,

m∑
j=1

(xL
j + xM

j + xU
j ) >

m∑
j=1

(yLj + yMj + yUj ),

p
( m∑

j=1

x̃j ⩾
m∑
j=1

z̃−∗
j

)
> p

( m∑
j=1

ỹj ⩾
m∑
j=1

z̃−∗
j

)
,

p
( m∑

j=1

z̃−∗
j ⩾

m∑
j=1

x̃j

)
< p

( m∑
j=1

z̃−∗
j ⩾

m∑
j=1

ỹj

)
.

(19)

定理5的实质是将属性值为三角模糊数系列的
决策对象优劣次序排定问题转化为对决策对象综合

属性值三角模糊数的优势比较次序排定问题,证明过
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程略.该定理表明供选决策对象间优势关系的判别
可以通过计算决策对象属性值序列与理想决策对象、

理想点序列的相离度之和的大小,或者计算决策对象
属性值序列之和与理想决策对象理想点序列之和的

相离度值的大小、比较可能度值大小,或者比较供选
决策对象的三角模糊数小元、特元和大元的属性值

序列之和大小来确定.

2 三角模糊数型决策对象可能度关系模型

借鉴离差最大化[26]思想的相关理论,引入一种
新的基于决策对象可能度关系模型的属性赋权规

则[2]:在求解属性效用测度值为三角模糊数并对决策
对象信息无偏好的UMCDM问题过程中,若最终决
策者不仅考虑了决策对象属性效用值偏差大小本身

的重要性程度,还考虑了属性效用值比较可能度大小
信息,则当所有决策对象属性效用值间的比较可能度
求和而合成的属性间优势比较可能度值总和越大时,
对属性权重的赋值也应相应变大;反之,对属性权重
的赋值也应相应变小.这样处理的目的是让全体决
策对象的属性效用测度值在基于决策对象可能度关

系模型所确定出的最优属性权重信息作用下融合与

集结后,每个决策对象的综合属性效用值数据实现了
差异的扩大和最优化,更便于对决策对象集{Xi}(i ∈
N)进行优劣筛选和次序排定.为此,假设全体供选决
策对象Xi关于各属性uj的初始效用测定值 x̃ij(x̃ij

= [xL
ij , x

M
ij , x

U
ij ])构成的矩阵 X̃ = (x̃ij)n×m称为初

始三角模糊数型决策矩阵.设It(t = 1, 2)分别表示

效益型、成本型属性的下标集,且令M = {1, 2, · · · ,
m}, N = {1, 2, · · · , n}.为统一不同属性效用值数据
间的不可公度性及矛盾性,可将 X̃按下式转换成规

范三角模糊数型决策矩阵R̃ = (r̃ij)n×m
[2,14-15]:

r̃ij = x̃ij/ ∥ x̃j ∥, i ∈ N, j ∈ I1, (20)

r̃ij = (1/x̃ij)/ ∥ (1/x̃j) ∥, i ∈ N, j ∈ I2. (21)

其中: r̃ij = [rLij , r
M
ij , r

U
ij ], || · ||表示向量的范数, ||x̃j ||

=

√
n∑

i=1

x̃2
ij , ∥ (1/x̃j) ∥=

√
n∑

i=1

(1/x̃ij)
2.依据三角模

糊数运算法则,通常把式(20)和(21)改写成

rLij = xL
ij

/√
n∑

i=1

(xU
ij)

2,

rMij = xM
ij

/√
n∑

i=1

(xM
ij )

2,

rUij = xU
ij

/√
n∑

i=1

(xL
ij)

2,

i ∈ N, j ∈ I1; (22)



rLij = (1/xU
ij)

/√
n∑

i=1

(1/xL
ij)

2,

rMij = (1/xM
ij )

/√
n∑

i=1

(1/xM
ij )

2,

rUij = (1/xL
ij)

/√
n∑

i=1

(1/xU
ij)

2,

i ∈ N, j ∈ I2. (23)

根据三角模糊数可能度与比较优势关系理论,在
规范三角模糊数型决策矩阵 R̃中,只考虑对于第j个

属性uj情形下,属性uj与属性uk在全体决策对象下

的优势比较可能度之和为

pk(uj ≻ uk) =

n∑
i=1

p(uXi

j ≻ uXi

k ) =

n∑
i=1

p(r̃ij ⩾ r̃ik),

i ∈ N, k, j ∈ M. (24)

于是,属性uj与其他属性的优势比较可能度总和为

p(uj) =

m∑
k=1,k ̸=j

pk(uj ≻ uk) =

m∑
k=1,k ̸=j

n∑
i=1

p(r̃ij ⩾ r̃ik),

i ∈ N, k, j ∈ M. (25)

针对属性效用值为三角模糊数且属性权重信息

完全未知的UMCDM问题,不妨假设其属性权重向
量为W = (w1, w2, · · · , wm), 0 ⩽ wj ⩽ 1, j ∈ M ,

并满足单位化约束条件
m∑
j=1

w2
j = 1.

依据本文提出的基于三角模糊数型可能度关系

模型的属性赋权规则,考虑到决策者对决策对象无
偏好的情况下,最优权重向量W的确定应使得在全

体决策对象下全体决策属性的比较可能度总和在

加权向量W作用下的加权和最大[2].为此,构造下列
UMCDM的三角模糊数型决策对象可能度关系模型
(Triangular fuzzy number-based decision making object
possibility degree relation model, TFN-DMOPDRM):

maxF (W ) =

m∑
j=1

p(uj) · wj =

m∑
j=1

m∑
k=1,k ̸=j

n∑
i=1

p(r̃ij ⩾ r̃ik) · wj .

s.t.
m∑
j=1

w2
j = 1, wj ⩾ 0, i ∈ N, k, j ∈ M. (26)

求解此最优化模型,得到最优解为



第11期 黄智力等: 属性值为三角模糊数的决策对象可能度关系模型 1937

w∗
j =

m∑
k=1,k ̸=j

n∑
i=1

p(r̃ij ⩾ r̃ik)√√√√ m∑
j=1

[ m∑
k=1,k ̸=j

n∑
i=1

p(r̃ij ⩾ r̃ik)
]2 ,

i ∈ N, k, j ∈ M. (27)

为保持与传统归一化使用一致,可按照

wj = w∗
j

/ m∑
j=1

w∗
j , j ∈ M

对单位化权重向量w∗
j作归一化处理,即得属性最优

权重值为

wj =

m∑
k=1,k ̸=j

n∑
i=1

p(r̃ij ⩾ r̃ik)

m∑
j=1

m∑
k=1,k≠j

n∑
i=1

p(r̃ij ⩾ r̃ik)

,

i ∈ N, k, j ∈ M. (28)

由式 (28)易知,在全体备选决策对象下指标属性间的
比较可能度值总和与该属性权重值大小成正比关系.

3 模型实施步骤及算例

本文给出的UMCDM三角模糊数型决策对象可
能度关系模型(TFN-DMOPDRM)实施步骤如下.

Step 1: 为消除不同物理量纲对决策对象优劣判
定作用的影响,必须先统一属性效用值数据间的不可
公度性及矛盾性,将初始三角模糊数型决策矩阵 X̃

按式 (22)和 (23)转换成规范三角模糊数型决策矩阵
R̃ = (r̃ij)n×m,其中 r̃ij = [rLij , r

M
ij , r

U
ij ]为规范三角模

糊数[2].
Step 2:按照本文新界定的可能度定义,分析测定

蕴涵在规范三角模糊数型决策矩阵R̃ = (r̃ij)n×m中

能够反映各决策对象属性特征值间的比较可能度关

系,然后根据构造出的TFN-DMOPDRM,按式 (28)将
式 (1)和 (2)测定出的不同属性效用值数据间的比较
可能度值信息融合集结确定出属性权重向量W .

Step 3: 将在Step 2中求得的属性权重向量W作

用于Step 1中所转换成的规范三角模糊数型决策矩
阵R̃,称由此构造出的矩阵

R̃(W ) = (r̃ij · wj)n×m (29)

为加权规范三角模糊数型决策矩阵[2].然后根据已获
得的加权规范三角模糊数型决策矩阵 R̃(W )按下式

求出各决策对象Xi(i ∈ N)的加权综合属性值:

z̃i(W ) =

m∑
j=1

wj r̃ij . (30)

为考察各决策对象间的优势比较可能度关系,将式
(30)计算出的各决策对象加权综合属性值按式 (1)和

(2)进行两两优势比较,称
p(Xi ≻ Xk) = p(z̃i(W ) ⩾ z̃k(W )) (31)

为决策对象Xi优于决策对象Xk的比较可能度
[27],称

由式(31)构成的矩阵
Pn×n = p(Xi ≻ Xk)n×n (32)

为决策对象间两两优势比较测定出的可能度关系矩

阵[27],称

µ(X≻
i ) =

1

n− 1

n∑
k ̸=i

p(Xi ≻ Xk), i, k ∈ N (33)

为决策对象Xi在供选对象集{Xi}(i ∈ N)两两优势

比较测定出的可能度矩阵信息集结融合下的总体比

较可能度[27].
Step 4: 运用式 (30)∼ (33)求得决策对象Xi在供

选对象间两两优势比较测定出的可能度矩阵信息集

结融合下的总体比较可能度值µ(X≻
i ), i ∈ N .

Step 5: 将根据Step 4获得的总体比较可能度值
µ(X≻

i )按从大到小的次序对决策对象集 {Xi}(i ∈
N)实施优劣筛选和排定.
算例1 为了说明TFN-DMOPDRM的实用性和

有效性,这里采用文献 [28]中舰载机机型优劣排序问
题实例进行分析.影响舰载机机型的性能参数有最
大航速 (u1)、越海自由航程 (u2)、最大净载荷 (u3)、

购置费(u4)、可靠性(u5)和机动灵活性(u6)6个方面,
现有4种机型Xi(i = 1, 2, · · · , 4)可供选择, 假定经
过规范化统计处理后,各机型性能参数在各指标 (属
性)下的效用测度值以三角模糊数形式表示 (给出的
数据均是效益型数据),具体如表1所示[28].

表 1 规范化决策信息表

候选机型 u1 u2 u3

X1 [0.78, 0.80, 0.85] [0.50, 0.55, 0.58] [0.90, 0.95, 0.95]

X2 [0.92, 0.95, 1.00] [0.95, 0.97, 1.00] [0.85, 0.86, 0.88]

X3 [0.70, 0.72, 0.78] [0.72, 0.74, 0.75] [0.95, 0.98, 1.00]

X4 [0.85, 0.88, 0.90] [0.65, 0.67, 0.70] [0.90, 0.95, 0.96]

候选机型 u4 u5 u6

X1 [0.80, 0.82, 0.85] [0.45, 0.50, 0.57] [0.90, 0.95, 0.97]

X2 [0.65, 0.69, 0.71] [0.17, 0.20, 0.23] [0.47, 0.51, 0.55]

X3 [0.94, 0.97, 1.00] [0.80, 0.83, 0.85] [0.80, 0.82, 0.85]

X4 [0.85, 0.90, 0.93] [0.46, 0.50, 0.52] [0.48, 0.50, 0.52]

假定经过式 (22)和 (23)规范化统计处理后得到
的规范三角模糊数型决策矩阵 R̃ = (r̃ij)n×m如表

1所示,利用式 (1)和 (2)求出表 1中不同属性效用测
度值数据间的比较可能度值 (为了便于决策对象的
优劣判定和次序排定,这里不妨取λ = 0.5,即决策
者是属于风险中立型的).然后根据构造出的TFN-
DMOPDRM,按式 (28)将不同属性间的比较可能度
值信息融合集结确定出属性权重向量为
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W =

(0.164 1, 0.140 5, 0.281 4, 0.216 5, 0.051 9, 0.145 6)T.

之后根据式 (29)将属性权重向量W作用于表1,即规
范三角模糊数型决策矩阵R̃,以此构造出加权规范三
角模糊数型决策矩阵R̃(W )如表2所示.

表 2 加权规范化决策信息表 ×10−1

候选机型 u1 u2

X1 [1.280, 1.313, 1.395] [0.703, 0.773, 0.815]

X2 [1.510, 1.559, 1.641] [1.335, 1.363, 1.405]

X3 [1.149, 1.182, 1.280] [1.012, 1.040, 1.054]

X4 [1.395, 1.444, 1.477] [0.914, 0.942, 0.984]

候选机型 u3 u4

X1 [2.533, 2.673, 2.673] [1.732, 1.776, 1.840]

X2 [2.392, 2.420, 2.476] [1.407, 1.494, 1.537]

X3 [2.673, 2.758, 2.814] [2.035, 2.100, 2.165]

X4 [2.533, 2.673, 2.701] [1.840, 1.949, 2.014]

候选机型 u5 u6

X1 [0.234, 0.260, 0.296] [1.310, 1.383, 1.412]

X1 [0.088, 0.104, 0.119] [0.684, 0.742, 0.801]

X1 [0.416, 0.431, 0.442] [1.164, 1.194, 1.237]

X1 [0.239, 0.260, 0.270] [0.699, 0.728, 0.757]

按式 (30)计算出全体决策对象Xi(i = 1, 2,

· · · , 4)的加权综合属性效用值如下:
z̃1(w) = [7.791, 8.177, 8.432]× 10−1,

z̃2(w) = [7.417, 7.683, 7.980]× 10−1,

z̃3(w) = [8.449, 8.704, 8.992]× 10−1,

z̃4(w) = [7.619, 7.996, 8.203]× 10−1.

采用式 (31)和 (32)建立决策对象Xi(i = 1, 2,

· · · , 4)间两两优势比较测定出的可能度关系矩阵为

P4×4 =


0.5 1 0 0.838 2

0 0.5 0 0.049 4

1 1 0.5 1

0.161 8 0.950 6 0 0.5

 .

运用式 (33)求出决策对象Xi在可能度矩阵信息

集结融合下的总体比较可能度值µ(X≻
i ) (i = 1, 2,

· · · , 4)分别为

µ(X≻
1 ) = 0.612 7, µ(X≻

2 ) = 0.016 5,

µ(X≻
3 ) = 1.000 0, µ(X≻

4 ) = 0.370 8.

根据总体比较可能度µ(X≻
i )值按从大到小的次

序对决策对象集{Xi} (i = 1, 2, · · · , 4)实施优劣筛选
和排定为

X3 ≻
1.000 0

X1 ≻
0.838 2

X4 ≻
0.950 6

X2.

故X3为最优候选机型,结果与文献[28]的结论一致.
上述算例除了采用各决策对象间的优势比较可

能度关系模型算法外,亦可采用本文定理5的结论实

施优劣判定.首先,根据表2中的属性值数据 R̃(W ),
按照定义4求出由三角模糊数型正负理想点序列分
别构成的正负理想决策对象Z+∗和Z−∗如下:

Z+∗ =

{[1.510, 1.559, 1.641], [1.335, 1.363, 1.405],

[2.673, 2.758, 2.814], [2.035, 2.100, 2.165],

[0.416, 0.431, 0.442], [1.310, 1.383, 1.412]} × 10−1;

Z−∗ =

{[1.149, 1.182, 1.280], [0.703, 0.773, 0.815],

[2.392, 2.420, 2.476], [1.407, 1.494, 1.537],

[0.088, 0.104, 0.119], [0.684, 0.728, 0.757]} × 10−1.

然后利用式 (30)计算出正负理想决策对象Z+∗和

Z−∗的加权综合理想属性值为

z̃+∗(W ) = [9.279, 9.594, 9.879]× 10−1,

z̃−∗(W ) = [6.423, 6.700, 6.985]× 10−1.

最后根据Step 3所求的各决策对象Xi(i ∈ N)的加权

综合属性效用值,容易计算出如下结果:
6∑

j=1

dTFN(x̃
w
1uj

, z̃+∗
uj

) =

dTFN

( 6∑
j=1

x̃w
1uj

,

6∑
j=1

z̃+∗
uj

)
= 0.435 2,

6∑
j=1

dTFN(x̃
w
2uj

, z̃+∗
uj

) =

dTFN

( 6∑
j=1

x̃w
2uj

,

6∑
j=1

z̃+∗
uj

)
= 0.567 3,

6∑
j=1

dTFN(x̃
w
3uj

, z̃+∗
uj

) =

dTFN

( 6∑
j=1

x̃w
3uj

,
6∑

j=1

z̃+∗
uj

)
= 0.260 7,

6∑
j=1

dTFN(x̃
w
4uj

, z̃+∗
uj

) =

dTFN

( 6∑
j=1

x̃w
4uj

,

6∑
j=1

z̃+∗
uj

)
= 0.493 5.

或者
6∑

j=1

(xwL
1uj

+ xwM
1uj

+ xwU
1uj

) = 2.440 1,

6∑
j=1

(xwL
2uj

+ xwM
2uj

+ xwU
2uj

) = 2.308 0,

6∑
j=1

(xwL
3uj

+ xwM
3uj

+ xwU
3uj

) = 2.614 6,
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6∑
j=1

(xwL
4uj

+ xwM
4uj

+ xwU
4uj

) = 2.381 8.

因此,对决策对象集{Xi} (i = 1, 2, · · · , 4)的优劣判
定和次序排定仍为

X3 ≻ X1 ≻ X4 ≻ X2,

即X3是最优候选机型,结果与文献[28]的结论一致.
为便于分析比较,本文再采用文献 [1, 26]中基于

离差最大化模型的权重度量算法对上述舰载机机型

优劣排序问题案例实施验算,其属性权重度量公式为

wj =

n∑
i=1

n∑
k=1

dTFN(r̃ij , r̃kj)

m∑
j=1

n∑
i=1

n∑
k=1

dTFN(r̃ij , r̃kj)

, i ∈ N, j ∈ M.

假定已统一了UMCDM问题中决策对象属性
效用测度值数据间的不同物理量纲信息,按照文献
[1, 26]提供的基于离差最大化赋权的多属性决策算
法对上述算例的候选舰载机机型实施筛选和次序排

定得到

X3 ≻
1.000 0

X1 ≻
0.989 0

X4 ≻
0.847 1

X2.

故X3亦是最优候选机型,结果与文献 [28]的结论一
致.
通过对上述问题案例验证结果的分析,说明采

用本文给出的基于三角模糊数型决策对象可能度

关系模型 (TFN-DMOPDRM)的属性赋权算法与文献
[1, 26]给出的基于离差最大化模型赋权算法对属性
权重的度量虽不相同,但是两种模型算法不但获得了
相同的最优解判定和筛选排序,而且都能应用可能
度对任意两决策对象间比较优势进行度量测定.此
外,本文所提的基于TFN-DMOPDRM的属性赋权算
法还融合了属性值间两两比较可能度值信息,与现有
其他方法相比更能体现UMCDM问题的合理性和有
效性.

4 结 论

本文提出的基于三角模糊数型决策对象可能度

关系模型 (TFN-DMOPDRM)的属性赋权度量是常见
的不确定多属性决策 (UMCDM)研究的重点内容之
一.其基本原理是在消除属性效用测度值数据间的
不可公度性及矛盾性,若所有决策对象属性效用值间
的比较可能度值信息集结融合后合成的属性间优势

比较可能度值总和越大,则说明数据波动幅度大的属
性对供选对象实施优劣决策的作用越大,相应地要提
高属性赋权值;反之,则说明数据波动幅度小的属性
对供选对象实施优劣决策的作用更小,相应地要降低

属性赋权值.本文针对属性权重未知且对决策对象
无偏好的UMCDM问题,引入三角模糊数可能度与
比较优势关系理论,研究了5种新的三角模糊数比较
可能度定义的等价关系式以及三角模糊数比较优势

关系的一些优良性质;推导出决策对象间优势关系
与决策对象属性值序列同理想决策对象理想点序列

的相离度和大小、决策对象属性值序列和同理想决

策对象理想点序列和的相离度值大小、比较可能度

值大小或者决策对象的三角模糊数小元、特元和大

元的属性值序列和大小存在等价.本文还根据上述
赋权思想,通过新建立的一种基于三角模糊数比较优
势关系确定属性赋权向量的DMOPDRM和决策对象
间两两优势比较测定出的可能度矩阵信息,集结并求
解出各个决策对象的总体比较可能度值大小,对决策
对象集实施优劣筛选和次序排定,以此给出新的三角
模糊数多属性决策对象的可能度关系模型算法.
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