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多运动体分布式最优编队构型形成算法

胡春鹤†, 王健豪
(北京林业大学工学院，北京 100083)

摘 要: 针对分布式通信条件下的多运动体编队构型形成问题进行研究.考虑到个体的有限通信与感知能力,传
统集中式求解算法无法适应实际需求,提出一种基于分布式交替映射凸优化的分布式时间最优编队构型形成算
法,使得个体间仅依赖局部通信与局部计算实现编队构型的快速形成;将该问题建模为含有等式约束的分布式
Minimax凸优化问题,提出基于虚拟等式约束函数的分布式交替映射凸优化算法实现求解;根据求解结果,各运动
体采用RVO避障策略实现最优构型形成.针对含有100个运动体的最优编队构型形成问题进行仿真,验证了所提
出算法的有效性.
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Distributed optimal formation shaping algorithm for multi-agent
HU Chun-he†, WANG Jian-hao

(School of Technology，Beijing Forestry University，Beijing 100083，China)

Abstract: In this paper, we study the multi-agent distributed time-optimal formation shaping problem by proposing
the time-optimal formation shaping distributed algorithm based on distributed convex alternating projection method, in
which each individual only has limited communication range and sensing ability, where centralized algorithms failed. In
the proposed algorithm, we model the problem as a equality-constraint distributed minimax convex optimization, which
is further solved by proposing a novel virtual-equality-constraint based alternating projection method. According to the
optimization results, multi-agent can achieve optimal shaping with the RVO avoidance strategy. Finally, the simulation of
100 multi-agent optimal formation is demonstrated to verify the efficiency of the proposed algorithm.
Keywords: distributed convex optimization；multi-agent；optimal formation shape；alternating projection；minimax
optimization

0 引 䀰

作为一类典型的协同控制问题,多运动体的编队
控制问题近年来已引起人们广泛关注[1-2],并成功应
用于多机器人系统[3]、多无人机系统的编队[4]等领

域.目前,对于编队控制问题的研究主要集中于编队
形成与集结[5]、防撞[6]以及Flocking[7]等问题.

编队的形成与集结作为编队的初始任务,对整体
起到至关重要的作用.为了实现有效编队,首先要求
分散于各个区域的运动体在指定区域完成集结,随
后根据预定分配或实时分配形成编队构型.多运动
体以最短的时间完成编队构型,可以有效降低时间
和能源的消耗,对后续任务的保障起到至关重要的作

用. Derenick等[8]首先利用构型理论将这一问题转化

为受限优化凸优化问题,随后利用二次锥规划优化实
现求解; Wang等[9]进一步将这一问题扩展为组合优

化问题,并利用循环神经网络并行求解这一问题.
尽管上述算法能够有效地计算得到各运动体的

最优运动轨迹,但依赖于集中式结构以及全局决策节
点的优化求解.然而,分散在空间中的各运动体通常
仅具备局部感知能力,无法获取全局的信息,使得集
中式结构不适应于实际需求.因此,提出面向分布式
结构的最优构型形成算法对编队算法的实际应用具

有重要意义.
本文提出一种分布式的时间最优编队构型形成
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算法,实现时间最优编队构型问题的分布式求解.算
法将编队构型形成问题的集中式结构建模为含有等

式约束的分布式Minimax凸优化模型,由于原有分布
式交替映射凸优化算法无法处理含有等式约束的情

况,本文提出一种基于虚拟等式约束函数的方法实现
对等式约束的处理,最后各运动体根据局部计算结果
采用RVO策略实现最终的最优编队构型形成.

1 问题描述

多运动体时间最优编队构型形成问题,是考察空
间上分布的多运动体如何以最短的时间形成指定的

编队构型[8].为便于分析,给出如下定义.
定义1 对于欧氏空间内分布的多个质点,由其

位置坐标形成的相互方位关系称作空间构型.
定义2 由给定的空间构型,只通过旋转、平移

以及缩放等变换得到的一系列与之具有相同形状的

构型所组成的集合称作同构构型集合.
属于同一同构构型集合的两个分布Q与P的关

系用Q ∼ P表示,则P所在的同构构型集合可描述

为{P} = {Q|Q ∼ P},即Q ∼ P ⇔ Q ∈ {P}.
编队构形属于一类典型的空间构型,可以描述空

间中各运动体形成编队后所具有的方位关系.根据
定义2,同属于相同编队构型的不同编队实例虽然不
具有相同的坐标,但具有几何同构的性质,可以通过
适当的旋转、平移以及缩放等方式进行转换.
考虑m(m通常为2或3)维实数空间上的n个完

整驱动运动体具有如下系统动态:
ẋi = ui, i ∈ {1, 2, · · · , n}, (1)

其中xi ∈ Rm为运动体 i的位置.多运动体在惯性坐
标系中的位置分布可以用如下m× n矩阵描述:

X = (x1, x2, · · · , xn). (2)

假定多运动体所需形成的编队构型为

{P} =

{αRP + 1T
n ⊗ r|α ∈ R+, R ∈ SO(m), r ∈ Rm}.

(3)

其中:P = (p1, p2, · · · , pl)为m维空间上符合该编队

构型的一个编队实例, pi ∈ Rm为运动体 i在编队应

处的位置,通常为运动体 i的地理坐标;正实数α为缩

放因子;R ∈ SO(m)为Rm上的旋转矩阵; 1n为n维

全1列向量; r为平移向量;⊗为Kronecker积.
多运动体分布最优编队构型形成问题[8]研究的

是如何在仅具有分布式的通信协调关系下,使得具有
位置分布 (2)并满足系统动态 (1)的多运动体,以最短
的时间或距离形成指定编队构型Q,满足Q ∼ P ,具
体可以描述为如下最优规则:

min
Q

max
i∈{1,2,··· ,n}

∥qi − xi∥2;

s.t. Q ∈ {P}. (4)

其中:∥ · ∥表示欧氏距离,Q = (q1, q2, · · · , qn), {P}由
式(3)定义.
多运动体分布最优编队构型形成问题(4)属于典

型的含有约束的分布式Minimax凸优化问题.由于
分布式环境约束,各运动体只能获得自身的优化方
程、状态,以及依靠通信拓扑获得相邻运动体 (邻居)
状态,进而只能利用有限信息实施局部优化算法.因
此,如何通过局部优化算法保证整体的最优性成为这
一问题的难点.
本文所用到的符号定义与数学基本引理说明如

下:
文中利用Z+表示正整数集, epifi表示函数fi的

上部图函数: epif = {(x, t)|t ⩾ f(x)}.利用Pf (· ) ∈
Rm+1 → Rm+1表示Rm+1中点到函数f ∈ Rm →
R图像的映射函数.典型函数的映射函数见如下引
理.
引理1 (二阶锥映射)[10] 给定如下二阶锥:

C = {(x, t) ∈ R(m+1)×1|∥x∥2 ⩽ t}.

点(x, t) ∈ R(m+1)×1到该二阶锥的映射为

PC(x, t) =
(x, t), ∥x∥2 ⩽ t;

(0, 0), ∥x∥2 ⩽ −t;

t+ ∥x∥2
2∥x∥2

[
x

∥x∥2

]
, − t < ∥x∥2 < t, x ̸= 0.

引理2 (仿射集映射)[10] 给定如下仿射集:
C = {x|Ax = b, A ∈ Rm×n}.

点x ∈ Rn到该仿射集的映射为

PC(x) = x+A+(b−Ax),

其中A+是A的Moore-Penrose逆.

2 分布式交替映射凸优化算法

分布式Minimax凸优化是一类由多个局部凸优
化方程构成,仅依赖于分布式结构求解优化变量保证
整体Minimax的综合优化问题[11-12].
本文采用基于交替映射的分布式凸优化算

法[12].该算法通过分布式映射迭代实现最优化的求
解,具有收敛速度快、局部计算量低等优点,已被成
功应用于求解无约束下的分布式凸优化问题,包括最
短时间一致性[13]、最优集结等.因为对于所研究问题
(4)中的优化变量需要额外满足Q ∈ {P},所以本文
需要对无约束算法进行修正,提出一种含有等式约束
的分布式凸优化求解算法.
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2.1 无约束分布式凸优化算法

无约束的分布式凸优化问题通常具有如下结构:
min
x∈U

max
i∈Z+

fi(x), i ∈ {1, 2, · · · , n}. (5)

其中: fi为运动体 i的局部凸优化方程,定义域U ⊆
Rm为凸集.
对于式 (5)所示的Minimax凸优化问题,分布式

交替映射凸优化算法首先将该优化问题转化为凸集

与仿射集的最短距离问题,随后基于分布式循环交替
映射实现对该最短距离的求解.
定理1 (分布式交替映射凸优化算法)[12] 对于

任意给定正数δ > 0,总可以找到ε > 0,对于满足迭
代过程

(x1
l , t

1
l ) =

(x1
l−1, tmin), |e| ⩽ ε;

Pepif1((x
n
l , t

n
l )− Iil−1), |e| > ε;

(xi
l, t

i
l) = Pepifi((x

i−1
l , ti−1

l )− Iil−1);

Iil−1 =

0, |e| ⩽ ε;

(xi
l, t

i
l)− (xi−1

l , ti−1
l )− Iil−1, |e| > ε

的序列,有

∥ lim
l→∞

x1
l − arg min

x
max fi∥ ⩽ δ.

其中: 1 < i ⩽ n为个体编号;xi
l为个体 i在第 l次

迭代的局部优化变量; til = fi(x
i
l)为所对应的优化

值;x1
0 := x, Ii0 := 0为初值; e = ∥(x1

l , t
1
l ) − (x1

l−1,

t1l−1)∥为收敛条件.
定理 1给出了Minimax凸优化问题在循环通信

拓扑结构下的分布式求解方法.对于个体i,从上一个
个体 i − 1获得局部优化变量xi−1

l 和优化值 ti−1
l ,进

行增量修正后通过映射Pepifi(·)获得新的优化变量
和优化值(xi

l, t
i
l),并将其传输给个体i+1.当个体1发

现两次迭代误差足够小的时候,将局部优化值设为最
低,随后重新交互运算直至收敛,收敛值可以任意接
近于问题(5)的最优解.

2.2 含有等式约束的凸优化算法

实际优化问题,如整数规划[14]、半正定规划[15]以

及分布式凸优化[16]等,通常只具有有限求解空间,需
要处理如下所示的含有等式约束的情况:

min
x∈U

max
i∈Z+

fi(x), i ∈ {1, 2, · · · , n};

s.t. Ax = 0. (6)

上述问题一般可采用拉格朗日乘子法转化为不

含约束的优化问题进行求解[17],但优化变量的维度
会增加,导致求解难度提升,无法进行分布式求解.本
文提出一种基于虚拟等式约束函数的方法,将问题
(6)的局部优化函数数量扩充等价为无约束的情况,

进而采用定理1所述算法进行处理.
构造如下虚拟函数:

g(x) = c, x ∈ {x|Ax = 0}, (7)

其中 c为小于式 (6)最优值的常数,若式 (6)的最优解
大于0,则可取c为0.将其视作虚拟运动体n + 1的局

部凸优化方程fn+1,则可构造如下含有n + 1个局部

方程的无约束优化问题:

min
x∈U

max
i∈Z+

fi(x), i ∈ {1, 2, · · · , n, n+ 1}, (8)

其中fn+1(x) = g(x).这与含有n个局部方程及等式

约束的优化问题(6)等价.
定理2 可利用定理1所述算法对问题 (8)进行

求解,并与问题(6)所述等价.
证明 首先,根据虚拟函数g(x)的定义 (7), g(x)

仅在A的零空间有定义,显然A的零空间是凸集,进
而函数 (7)为凸函数,则定理1可用于求解式 (8)所述
问题.

其次,定义 (7)保证g(x)的取值小于式 (6)的最优
解,则满足式 (8)的解与g(x)取值无关.然而,式 (6)的
极值仅出现在A的零空间,即有限区域,显然有

min
x∈U

max
i∈{1,2,··· ,n+1}

fi(x) ⩽

{min
x∈U

max
i∈{1,2,··· ,n+1}

fi(x)|Ax = 0}.

另外,由于g(x)仅在A的零空间有定义,式 (8)的
解也出现在A的零空间,但由于式 (8)相较于式 (6)的
max部分多出一项,则显然

min
x∈U

max
i∈{1,2,··· ,n+1}

fi(x) ⩾

{min
x∈U

max
i∈{1,2,··· ,n+1}

fi(x)|Ax = 0}.

综上所述,式(8)与(6)所述问题等价. 2
此时,无约束优化问题 (8)可以利用定理 1所述

算法进行求解,只需要运动体1额外多计算一次虚拟
函数的映射.

3 二维平面最优编队构型分布式算法

研究二维平面的编队构型形成具体问题,可假定
待形成的编队构型为

P = (p1, p2, · · · , pn)2×n,

其中pi = (pi,x, pi,y)
T
(i ∈ {1, · · · , n})为平面地理

坐标.不失一般性,假设惯性坐标系的原点位于待形
成编队的第一个位置,即p1 = (0, 0)

T.根据式 (3),假
定r = q1,则任意属于该集合的新构型Q = (q1, q2,

· · · , qn) ∈ {P}中的位置可以利用如下变换手段得
到[8]:

qi = q1 + αRP, i = 2, 3, · · · , n. (9)
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即 qi,x = q1,x + α(pi,x cos θ + pi,y sin θ),

qi,y = q1,y + α(−pi,x sin θ + pi,y cos θ).

其中

θ = arctan q2,y − q1,y
q2,x − q1,x

,

α =
∥q2 − q1∥2

∥p2∥2
.

由此,可以得到如下n− 2项线性约束:

∥p2∥22(qi − q1) =

[
pi,x −pi,y
pi,y pi,x

]
(q2 − q1),

i = 3, 4, · · · , n.

问题(4)的约束Q ∈ {P}可描述为等式条件
AeqQ = 0. (10)

其中

Aeq =

0

0

Rp3
− 12∥p2∥22 −Rp3

12∥p2∥22
...

...
. . .

Rpn
− 12∥p2∥22 −Rpn

12∥p2∥22


2n×2n

,

Rpi
=

[
pi,x −pi,y

pi,y pi,x

]
.

二维平面最优编队构型问题(4)即具有含有等式
约束分布式凸优化 (6)的结构,根据虚拟函数法可以
进一步描述为如下无约束凸优化问题:

min
Q∈R2×m

max
i∈Z+

fi(Q). (11)

其中

fi(Q) = ∥qi − xi∥2, i ∈ {1, 2, · · · , n},
fn+1(Q) = 0, Q ∈ {Q|AeqQ = 0}.

问题 (11)中, fn+1的上部图为仿射集, fi(i ⩽ n)
的上部图为二阶锥,有

epifi(Q) = {(qi, t)|∥qi − xi∥2 ⩽ t}.

根据含有等式约束的凸优化算法及引理1和引
理2,设计分布式的时间最优编队构型形成算法如下.
各运动体具有局部优化代价fi信息,按照循环通

信拓扑进行通信,通信内容为各运动体的局部构型估
计Q及最优代价估计 t = min

Q
fi(Q).各运动体 i从上

一运动体i− 1(当i = 1时,为第n个运动体)处获得最
优构型估计以及最优代价估计 (Qi-1, ti-1),并执行如
下计算:

1)根据局部增量Ii更新(Qi−1, ti−1)为

(Q̂i−1, t̂i−1) = (Qi−1, ti−1)− Ii,

初始局部增量Ii为0;
2) 以(Q̂i−1, t̂i−1)到epifi的映射更新 i的局部估

计

(Qi, ti) = Pepifi((Q̂
i−1, t̂i−1)),

更新局部增量

Ii = (Qi, ti)− (Q̂i−1, t̂i−1);

3)将更新后的(Qi, ti)传输给下一个运动体;
4)当 i = 1时,运动体1获得运动体n的估计,首

先按照步骤1)和步骤2)计算 (Qn+1, tn+1)及In+1,并
判断 tn+1与 t1是否小于给定值 ε,若是,则令 tn+1 =

0, I1 = 0,随后令 (Q0, t0) = (Qn+1, tn+1),并按照步
骤1)∼步骤3)继续执行.
注1 上述算法中,Pepifi(i ⩽ n)和Pepifn+1

的计

算方法分别由引理1和引理2给出.
注2 对于三维空间内的情况,只需要修正等式

约束条件(9),运动体的局部策略与二维的情况相同.
根据定理1,算法中各运动体不断协调交互,最终

可以保证得到的P = {pi}满足构型P ∼ Q,并为最
优.由算法的步骤1)∼步骤3)可见,除了运动体1以
外,其他运动体只需要知道自身所处编队的位置,而
不需要获取其他运动体在编队中的位置.这使得编
队队形数量可以随意扩展,新增的运动体直接加入交
互即可,而无需改动其他运动体的算法.

4 算法仿真与分析

考察二维平面上分布的100个运动体形成字母
BJFU编队的问题.各运动体坐标初始分散在如图1
所示的 [−10 ∼ 10] × [−10 ∼ 10]区域中, *表示运
动体的初始位置.
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图 1 运动体空间分布图

运动体按照分布式的时间最优编队构型形成算

法,分布式协调得到最优构型.各运动体的运动及避
障策略采用RVO算法[18],该算法通过与有限范围内
的相邻运动体进行协调,依靠半径和相对速度选择
新的速度方向,保障最快趋向目的点的同时,避免了
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运动体之间的碰撞.算法的仿真结果如图2所示,其
中: *为空间分布的100个运动体初始构型, ◦为最优
编队构形,虚线为各运动体的航行路线.
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图 2 运动体形成的最优构型

由仿真结果可知,运动体通过局部协调策略得到
了与图2编队构形同构的BJFU字母构型,各运动体
的轨迹基本符合最短路径 (直线),其中个别运动体为
避免碰撞而对速度进行实时调整形成了部分折线轨

迹.通过与集中式序列二次规划算法的结果比较可
知,本文算法结果满足最优性需求.

5 结 论

本文针对具有完整驱动能力的多运动体分布式

通信环境下的时间最优编队构型形成问题展开研究,
提出了基于分布式通信结构的时间最优编队构型形

成算法.该算法将编队构型分布式时间最优构型形
成问题建模为含有等式约束的分布式Minimax凸优
化结构,设计了可处理含等式约束的基于交替映射分
布式凸优化算法,实现了对该问题的分布式求解.与
现有算法相比,本文提出的算法采用分布式通信结
构,不需要集中节点的协调,每个个体仅依赖于各自
在编队的位置信息以及邻居间的局部通信,同时对于
新增运动体具有快速适应能力.本文针对含有100个
运动体的快速编队问题进行了仿真,各运动体采用
RVO避障策略.算法结果表明,本文算法中的各节点
通过少量计算与交互即可对编队构形方位达成一致,
满足最优性需求.
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