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基于连续体模型的人群疏散系统的边界控制

秦 伟†, 庄 波, 崔宝同
(江南大学物联网工程学院，江苏无锡 214122)

摘 要: 研究一类存在扰动的一维人群疏散系统的边界控制问题.以走廊中的人群动态为例,基于数量守恒定律
建立人群动态模型;由非线性偏微分方程描述系统模型,并直接在分布参数的范畴内,设计 Robin、 Neumann、
Dirichlet三种边界控制律,用于控制行人在疏散过程中的移动方式,避免拥堵的产生;利用李雅普诺夫方法对边界
控制律作用下的人群疏散系统稳定性给出详细证明,并通过一个仿真实例验证边界控制律的有效性.研究成果可
以应用到生活中单入口单出口场所的人群动态管理.
关键词: 人群疏散系统；分布参数系统；边界控制；连续体模型
中图分类号: TP273 文献标志码: A

Boundary control of the crowd evacuation system based on continuum
model
QIN Wei†, ZHUANG Bo, CUI Bao-tong

(School of IoT Engineering，Jiangnan University，Wuxi 214122，China)

Abstract: This article pertains to the study of boundary control of a disturbed crowd evacuation system in one dimensional
space. Based on the conservation law of mass, a continuum model is developed to represent the crowd evacuation dynamics
in the corridor. The model is described by a nonlinear partial differential equation. In order to control the movement
of the pedestrians during evacuation and avoid jams, Robin, Neumann and Dirichlet boundary control laws are designed
in a distributed framework. The stability of the crowd evacuation system under the boundary control is proved by using
the Lyapunov method. Finally, an example is given to illustrate the efficiency of the boundary control law. The research
results can be applied to managing the crowd dynamic in the places with single-entrance single-exit.
Keywords: crowd evacuation system；distributed parameter system；boundary control；continuum model

0 引 䀰

在现实生活中,会有很多场所出现人群的聚集,
如体育场、地铁站、机场等.如何进行人群管理以
确保行人的人身安全以及良好的舒适度体验是值得

研究的课题. 1993年在伦敦举行的人群安全工程会
议[1]指出了人群管理的重要性,物理学家、社会学家、
心理学家、计算机科学家以及交通学家都在各自的

领域开始了深入的研究.
人群管理的首要任务是对人群动态进行建模,由

于研究对象相互之间存在着各种不确定关系,且包含
个体数量巨大,很难建立一个通用的模型.因此,学者
们从不同角度建立了多种模型来描述不同场合的人

群动态,如连续体模型、社会力模型[2]、元胞自动机模

型[3]、多智能体模型[4]、博弈论模型[5]等.
基于连续体模型对人群动态进行建模控制是将

人群作为一个集合来研究,用局部平均密度、平均速
度和平均流量来描述人群动态,属于宏观层面的人群
动态研究.基于连续体模型的人群动态研究开始于
2001年, Hoogendoorn等[6]建立了一个同时适用于车

辆交通和行人交通的连续体模型; Hughes[7]基于3个
假设建立了第一个行人交通连续体模型; Huang等[8]

证明了Hughes的模型满足反应动态平衡原理,即行
人总是选择瞬间移动耗散最小的路线来通往目的地,
并提出了一个有效的模型求解方法; Appert-Rolland
等[9]将车辆交通中的Aw-Rascle宏观模型推广到了
双向多人行道的行人交通中; Hänseler等[10]综合车辆
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交通中的连续方法与信元传输的方法来预测人群动

态中的移动时间与浓度; Twarogowska等[11]从数值分

析的角度对一些连续体模型进行对比分析.以上研
究都集中在不同情况下人群动态的建模上,对人群动
态控制策略的研究很少. Wadoo等[12]为一类一维人

群动态模型设计了扩散、对流、对流-扩散3种状态
反馈控制律; Wadoo[13]用滑模控制方法对一类一维

人群动态系统进行鲁棒性控制; Dong等[14]为一类二

维人群动态系统设计了对流、对流-扩散两种状态反
馈控制律; Qin等[15]为一类由扩散模型描述行人移动

速度与密度关系的一维人群动态模型设计了状态反

馈控制律,成功解决了控制饱和问题,并将结果推广
到二维空间.
本文基于数量守恒定律建立存在扰动的人群动

态模型,并用偏微分方程进行描述,因此属于分布参
数系统的范畴[16-18].目前,对分布参数系统的研究往
往用降阶的方法,将偏微分方程化为常微分方程来处
理.忽略系统的无穷维特性,往往会产生错误,即使降
阶得到的有限维系统在控制器的作用下是稳定的,也
不能保证原无穷维系统一定稳定.因此,本文直接在
无穷维的范畴对基于连续模型的人群疏散系统进行

边界控制.研究成果可以用于生活中单入口单出口
场所的人群疏散,比如走廊中的人群疏散,景区中索
桥、玻璃栈道等场所的游人管理.最后,通过一个仿
真实例验证了边界控制律的有效性.

1 系统建模

目前,许多已有文献选用著名的LWR模型来描
述一维空间中的人群动态,其模型表示如下:

ρt(x, t) + qx(x, t) = 0. (1)

其中:x ∈ [0, L]表示空间位置, t ∈ [0,∞)表示时间.
H2(0, L)为Sobolev空间,空间中的向量函数在L2范

数的定义下直到二阶导数是平方可积的.本文之后
的内容将在Sobolev空间中进行讨论. ρ(x, t) ∈ H2表

示人群密度, v(x, t)表示人群移动速度, q(x, t)表示人
群流量,且人群流量、速度与密度之间有如下关系:

q(x, t) = ρ(x, t)v(x, t).

模型 (1)是基于数量守恒定律建立的,它反映了某个
区间内行人数量的变化等于由入口进入的行人数量

减去由出口离开的行人数量.以走廊中的行人疏散
为例,如图1所示,一段时间内, 0到L之间行人数量的

变化等于由0点进入的人数减去L点离开的人数.
在实际生活中,走廊的两侧往往有很多房间,在
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图 1 走廊中的行人疏散

行人疏散的过程中,会有人从房间进入走廊,也会有
人从走廊进入房间,这都会对疏散造成扰动,如图 2
所示.
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图 2 存在扰动的走廊行人疏散

定义疏散过程中从走廊进入房间与从房间进入

走廊的行人均为扰动行人.定义 β̄(0, L, t)为单位时

间内扰动行人数量的净差值,即单位时间内从房间进
入走廊的人数减去从走廊进入房间的人数,因此它的
取值可正可负.基于以上定义,由图2所示的人群疏
散系统可以简化为如图3所示.
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图 3 简化的走廊行人疏散

基于数量守恒定律,对图3所示的人群疏散动态
建立如下模型:
∂

∂t

w L

0
ρ(x, t) dx = q(0, t)− q(L, t) + β̄(0, L, t). (2)

为了研究方便,引入β(x, t)表示扰动行人密度的净差

值,满足

β̄(0, L, t) =
w L

0
β(x, t) dx.

通过相应变换,方程(2)可以简化为

∂ρ(x, t)

∂t
+

∂q(x, t)

∂x
= β(x, t). (3)

诸多学者从不同角度建立模型来描述人群

移动速度与密度之间的关系,如 Greenshield模型、
Greenberg模型、Underwood模型、Drew模型和Pipes
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Munjal模型等,关于这些模型的详细介绍可以参考
Kachroo的著作[19].本文选用扩散模型[20]来表示人

群移动速度与密度之间的关系,模型表示如下:

v(x, t) = vf

[
1− ρ(x, t)

ρm

]
− Dρx(x, t)

ρ(x, t)
. (4)

其中: vf表示自由移动速度,即当人群密度趋于0时,
行人可以达到的最大移动速度; ρm表示人群的最大
密度;D > 0表示扩散系数.
注1 扩散已经被许多文献证明是一个非常有

用的概念,因为它可以使数学模型更贴切地描述实际
动态.本文之所以选择扩散模型 (4)来描述人群移动
速度与密度之间的关系,是因为模型中的扩散项可以
反映这样一个现实:在人群疏散的过程中,行人会根
据前方的人群密度来实时地调整其移动速度,当前方
出现拥堵时,行人会提前降低其移动速度,而不是保
持原来移动速度加入拥堵行列,造成移动速度的突然
降低.

假设1 β(x, t) = µρ(x, t).其中:x ∈ [0, L], t ∈
[0,∞),µ为常数.
将扩散模型 (4)代入模型 (3)中,结合假设1得到

所要研究的人群疏散系统模型如下:

ρt(x, t) + vfρx(x, t)−
2vf
ρm

ρ(x, t)ρx(x, t)−

Dρxx(x, t)− µρ(x, t) = 0. (5)

初始条件为

ρ(x, t0) = ρ0(x); (6)

边界条件为aρ(0, t) + bρx(0, t) = u0(t),

cρ(L, t) + dρx(L, t) = uL(t).
(7)

其中:u0(t)与uL(t)分别为0边界与L边界的控制输

入, a、b、c、d均为常数.
注 2 当β(x, t)为常数或对密度ρ(x, t)有已知

的依赖关系时,可以利用特征值法对系统 (5)∼ (7)进
行求解[21].限于篇幅,本文不再对系统解的适定性进
行验证,假设系统的解满足适定性.

2 边界控制

本节主要通过设计相应的边界控制律,使人群疏
散系统(5)∼ (7)实现指数稳定.
引理1 (Poincaré不等式)[22] 对于任意的ρ(x, t)

∈ C1[0, L],以下不等式成立:w L

0
ρ2(x, t)dx ⩽ 2Lρ2(L, t) + 4L2

w L

0
ρ2x(x, t)dx.

证明w L

0
ρ2(x, t)dx =

xρ2(x, t)|L0 − 2
w L

0
xρ(x, t)ρx(x, t)dx =

Lρ2(L, t)− 2
w L

0
xρ(x, t)ρx(x, t) dx ⩽

Lρ2(L, t) +
1

2

w L

0
ρ2(x, t) dx+

2
w L

0
x2ρ2x(x, t) dx.

整理得

1

2

w L

0
ρ2(x, t)dx ⩽

Lρ2(L, t) + 2
w L

0
x2ρ2x(x, t)dx ⩽

Lρ2(L, t) + 2L2
w L

0
ρ2x(x, t) dx, x ∈ [0, L].

因此,有w L

0
ρ2(x, t)dx ⩽

2Lρ2(L, t) + 4L2
w L

0
ρ2x(x, t)dx. 2

定理1 假设b, d ̸= 0,设计边界控制律为

u0(t) =
(
a+

bvf
2D

+
bk1
D

)
ρ(0, t)−

2bvf
3Dρm

ρ2(0, t),

uL(t) =
(
c+

dvf
2D

− dk2
D

− d

2L

)
ρ(L, t)−

2dvf
3Dρm

ρ2(L, t),

(8)

其中k1、k2为大于0的常数.只要− D

2L2
+ 2µ < 0,则

人群疏散系统 (5)∼ (7)在边界控制律 (8)的作用下可
以实现指数稳定.
证明 定义L2范数为

∥ρ∥2 =
[ w L

0
ρ2(x, t)dx

]1/2
.

构造Lyapunov泛函

W (t) =
1

2

w L

0
ρ2(x, t)dx,

并对时间t求导,得
Ẇ (t) =w L

0
ρ(x, t)ρt(x, t)dx =

w L

0
ρ(x, t)

[
Dρxx(x, t)− vfρx(x, t)+

2vf
ρm

ρ(x, t)ρx(x, t) + µρ(x, t)

]
dx =

D
w L

0
ρ(x, t)ρxx(x, t)dx− vf

w L

0
ρ(x, t)ρx(x, t)dx+

2vf
3ρm

w L

0
[ρ3(x, t)]xdx+ µ

w L

0
ρ2(x, t)dx. (9)

由分部积分法可得

Ẇ (t) =

Dρ(x, t)ρx(x, t)|L0 −D
w L

0
ρ2x(x, t)dx+
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2vf
3ρm

ρ3(x, t)
∣∣L
0
− vf

2
ρ2(x, t)

∣∣L
0
+ µ

w L

0
ρ2(x, t)dx =

Dρ(L, t)ρx(L, t)−Dρ(0, t)ρx(0, t)−

D
w L

0
ρ2x(x, t)dx+

2vf
3ρm

ρ3(L, t)−

2vf
3ρm

ρ3(0, t)− vf
2
ρ2(L, t)+

vf
2
ρ2(0, t) + µ

w L

0
ρ2(x, t)dx. (10)

由边界条件(7)可得
ρx(0, t) =

1

b
[u0(t)− aρ(0, t)],

ρx(L, t) =
1

d
[uL(t)− cρ(L, t)].

(11)

将式(11)代入(10),得

Ẇ (t) =
D

d
ρ(L, t)[uL(t)− cρ(L, t)]−

D

b
ρ(0, t)[u0(t)− aρ(0, t)]−

D
w L

0
ρ2x(x, t)dx+

2vf
3ρm

ρ3(L, t)−

2vf
3ρm

ρ3(0, t)− vf
2
ρ2(L, t)+

vf
2
ρ2(0, t) + µ

w L

0
ρ2(x, t)dx =

−D
w L

0
ρ2x(x, t)dx+ µ

w L

0
ρ2(x, t)dx+

ρ(L, t)
[D
d
uL(t)−

cD

d
ρ(L, t)+

2vf
3ρm

ρ2(L, t)− vf
2
ρ(L, t)

]
−

ρ(0, t)
[D
b
u0(t)−

aD

b
ρ(0, t)+

2vf
3ρm

ρ2(0, t)− vf
2
ρ(0, t)

]
. (12)

由引理1可得

Ẇ (t) ⩽
(
− D

4L2
+ µ

) w L

0
ρ2(x, t) dx+

ρ(L, t)
[D
d
uL(t)−

cD

d
ρ(L, t)+

2vf
3ρm

ρ2(L, t)− vf
2
ρ(L, t) +

D

2L
ρ(L, t)

]
−

ρ(0, t)
[D
b
u0(t)−

aD

b
ρ(0, t)+

2vf
3ρm

ρ2(0, t)− vf
2
ρ(0, t)

]
. (13)

将控制律(8)代入(13),得

Ẇ (t) ⩽
(
− D

4L2
+ µ

) w L

0
ρ2(x, t) dx−

k1ρ
2(0, t)− k2ρ

2(L, t) ⩽(
− D

4L2
+ µ

) w L

0
ρ2(x, t) dx =(

− D

2L2
+ 2µ

)
W (t). (14)

因此,只要− D

2L2
+ 2µ < 0,人群疏散系统 (5)∼ (7)在

边界控制律(8)的作用下就可以实现指数稳定. □
注3 在定理1中,如果a, c ̸= 0,则边界控制律

(8)为Robin边界控制律,其中ρ(0, t)和ρ(L, t)为测量

变量.
注4 在定理1中,如果a = c = 0,则边界条件

(7)变为 bρx(0, t) = u0(t),

dρx(L, t) = uL(t).
(15)

综上,本文的研究对象变为Neumann边界控制
问题,设计边界控制律为

u0(t) =(bvf
2D

+
bk1
D

)
ρ(0, t)− 2bvf

3Dρm
ρ2(0, t),

uL(t) =(dvf
2D

− dk2
D

− d

2L

)
ρ(L, t)− 2dvf

3Dρm
ρ2(L, t),

(16)

其中k1、k2为大于 0的常数.仿照定理 1的证明,可
以很容易得到:只要− D

2L2
+ 2µ < 0,则人群疏散系

统 (5)、(6)和 (15)在Neumann边界控制律 (16)的作用
下是指数稳定的.其中: ρx(0, t)和 ρx(L, t)是控制输

入, ρ(0, t)和ρ(L, t)是测量变量.
注5 如果Neumann边界控制律 (16)是可逆的,

则通过可逆变换可以很容易得到Dirichlet边界控制
律,但是式 (16)是不可逆的.因此,若要得到Dirichlet
边界控制律,则需将Neumann边界控制律重新设计
为可逆的.
假设a = c = 0,由式(13)可得

Ẇ (t) ⩽(
− D

4L2
+ µ

) w L

0
ρ2(x, t) dx+

ρ(L, t)
[D
d
uL(t) +

2vf
3ρm

ρ2(L, t) +
D

2L
ρ(L, t)

]
−

ρ(0, t)
[D
b
u0(t) +

2vf
3ρm

ρ2(0, t)− vf
2
ρ(0, t)

]
⩽(

− D

4L2
+ µ

) w L

0
ρ2(x, t) dx+

ρ(L, t)
[D
d
uL(t) +

v2f
9ρ2m

ρ(L, t) +
D

2L
ρ(L, t)+

ρ3(L, t)
]
− ρ(0, t)

[D
b
u0(t)−

vf
2
ρ(0, t)−

v2f
9ρ2m

ρ(0, t)− ρ3(0, t)
]
−
[ vf
3ρm

ρ(L, t)−

ρ2(L, t)
]2

−
[ vf
3ρm

ρ(0, t) + ρ2(0, t)
]2
. (17)
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构造控制律

u0(t) =(bvf
2D

+
bv2f

9Dρ2m
+

bk1
D

)
ρ(0, t) +

b

D
ρ3(0, t),

uL(t) =(
−

dv2f
9Dρ2m

− dk2
D

− d

2L

)
ρ(L, t)− d

D
ρ3(L, t),

(18)

其中k1、k2为大于0的常数.将控制律 (18)代入 (17)

得

Ẇ (t) ⩽
(
− D

4L2
+ µ

) w L

0
ρ2(x, t) dx =(

− D

2L2
+ 2µ

)
W (t).

因此,只要− D

2L2
+ 2µ < 0,则人群疏散系统 (5)、(6)

和 (15)在Neumann边界控制律 (18)的作用下是指数
稳定的.
由于Neumann边界控制律 (18)是可逆的,可以利

用可逆变换得到Dirichlet边界控制律

ρ(0, t) =

3

√√√√D

2
ρx(0, t) +

√
D2

4
ρ2x(0, t) +

(vf
6

+
v2f

27ρ2m
+

k1
3

)3

+
3

√√√√D

2
ρx(0, t)−

√
D2

4
ρ2x(0, t) +

(vf
6

+
v2f

27ρ2m
+

k1
3

)3

,

ρ(L, t) =

3

√√√√−D

2
ρx(L, t)+

√
D2

4
ρ2x(L, t)+

( v2f
27ρ2m

+
k2
3
+

D

6L

)3

+
3

√√√√−D

2
ρx(L, t)−

√
D2

4
ρ2x(L, t)+

( v2f
27ρ2m

+
k2
3
+

D

6L

)3

.

其中: ρ(0, t)和ρ(L, t)是控制输入, ρx(0, t)和ρx(L, t)

是测量变量.

3 数值仿真

本节通过一个实例来验证边界控制律(8)的有效
性,选用的方法为Lax-Friedrichs仿真方法[23].假设人
群疏散系统(5)∼ (7)初始密度满足高斯分布

ρ(x, 0) = G exp(−(x− δ)2).

其中:G为最大密度值, δ为高斯分布的中心.数值仿
真主要参数取值如下:
G = 10, δ = 2, L = 4, ρm = 10, D = 1, vf = 4,

a = 1, b = −1, c = 1, d = 1, k1 = 4, k2 = 4,

空间离散步长为0.08,时间离散步长为0.001 25.
图4为未加控制的人群疏散系统的三维密度演

化图.从图4可以看出,未施加边界控制的人群疏散
系统也是稳定的,且人群朝着出口x = 4移动.
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图 4 未加控制的人群疏散系统密度演化

图5为边界控制律作用下的人群疏散系统的三
维密度演化图.对比图4可以看出,在边界控制律 (8)
的作用下,可以用更短的时间完成疏散任务.
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图 5 边界控制下的人群疏散系统密度演化

为了更明显地演示控制律的作用,选取空间中
x = 2和x = 4两点分别做未加控制与边界控制下的

二维密度演化图,如图6和图7所示.
由图6可知,未施加边界控制时,在x = 2点处的

人口密度大约在3.8 s之后变为0,在出口处人群的最
大密度约为3.8,大约在4.6 s之后变为0.由图7可知,
在施加边界控制的情况下,在x = 2点处的人口密度

大约需要2.6 s之后变为0,出口处人群的最大密度约
为2.2,大约在3.5 s之后变为0.对比图6与图7,可以
明显地看到在边界控制律 (8)的作用下,可以用更短
的时间完成疏散任务,且出口处的人群密度更低.这
意味着更小的几率发生拥堵、踩踏等事件,保证了行
人的人身安全及良好的舒适度体验.
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图 6 未加控制的人群疏散系统在x = 2

和x = 4处密度随时间的变化
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图 7 边界控制下的人群疏散系统在x = 2

和x = 4处密度随时间的变化
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图 8 当µ = −0.5时,边界控制下的人群疏散系统
在x = 2和x = 4处密度随时间的变化

图8为µ = −0.5时边界控制下的人群疏散系统

在x = 2和x = 4处的密度变化.可以看出,在x = 2

点处人口密度大约需要1.5 s之后变为0,整个疏散过
程大约需要2.2 s.说明在疏散过程中,有行人从走廊
进入两侧的房间,因此可以用更短的时间将走廊中的
行人疏散完毕.
当µ ⩾ 0.6时,不加控制的人群疏散系统变的不

稳定,而µ ∈ [0.6, 0.75]时,边界控制下的人群疏散系
统依然保持稳定.由以上对比可以看出,边界控制律
(8)对人群疏散系统 (5)∼ (7)的控制取得了良好的效
果.

4 结 论

本文基于数量守恒定律建立了一维人群动态模

型,设计了Robin、Neumann、Dirichlet三种边界控制律
以保证疏散的平稳进行,并对边界控制律作用下的人
群疏散系统稳定性进行了详细的推导证明.最后,通
过一个仿真实例验证了边界控制律的有效性.相对
于已有状态反馈控制的研究成果,边界控制只需要在
疏散通道的入口、出口施加控制即可,更容易应用于
实际的人群疏散问题.
本文主要集中于理论上的研究,以期对实践起到

一定的指导作用.实际生活中,人群疏散控制的具体
实施还会受到信号传递时间延迟等因素的影响,这将
是下一步的研究内容.
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