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基于扩张状态观测器的动态抗饱和补偿器设计方法
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摘 要: 针对一类受外界扰动以及执行器饱和影响的不确定非线性系统,提出一种基于扩张状态观测器的动态抗
饱和补偿器设计方法.首先通过将系统的不确定项以及外部扰动作为扩张状态,设计线性扩张状态观测器 (ESO)
对系统的总扰动进行估计;然后,在控制器中引入对扩张状态的估计值,对系统的总扰动进行补偿,设计了动态抗
饱和补偿器,将控制器、观测器以及动态抗饱和补偿器的参数求解问题转化为基于LMI不等式组约束的优化问
题,确保系统具有尽可能大的收敛域;最后通过数值仿真验证所提出设计方法的有效性.
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Dynamic anti-windup compensator design based on ESOs
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(1. School of Aeronautical Science and Engineering，Beihang University，Beijing 100191，China；2. School of
Automation Science and Electrical Engineering, Beihang University，Beijing 100191，China)

Abstract: A dynamic anti-windup compensator design method is proposed for a class of nonlinear systems subject
to actuator saturation and external disturbance based on extended state observers(ESOs). Uncertainty and external
disturbance of the system are treated as extended state, and the corresponding ESO is designed to estimate the total
disturbance. Then, total disturbance is compensated in the controller by introducing the estimate of extend state, and a
dynamic anti-windup compensator design method is presented. The problem of parameter tuning of the controller, observer
and dynamic anti-windup compensator is translated into the problem of optimization with linear matrix inequalities
constraint, which maximizes the estimate of domain of attraction. A numerical example is given to illuztrate the
effectiveness of the proposed method.
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0 引 䀰

在实际的控制系统中,执行器无法传输任意大的
控制信号,当控制信号过大时,执行器的输出将受到
影响,从而引起系统性能下降,该现象被称为执行器
的饱和问题.执行器饱和将会造成控制性能下降甚
至引起系统失稳.为解决这一问题,设计抗饱和补偿
器对饱和约束引起的偏差进行补偿,成为一种行之有
效的抗饱和控制策略[1-2].文献 [3]针对一类具有时延
以及输入饱和约束的线性微分包含系统,提出一种抗
饱和补偿器设计方法,并对系统收敛域进行了估计;
文献 [4]针对一类线性变参数系统,设计了一种基于
增益调度的抗饱和补偿器,在确保系统鲁棒性能的同

时降低了抗饱和补偿器设计的保守性;文献 [5]将进
行抗饱和补偿后的闭环系统视为带有输入死区的线

性系统,设计了一种切换抗饱和补偿器,有效地扩大
了系统收敛域范围.在非线性系统抗饱和控制方面,
文献[6]针对一类输入受限且可线性化的非线性系统
设计了抗饱和控制器;文献 [7]针对一类具有执行器
饱和的非线性控制系统,提出了一种双环动态抗饱和
补偿器设计方法,有效改善了系统的控制性能.同时,
智能控制方法[8-9]以及自适应控制方法[10-11]均成为

目前非线性系统抗饱和控制的有效手段,通过对外部
扰动以及饱和约束的在线估计,在控制器中完成了相
应的补偿.然而,由于模糊系统以及神经网络系统等
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结构较为复杂,难以在实际工程中应用;自适应控制
方法需要进行在线的参数估计与调整,在一定程度上
增加了实际系统应用的难度.综合上述分析,非线性
系统的抗饱和控制问题仍然是当前研究的重要方向.

另一方面,外部扰动、系统参数以及结构带来的
不确定性几乎存在于所有的控制系统中.对于受到
扰动的不确定非线性系统,自抗扰控制策略具有良好
的控制效果.将系统中的未知项及外界干扰处理成
系统的扩张状态,使用扩张状态观测器对其进行观测
并消除未知项及干扰的影响.扩张状态观测器不依
赖于系统的精确模型,且结构简单、易于实现,因此自
抗扰控制在理论分析与实际工程中均有较为广泛的

应用[12-14].文献 [15]提出一种参数化的线性自抗扰
控制器,降低了控制器参数整定的难度;文献 [16]针
对一类子系统间具有耦合且受外部干扰影响的复杂

关联系统,提出一类基于扩张状态观测器的分散模型
预测控制算法,提高了系统的抗扰能力;文献 [17]建
立了电气比例阀控气动加载系统的动态机理模型,并
对系统存在参数不确定、时延及耦合等问题的情况

提出了一种自抗扰控制方法.综上,可考虑将扩张状
态观测器引入不确定饱和非线性系统中,并基于此完
成抗饱和控制策略的设计.

本文针对一类受到外部扰动的不确定非线性系

统抗饱和控制策略进行研究,提出一种基于扩张状
态观测器的动态抗饱和补偿器设计方法,使系统具有
尽可能大的收敛域.首先,通过设计扩张状态观测器,
对非线性系统的不可测状态、未知非线性动态以及

外部干扰进行估计;然后,分别对控制器及动态抗饱
和补偿器进行设计和稳定性分析,同时将控制器、观
测器以及抗饱和补偿器的参数求解问题转化为基于

LMI不等式组约束的优化问题,确保系统具有尽可能
大的收敛域;最后,通过仿真结果验证本文所提出控
制策略的有效性和优越性.与文献 [18]中提出的抗
饱和补偿器相比,本文所提出的方法能够使系统具有
更大的收敛域;同时,相比于文献 [8]和文献 [10],本文
所提出的控制策略结构较为简单,且易于调参,能够
更好地应用于实际工程.

1 问题描述

考虑具有如下形式的非线性系统:

ẋ1 = x2,

...

ẋn−1 = xn,

ẋn = f(x1, · · · , xn) + d+ bsat(u),

y = x1.

(1)

其中:x = [x1, x2, · · · , xn]T为系统状态, f为未知的
连续可导函数, d 为外部扰动.同时,考虑系统的控制
输入受饱和约束的情况.
假设1 d和 ḋ均有界,且有 |d| ⩽ d0, b > d0

[18].
假设1是针对系统 (1)而提出的.在本文中,考虑

系统受到的干扰是有界的.若假设1中的条件b > d0

不成立,则系统是不可控的.在假设1成立的情况下,
根据自抗扰控制策略,可以将未知非线性动态f以及

外部干扰d扩张为新的状态[13],即

xn+1 = f(x1, · · · , xn) + d. (2)

引入扩张状态后的系统表示如下:

ẋ1 = x2,

...

ẋn−1 = xn,

ẋn = xn+1 + bsat(u),

ẋn+1 = h.

(3)

从而可设计具有如下形式的线性扩张状态观测器:

˙̂x1 = x̂2 + α1(x1 − x̂1),

...
˙̂xn−1 = x̂n + αn−1(x1 − x̂1),

˙̂xn = x̂n+1 + αn(x1 − x̂1) + bsat(u),
˙̂xn+1 = αn+1(x1 − x̂1),

(4)

对系统的不可测状态、非线性动态以及外部扰动进行

观测.其中

[α1, α2, · · · , αn+1] =
[ l1
ε
,
l2
ε2
, · · · , ln+1

εn+1

]
.

引入观测器增益向量L = [l1, l2, · · · , ln+1]
T,L应能

确保多项式sn+1+l1s
n+ · · ·+lns+ln+1满足Hurwitz

稳定条件.本文的目标是基于式 (4)所示的扩张状态
观测器,针对一类不确定非线性系统 (1)设计控制器
以及动态抗饱和补偿器,并调节观测器及抗饱和补偿
器的参数,使系统在受到饱和约束的情况下具有尽可
能大的收敛域.

2 动态抗饱和补偿器设计

在控制输入受饱和约束的情况下,引入变量q =

sat(u)− u,构造具有如下形式的动态抗饱和补偿器:ẋa = Aaxa +Baq,

ζ = Caxa +Daq.
(5)

其中:xa ∈Rm×1为抗饱和观测器状态;Aa ∈Rm×m,

Ba ∈ Rm×1, Ca ∈ R1×m, Da ∈ R1×1为待设计矩阵;
ζ为抗饱和补偿器的输出.
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设计状态反馈控制器

u =
1

b
(Kx̂− x̂n+1 + ζ). (6)

其中:K ∈ R1×n为状态反馈增益阵, x̂ = [x̂1, · · · ,
x̂n]

T为系统状态的观测值, x̂n+1为扩张状态的观测

值.
本节后续将对系统稳定性进行分析,同时完成控

制器、观测器以及动态抗饱和补偿器的参数设计.
首先,将进行状态扩张后的系统 (3)写成如下矩

阵形式:

ẋ = Ax+B1xn+1 +B2sat(u). (7)

其中

A =


0 1 · · · 0
...

. . .
...

0 0 · · · 1

0 0 · · · 0

 ∈ Rn×n,

B1 =


0
...
0

1

 ∈ Rn, B2 =


0
...
0

b

 ∈ Rn,

同时,定义观测误差为

ηi =
xi − x̂i
εn+1−i

, i = 1, 2, · · · , n+ 1, (8)

可得到误差动态的矩阵形式

εη̇ = (Λ0 + LB3)η +B4εh. (9)

其中

η =


η1

η2
...

ηn+1

 , Λ0 =


0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

0 0 · · · 0

 ∈ R(n+1)×(n+1),

BT
3 =


−1

0
...
0

 ∈ Rn+1, B4 =


0
...
0

1

 ∈ Rn+1.

从而,闭环系统动态可以描述为

 ẋ
ẋa

 =

A 0

0 Aa

 x
xa

+

B1

0

xn+1+B2

0

 sat(u) +

 0

Ba

 q,
εη̇ = (Λ0 + LB3)η +B4εh,

u =
1

b
(Kx̂+ Caxa − x̂n+1 +Daq).

(10)

由于在系统 (1)中,非线性项f连续且可导,扩张

状态xn+1及其导数h对系统状态x具有如下的数值

关系:

|xn+1| ⩽ C1||x||+ d0,

|h| ⩽ C2||x||+ C3,

其中C1, C2和C3为正常数.为方便后续的证明,定义
对角矩阵T = diag{εn, εn−1, · · · , ε},以及向量T1 =

[−B1KT B1], T2 = [−KT 1], T3 = [K −KT 1];同
时引入下列常数:

C4 =
b− d0

||T3||+ C1
,

C̄4 =
(
C2 +

C3

C4

)2

+
(
C1 +

d0
C4

)2

,

并给出如下引理.
引理1 如果u和ω均为集合H = {u ∈ R;ω ∈

R;−1 ⩽ u−ω ⩽ 1}中的元素,则对于任意的常数W ,
饱和非线性项q满足下述不等式[19]:

qW (q + ω) ⩽ 0. (11)

在上述分析及引理的基础上,得到如下结论.
定理 1 若假设 1成立,且存在正定矩阵P ∈

R(n+1)×(n+1),M ∈ Rn×n, N ∈ Rm×m,矩阵Q ∈
R(n+1)×1, F ∈ R1×m,K ∈ R1×n, Aa ∈ Rm×n, J ∈
Rm×1,Q1 ∈ R(n+1)×(n+1), Z1 ∈ R1×n, Z2 = [Z21 0]

∈ R1×(n+1), Z3 ∈ R1×m及正常数E,R,U, γ,常数H

满足
P 0 0 TT

2 + ZT
2

∗ M 0 MTKT − ZT
1

∗ ∗ N FT − ZT
3

∗ ∗ ∗ b2γ

 ⩾ 0; (12)



ψ11 TT
1 0

1

b
ZT

2 0 PB4

∗ ψ22 B1F ψ24 B1U 0

∗ ∗ ψ33 J − 1

b
ZT

3 0 0

∗ ∗ ∗ −2
(
E +

1

b
H
) 1

b
U 0

∗ ∗ ∗ ∗ −U 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −R


< 0;

(13)[
1 R

U 1

]
⩾ 0,

[
P I

I Q1

]
⩾ 0; (14)

Q1 −
U

C̄4

I ⩽ 0, M − U

C̄4

I ⩽ 0, N − U

C̄4

I ⩽ 0.

(15)

其中

ψ11 =
1

ε
(PΛ0 + ΛT

0 P +QB3 +BT
3 Q

T) + P ,

ψ22 =MAT +AM +MKTBT1
+B1KM +M,
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ψ33 = NAT
a +AaN +N,

ψ24 = B1H +B2E − 1

b
ZT

1 .

所设计的观测器 (4)、抗饱和补偿器 (5)及控制
器 (6)中的参数可分别选择如下:L = P−1Q,Ba =

E−1J,Ca = FN−1, Da = E−1H ,并能够确保系统
(1)以

χ = {x ∈ Rn; η ∈ Rn+1;

xTXx+ xT
a Y xa + ηTPη ⩽ γ−1} (16)

所示范围中任意一点作为初始状态时,闭环系统均收
敛到原点.

证明 首先,根据引理 1,选择如式 (6)所示的u

以及具有如下形式的ω:

ω =
1

b
(G1x+G3xa −G2η̃ − xn+1 +Daq). (17)

其中: η̃ = [η1, η2, · · · , ηn]T, G1 ∈ R1×n, G2 ∈ R1×n,

G3 ∈ R1×m.从而得到

u− ω =
1

b
[(K −G1)x+ (Ca −G3)xa + G̃2η], (18)

G̃2 = [G2 −KT 1].

则如式 (16)所示的集合包含在多面体集H中的等价
条件为

xTXx+ xaY x
T
a + ηTPη ⩽ γ−1∥u− ω∥2. (19)

将式(19)展开可得

[ηT xT xT
a ]


Υ11 Υ12 Υ13

∗ Υ22 Υ23

∗ ∗ Υ33



η

x

xa

 ⩾ 0. (20)

其中

Υ11 = P +GT
2 G̃2,

Υ12 = −b−2γ−1GT
2 (K −G1),

Υ13 = −b−2γ−1G̃T
2 (Ca −G3),

Υ22 = X − b−2γ−1(K −G1)
T
(K −G1),

Υ23 = −b−2γ−1(K −G1)
T
(Ca −G3),

Υ33 = Y − b−2γ−1(Ca −G3)
T
(Ca −G3).

运用Shur补定理,将式(20)写成LMI形式,即
P 0 0 G̃T

2

∗ X 0 KT −GT
1

∗ ∗ Y CT
a −GT

3

∗ ∗ ∗ b2γ

 ⩾ 0. (21)

用对角阵diag{I,X−1, Y −1, I}对式 (21)进行恒等变
换,并引入如下变量:M = X−1, N = Y −1, F =

CaY
−1, Z1 = X−1G1, Z2 = [G2 0], Z3 = Y −1G3,

从而可知定理条件(12)能够确保式(19)成立.

然后,结合引理1以及ω的表达式(17),可以得到

qW (q + ω) =

qW
(
q +

1

b
(G1x+G3xa − G̃2η − xn+1 +Daq)

)
=

q
(
W +

1

b
WDa

)
q + qW

1

b
G1x+

qW
1

b
G3xa − qW

1

b
G2η̃ − qW

1

b
xn+1. (22)

由于对任意∥[η x xa]
−1∥ ⩾ C4,有如下关系:

|xn+1| ⩽ C1∥x∥+ d0 ⩽

C1

∥∥∥∥∥∥∥∥

η

x

xa


∥∥∥∥∥∥∥∥+ d0 ⩽

(
C1 +

d0
C4

)∥∥∥∥∥∥∥∥

η

x

xa


∥∥∥∥∥∥∥∥ , (23)

|h| ⩽ C2∥x∥+ C3 ⩽ C2

∥∥∥∥∥∥∥∥

η

x

xa


∥∥∥∥∥∥∥∥+ C3 ⩽

(
C2 +

C3

C4

)∥∥∥∥∥∥∥∥

η

x

xa


∥∥∥∥∥∥∥∥ . (24)

对于任意常数R1, R及∥[η x xa]
−1∥ ⩾ C4,有

ηTPη + xTXx+ xT
a Y xa − hTRh− xT

n+1R1xn+1 ⩾

λmin(P )∥η∥2 + λmin(X)∥x∥2 + λmin(Y )∥xa∥2−

R(C2∥x∥+ C3)
2 −R1(C1∥x∥+ d0)

2 ⩾

min{λmin(P ), λmin(X), λmin(Y )}×

(∥η∥2 + ∥x∥2 + ∥xa∥2)−

(
R
(
C2 +

C3

C4

)2

+R1

(
C1 +

d0
C4

)2)∥∥∥∥∥∥∥∥

η

x

xa


∥∥∥∥∥∥∥∥
2

⩾

(
min{λmin(P ), λmin(X), λmin(Y )}−

R
(
C2 +

C3

C4

)2

−R1

(
C1 +

d0
C4

)2)∥∥∥∥∥∥∥∥

η

x

xa


∥∥∥∥∥∥∥∥
2

. (25)

引入变量U = R−1
1 ,由式 (14)可推导出Q1 ⩽

P−1, R1 ⩽R.结合式 (15),可以得到λmin(P )⩾R1C̄4,

λmin(X) ⩾ R1C̄4, λmin(Y ) ⩾ R1C̄4;由式(25)可得

ηTPη + xTXx+ xT
a Y xa − hTRh− xT

n+1R1xn+1 ⩾

(min{λmin(P ), λmin(X), λmin(Y )}−

R1C̄4)

∥∥∥∥∥∥∥∥

η

x

xa


∥∥∥∥∥∥∥∥
2

⩾ 0. (26)



第11期 刘 晨等: 基于扩张状态观测器的动态抗饱和补偿器设计方法 2091

为系统选取Lyapnov函数

V = ηTPη + xTXx+ xT
a Y xa. (27)

结合引理1以及式 (26),可知使Lyapnov函数 V̇ < 0的

充分条件为

V̇ − 2qW (q + ω) + ηTPη + xTXx+

xT
a Y xa − hTRh− xT

n+1R1xn+1 < 0. (28)

将式(28)展开可得

ψ11 TT
1 X 0

1

b
WZT

2 0 PB4

∗ Φ22 XB1Ca Φ24 XB1 0

∗ ∗ Φ33 Φ34 0 0

∗ ∗ ∗ Φ44 0

∗ ∗ ∗ ∗ −R1 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −R


< 0.

(29)

其中

Φ22 = ATX +XA+KTBT
1 X +XB1K +X,

Φ33 = AT
a Y + Y Aa + Y,

Φ24 = XB1Da +XB2 −
1

b
WGT

1 ,

Φ34 = Y Ba −
1

b
WGT

3 ,

Φ44 = −2
(
W +

1

b
WDa

)
.

利用对角阵 diag{I,X−1, Y −1,W−1, R−1
1 , 1}对

式 (29)进行恒等变换,并引入下述变量进行替换:Q
= PL,E = W−1,H = W−1Da, J = W−1Ba, Z1 =

G1M,Z3 = G3N ,可知式 (13)能够确保式 (28)成立.
因此,若式(12)∼ (15)成立,则对于任意∥[η x xa]

−1∥
⩾ C4 ⩾ 0,均有 V̇ < 0.
另外,针对∥[η x xa]

−1∥ ⩽ C4的情况,有

|Kx̂− x̂n+1| =

|Kx−KTη̃ + ηn+1 − xn+1| ⩽

∥T3∥

∥∥∥∥∥∥∥∥

η

x

xa


∥∥∥∥∥∥∥∥+ C1∥x∥+ d0 ⩽

(∥T3∥+ C1)

∥∥∥∥∥∥∥∥

η

x

xa


∥∥∥∥∥∥∥∥+ d0 ⩽ b, (30)

即执行器工作在线性区域.此时,若式 (13)成立,则可
确保A + B1K以及Λ0 + LB3均满足Hurwitz稳定条
件,保证了闭环系统渐近稳定[20].
综上所述,若不等式 (12)∼ (15)成立,则初始状态

位于式(16)所示的范围内时,闭环系统渐近稳定.2
注1 在本文所提出的抗饱控制策略中,控制器

增益和观测器增益是分别进行设计的,观测器增益可
以通过定理1的结论进行选择;控制器增益K的选择

应使A+ B1K 满足Hurwitz稳定条件,可通过极点配
置方法[21]对K进行设置.
注2 为扩大所估计收敛域的范围,可选择具有

如下形式的优化指标对定理1的结论进行优化[22]:

min γ + trace(P ) + trace(X ) + trace(Y) < 0. (31)

引入如下所示的LMI:[
X I

I M

]
⩾ 0,

[
Y I

I M

]
⩾ 0, (32)

其中X ∈ Rn×n及Y ∈ Rm×m均为正定矩阵.由式
(32)可得

X ⩾M−1 = X,Y ⩾ N−1 = Y,

从而有

trace(X ) ⩾ trace(X), trace(Y) ⩾ trace(Y ).

故优化指标式(31)可转化为

min γ + trace(P ) + trace(X) + trace(Y ) < 0. (33)

因此,使收敛域最大的观测器增益及抗饱和补偿器增
益选取问题,可转化为以式 (31)为优化指标,且受式
(12)∼ (15)以及(32)约束的优化问题.
注 3 在实际的系统中,观测器的增益应为有

界的.可针对上述结论中的矩阵Q = [Q1, Q2, · · · ,
Qn+1]

T引入约束条件

|Qi| ⩽ δi, i = 1, 2, · · · , n+ 1. (34)

由L = P−1Q可知,上述条件可以防止观测器增益过
大.同时,该约束可直接加入基于LMI约束的优化中.

3 数值仿真

考虑如下的非线性系统:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = − 1

24
(x1 + x2) +

1

12

(
sin

(x1
2

)
cos

(x2
3

)
+

cos
(x1
3

)
sin

(x2
2

))
+

1

20
sin(πt) + 3sat(u),

y = x1.

(35)

其中

f = − 1

24
(x1 + x2) +

1

12

(
sin

(x1
2

)
cos

(x2
3

)
+

cos
(x1
3

)
sin

(x2
2

))
,

d =
1

20
sin(πt), b = 3.

定义扩张状态x3 = f + d.直接计算可得
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|f | ⩽ C1∥x∥ = 0.117 9∥x∥,

|h| ⩽ 0.124 2∥x∥+ 0.388 9.

同时选取状态反馈增益K = [−3 −2]以及ε = 0.01,
设置约束条件 |Qi| ⩽ 1, i = 1, 2, 3,求解优化问题可
得

P =


0.902 6 −0.001 2 −0.552 7

−0.001 2 0.473 1 −0.106 6

−0.552 7 −0.106 6 1.119 3

 ,
X =

[
1.303 2 0.276 3

0.276 3 0.621 5

]
,

Y =

[
0.956 3 0.129 4

0.129 4 0.356 7

]
,

L = [0.890 3 2.042 5 0.5530 ]T,

Aa =

[
−0.173 0 0.096 3

−2.056 2 −0.353 7

]
,

Ba = [−0.009 − 0.131]T,

Ca = [0.738 6 −0.045 3],

Da = −2.685 3, γ = 0.663 9.

假设系统初始状态为x1 =0.490 4, x2 =−1.40 9;
观测器的初始状态设置为 x̂1 = 0.490 4, x̂2 =−1.409,

x̂3 = 0.003 1;动态抗饱和补偿器的初始状态选择为
xa = [0 0]T,得到仿真结果如图1∼图3所示.
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图 1 系统收敛域
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图 2 系统状态及观测器估计值
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图 3 系统控制量u和sat(u)

由图1可知,相比文献 [18]中的静态抗饱和补偿
器,本文所设计的动态抗饱和补偿器能够使系统具有
更大的收敛域.图2显示了所设计的扩张状态观测器
能够有效地对系统的状态及未知非线性和外部扰动

进行观测.同时,在图3中可以看到系统的控制量受
到饱和的影响大大降低,从而验证了本文所提出动态
抗饱和补偿器的有效性.

4 结 论

本文针对一类受到外界扰动的不确定非线性系

统抗饱和补偿器设计问题,提出了一种基于扩张状态
观测器的动态抗饱和补偿器设计方法,将控制器、观
测器以及抗饱和补偿器的参数求解问题转化为基于

LMI不等式组约束的优化问题.仿真结果表明了本
文所提出方法的有效性.
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