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具有未建模动态和输出约束的耦合系统的分散自适应控制

张天平†, 王 敏

(扬州大学信息工程学院，江苏扬州 225127)

摘 要: 针对一类具有输入、状态未建模动态和非线性输入的耦合系统,提出一种自适应神经网络控制方案.利用
径向基函数神经网络逼近未知非线性连续函数;引入动态信号和正则化信号处理状态及输入未建模动态;通过引
入非线性映射,将具有时变输出约束的严格反馈系统化为不含约束的严格反馈系统.最后,通过理论分析验证闭
环系统中所有信号是半全局一致最终有界的,仿真结果进一步验证了所提出控制方案的有效性.
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Decentralized adaptive control for interconnected systems with unmodeled
dynamics and output constraints
ZHANG Tian-ping†, WANG Min

(College of Information Engineering，Yangzhou University，Yangzhou 225127，China)

Abstract: An adaptive neural network control scheme is proposed for a class of interconnected systems with state and
input unmodeled dynamics as well as input nonlinearity. The unknown nonlinear continuous functions are approximated
by radial basis function neural networks(RBFNNs). State and input unmodeled dynamics are dealt with by introducing
dynamic signal and normalization signal. The strict-feedback system with time-varying output constraint is transformed
into a novel strict-feedback system without constraint by introducing one to one nonlinear mapping. By theoretical
analysis, all the signals in the closed-loop control system are proved to be semi-globally uniformly ultimately bounded.
Simulation results show the effectiveness of the proposed approach.
Keywords: interconnected systems；time-varying output constraint；input nonlinearity；unmodeled dynamics；nonlinear
mapping

0 引 言

随着科技的快速发展,在实际的工业生产与社会
生活中,所遇到的系统规模越来越大.为了解决这些
系统在实际应用中出现的诸多问题,从20世纪60年
代起人们就开始了对“大规模系统”(简称大系统)进
行研究,并取得了丰硕成果[1-7].文献 [1-2]中研究了
一类具有结构相似的非线性规范形大系统.文献 [3]
针对一类具有未建模动态的输出反馈非线性耦合系

统,提出两种自适应控制方案—–集中控制与分散控
制.文献 [4]针对一类具有随机切换的非线性耦合系
统,基于后推设计的控制方法提出一种自适应控制方
案.文献 [5]针对一类具有未建模动态的非线性强耦
合系统,基于后推设计提出一种分散自适应模糊控制

方案.文献 [6]针对一类具有未建模动态和死区输入
的非线性互联系统,提出一种自适应模糊控制方案,
利用模糊逻辑系统估计系统中不可量测的状态.文
献[7]针对一类具有动态输入输出和非线性耦合项的
耦合系统,基于后推设计与MT滤波器设计自适应控
制器,提出一种分散自适应控制方案.
由于传感器的精度限制,系统建模时总会出现

各种各样的误差,比如测量噪声、建模误差等等,将
这些误差统称为未建模动态.文献 [8-9]针对一类具
有状态未建模的非线性系统,分别利用动态信号和
Lyapunov函数去处理系统中未建模动态.对于工程
应用背景而言,系统不仅仅有状态未建模,同时也有
可能存在输入未建模动态.简单地说,输入未建模可
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以理解为执行机构的未建模动态.文献 [10-14]给出
了一类含有输入未建模动态系统的研究成果.文献
[12-14]针对一类具有输入未建模的输出反馈控制系
统,提出一种自适应跟踪控制方案.文献 [10]针对一
类具有输入及状态未建模的非线性切换系统,提出一
种自适应有限时间跟踪控制方案.文献 [11]分析了
具有输入未建模动态影响的严格反馈系统.
工业控制系统中往往需要对系统的输出进行约

束,一旦系统输出违背约束条件,则系统的动态性能
将会受到严重影响,甚至会导致系统不稳定.为了解
决输出约束问题,专家学者们提出许多方法,比如模
型预测控制、定值调节器、误差转化函数.但是,上述
方法均需要进行复杂的数学计算.为了方便设计,一
种基于障碍李雅普诺夫函数 (BLF)的方法被提出用
于处理输出约束问题.该方法最早被应用于解决具
有Brunovsky形式[15]的系统输出约束问题.文献 [16]
针对一类完全匹配的严格反馈非线性系统,分别基于
BLF和ABLF(非对称障碍李雅普诺夫函数),提出两
种自适应控制方案.文献 [17]针对一类具有有界扰
动的输出反馈非线性系统,基于BLF提出一种自适
应控制方案.构造K滤波器与状态观测器对系统不
可量测的状态进行重构和估计,文献 [18]针对一类具
有严格反馈形式的非线性系统,基于ABLF提出一种
自适应控制方案.文献 [19]针对一类不确定高阶非
线性切换系统,基于CUF、P-DUF并利用齐次控制方
法,提出一种鲁棒自适应控制策略.
本文在文献 [20-21]的基础上,针对一类具有输

入及状态未建模动态和死区输入的耦合系统,提出
一种自适应神经网络动态面控制方案.本文主要创
新点如下: 1) 与文献 [20]中的定常全状态约束相比,
本文放宽了约束条件,考虑了非对称时变输出约束
问题; 2)与文献 [15-18]相比,本文通过引入非线性映
射处理时变输出约束问题; 3)与文献 [5]相比,本文不
仅考虑了状态未建模,同时也考虑了输入未建模动
态与死区输入; 4) 将原有的控制增益gi,mi

(x̄i,mi
)与

输入未建模子系统中的控制增益di,∆以及死区线性

部分斜率 li合并成一个控制增益Gi,mi
(S̄i,mi

),并用
Nussbaum函数处理符号未知问题.

1 问题描述与预༷知䇶

1.1 问题描述与基本假设

考虑如下一类具有未建模动态和非线性输入的

N个子系统构成的耦合系统Σ,其中第 i个子系统Σi

如下:



żi = qi(zi, xi, t),

ẋi,j = fi,j(x̄i,j) + gi,j(x̄i,j)xi,j+1 +∆i,j(zi, xi, t),

ẋi,mi
= fi,mi

(x̄i,mi
) + gi,mi

(x̄i,mi
)Φ(ℏi)+

∆i,mi
(zi, xi, t) + di(X, t),

yi = xi,1, i = 1, 2, · · · , N, j = 1, 2, · · · ,mi − 1.

(1)

其中:xi,j是系统的状态变量,xi = [xi,1, · · · , xi,mi
]T ∈

Rmi , x̄i,j = [xi,1, · · · , xi,j ]T ∈ Rj , 1 ⩽ j ⩽ mi;X =

[xT
1 , x

T
2 , · · · , xT

N ]T ∈ Rm
(
m =

N∑
i=1

mi

)
是耦合系统

的全部状态变量; yi是第 i个子系统的输出; fi,j(x̄i,j)
和 gi,j(x̄i,j)是未知连续非线性函数;∆i,j(zi, xi, t)是

非线性动态扰动,且∆i,j(zi, xi, t)和 qi(zi, xi, t)是满

足 Lispchitz条件的未知函数; di(X, t)是系统互联
项;Φi(ℏi)是受死区特性影响的输出,表达式如下:

Φi(ℏi) = liℏi +Qi(ℏi). (2)

Qi(ℏi) =


−libi,r, ℏi ⩾ bi,r;

−liℏi, bi,l < ℏi < bi,r;

−libi,l, ℏi ⩽ bi,l.

(3)

bi,l和bi,r是死区的左右截点; li是死区线性部分的斜
率; ℏi是死区输入,同时也是输入未建模动态子系统
的输出.
输入未建模动态子系统描述如下:ξ̇i = Ai,∆(ξi) + bi,∆ui,

ℏi = ci,∆(ξi) + di,∆ui.
(4)

其中:ui是系统的实际控制输入, ξi是由输入 ui驱

动的未建模动态的状态,Ai,∆(·)和 bi,∆是未知向

量, ci,∆(·)是未知函数, di,∆是未知常数.
控制目标是,针对每一个子系统设计一个自适应

控制律ui,使得每一个子系统的输出 yi(t)尽可能地

跟踪给定的参考信号ydi(t),且输出yi(t)满足时变输

出约束条件,即−ki,b1(t) < yi(t) < ki,a1
(t),同时保证

闭环系统所有信号有界.其中ki,a1
(t)和ki,b1(t)是已

知正函数.
假设 1 [22] gi,j(x̄i,j)(j = 1, 2, · · · ,mi − 1)的

符号已知, gi,mi
(x̄i,mi

)的符号未知,且存在已知正
常数 g

i,j
, ḡi,j , ḡi,mi

和未知正常数 g
i,mi

,使得 g
i,j

⩽
|gi,j(x̄i,j)| ⩽ ḡi,j , j = 1, 2, · · · ,mi.不失一般性,假
设g

i,j
⩽ gi,j(x̄i,j) ⩽ ḡi,j , j = 1, 2, · · · ,mi − 1, i =

1, 2, · · · , N.
假设2 [23] 死区参数bi,r, bi,l和 li是未知有界非

零正常数,且符号已知.
注1 根据假设2,可以推出式 (3)中 |Qi(ℏi)| ⩽
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Di,Di是一个未知正常数.
假设3 [8] 未知非线性动态扰动∆i,j(zi, xi, t)(i

= 1, 2, · · · , N, j = 1, 2, · · · ,mi)满足如下不等式:

|∆i,j(zi, xi, t)| ⩽ φi,j,1(|xi,j |) + φi,j,2(∥zi∥). (5)

其中:φi,j,1(·)是未知光滑函数,φi,j,2(·)是未知非负
的连续单调增函数, ∥ · ∥是向量的欧氏范数.

假设4 [8] 未建模动态zi是指数输入状态实用

稳定的(exp-ISpS).
假设5 [24] 参考输入Xdi = [ydi, ẏdi, ÿdi]

T ∈Πi,0

光滑可导. Πi,0 = {Xdi : y2di + ẏ2di + ÿ2di ⩽ Bi,0},
|ydi(t)| < Bi,1(t) < min{ki,b1(t), ki,a1

(t)},其中Bi,0

为已知正常数,Bi,1(t)为已知正函数.
假设6 [25] 存在未知非负系数 ςki,j ,使得系统互

联项满足如下不等式:

|di(X, t)| ⩽
N∑
j=1

ς0i,j +
N∑
j=1

p∑
k=1

ςki,j∥x̄j∥
k
, (6)

其中p是一个已知正常数.
假设 7 [18] 存在已知正常数 k̄i,b1 , k̄i,a1

, ki,b1和

ki,a1
,使 k̄i,b1 ⩾ ki,b1(t), k̄i,a1

⩾ ki,a1
(t), |k̇i,b1 | ⩽ ki,b1 ,

|k̇i,a1
| ⩽ ki,a1

成立.
假设8 [11] 对于输入未建模子系统 (4),其相对

阶数为零,即di,∆ ̸= 0;并存在一个未知正常数 c̄i,∆ >

0,使得∥ci,∆(ξi(t))∥ ⩽ c̄i,∆∥ξi(t)∥成立.
假设9 [11] 存在Lyapunov函数Wi(ξi)满足

γi,1∥ξi∥2 ⩽Wi(ξi) ⩽ γi,2∥ξi∥2,

∂Wi

∂ξi
Ai,∆(ξi) ⩽ −2δi,0Wi(ξi),∥∥∥∂Wi

∂ξi

∥∥∥ ⩽ γi,3∥ξi∥.

(7)

其中: γi.1, γi,2, γi,3是正常数; δi,0是已知正常数.
引理1 [8] 如果Vi是子系统 żi = qi(zi, xi, t)的

指数输入状态实用稳定 (exp-ISpS)的Lyapunov函数,
即不等式αi,1(∥zi∥) ⩽ Vi(zi) ⩽ αi,2(∥zi∥)和
∂Vi(zi)

∂zi
qi(zi, xi, t) ⩽ −ciVi(zi) + γi(|xi,1|) + di,0

(8)

成立,则对于任意常数 c̄i ∈ (0, ci),任意初始时刻
t0 > 0,任意初始状态z(t0) = zi,0, vi,0 > 0以及任意

连续函数 γ̄i(·)满足 γ̄i(|xi,1|) ⩾ γi(|xi,1|),存在有限时
间Ti,0 = max{0, ln[V (zi,0)/vi,0]/(ci − c̄i)} ⩾ 0,一个
可量测的动态信号vi > 0.其中αi,1(·), αi,2(·), γi(·)
是K∞类函数, ci, di,0是已知正常数.定义动态信号
v̇i = −c̄ivi + γ̄i(|xi,1|) + di,0, vi(t0) = vi,0 > 0,
以及一个非负函数Di(t0, t),当 t ⩾ t0 + Ti,0时,有
Di(t0, t) = 0,使得Vi(z) ⩽ vi(t) + Di(t0, t).不失一
般性,取 γ̄i(|xi,1|) = γi(|xi,1|).
引理2 [26] 对于任意连续实函数f(x, y),存在光

滑标量函数ϕ(x) ⩾ 0以及标量函数ψ(y) ⩾ 0满足

|f(x, y)| ⩽ ϕ(x) + ψ(y).

其中:x ∈ Rm, y ∈ Rn.
引理3 [12] 考虑由式 (4)组成的系统以及如下一

阶系统:

˙̄mi = −δi,0m̄i + |ui|, (9)

若假设9成立,则对于任意的t ∈ [0, T ], ui(t) ∈ L∞[0,

T ],存在常数χi,1, χi,2 > 0,使得如下不等式成立:

∥ξi(t)∥ ⩽
χi,1(∥ξi(0)∥+ |m̄i(0)|)e−δi,0t + χi,2|m̄i(t)|. (10)

1.2 Nussbaum函数
定义1 [27] 如果连续函数N(ζ)满足如下性质:

lim
s→∞

sup 1

s

w s

0
N(ζ)dζ = +∞,

lim
s→∞

inf 1
s

w s

0
N(ζ)dζ = −∞, (11)

则称N(ζ)是具有Nussbaum形式的函数.本文选用如
下形式的Nussbaum型函数: eζ2 cos(πζ/2).
引理 4 [27] 设V (·)和 ζ(·)是定义在 [0, tf )上的

光滑函数,满足∀t ∈ [0, tf ), V (t) ⩾ 0,N(ζ)为一个

光滑的Nussbaum型函数,若∀t ∈ [0, tf ),下列不等式:

0 ⩽ V (t) ⩽ b0 + e−b1t
w t

0
(g(x(τ)N(ζ) + 1)ζ̇eb1τdτ,

(12)

成立,则V (t), ζ(t),
w t

0
g(x(τ))N(ζ)ζ̇dτ有界.其中: b0

为适当的常数, b1为正常数, g(x(τ))为时变参数在闭
区间R = [I−, I+]且0 /∈ R内取值.

1.3 非线性映射

为了处理系统中的时变输出约束问题,引入如下
非线性映射:

Si,1 = log
[ki,b1(t) + xi,1
ki,a1

(t)− xi,1

]
;

Si,j = xi,j , j = 2, 3, · · · ,mi;

Yi = Si,1.

(13)

则经过上式变换,原系统可转换成如下系统:

żi = qi(zi, Si, t),

Ṡi,1 = µi[fi,1(Si,1) + gi,1(Si,1)Si,2+

∆i,1(zi,Si,t)] + κi,

Ṡi,2 = fi,1(S̄i,2) + gi,1(S̄i,2)Si,3 +∆i,2(zi,Si,t),

...

Ṡi,mi
= fi,1(S̄i,mi

) + gi,1(S̄i,mi
)Φ(ℏi) + di(S, t)+

∆i,mi
(zi,Si,t),

Yi = Si,1.

(14)
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其中

µi =
(eSi,1 + 1)2

(ki,b1(t) + ki,a1
(t))eSi,1

;

κi =
(eSi,1 + 1)(k̇i,b1 − k̇i,a1

eSi,1)

(ki,b1(t) + ki,a1
(t))eSi,1

;

Si = [Si,1, Si,2, · · · , Si,mi
]T ∈ Rmi , i = 1, 2, · · · , N ;

S̄i,j = [Si,1, Si,2, · · · , Si,j ]
T ∈ Rj , 1 ⩽ j ⩽ mi;

S = [ST
1 , S

T
2 , · · · , ST

N ]T ∈ Rm, m =

N∑
i=1

mi.

以下设计过程均基于系统(14).

1.4 径向基函数神经网络(RBFNNs)

本文中使用RBFNNs在紧集Πzi,j ⊂ Rqi,j上逼

近一个未知非线性连续函数,即

Hi,j(Zi,j) =WT
i,jΨi,j(Zi,j) + ei,j(Zi,j).

其中:Zi,j是输入向量; ei,j(Zi,j)是逼近误差,Wi,j =

[wi,j,1, wi,j,2, · · · , wi,j,li ]
T ∈ Rli是未知权向量;满足

|ei,j(Zi,j)| ⩽ e∗i ;Ψi,j(Zi,j) = [ψi,j,1(Zi,j), ψi,j,2(Zi,j),

· · · , ψi,j,li(Zi,j)]
T ∈ Rli是基函数向量, li > 1是

第 i个神经元节点数,通常取高斯函数ψi,j,k(Zi,j) =

exp[−(Zi,j − µi,j,k)
2/bi,j,k].

µi,j,k和 bi,j,k分别为基函数的中心与高斯函数

的宽度, 1 ⩽ i ⩽ N, 1 ⩽ j ⩽ mi, 1 ⩽ k ⩽ li;理想
权值W ∗

i,j定义为

W ∗
i,j =

arg min
Wi,j∈Rli ,Zi,j∈Πzi,j

{|Hi,j(Zi,j)−WT
i,jψi,j(Zi,j)|}.

2 自适应动态面控制器设计

定义 yi,j+1 = ωi,j+1 − αi,j , Si,j+1 = yi,j+1 +

si,j+1 + αi,j , θi,j = ∥Wi,j∥2,其中ωi,j+1, αi,j稍后给

出.
Step 1:定义第1个动态面误差

si,1 = Si,1 − Ydi. (15)

其中

Ydi = log
[ki,b1(t) + ydi
ki,a1

(t)− ydi

]
,

ṡi,1 = µi[fi,1(Si,1) + gi,1(Si,1)Si,2+

∆i,1(zi, Si, t)] + κi − Ẏdi. (16)

取如下Lyapunov函数:

Vi,s1 =
1

2
s2i,1, (17)

将Vi,s1对时间t求导数,并将式(16)代入得

V̇i,s1 = si,1{µi[fi,1(Si,1) + gi,1(Si,1)Si,2+

∆i,1(zi, Si, t)] + κi − Ẏdi}. (18)

利用Young’s不等式对式(18)进行化简,得

µigi,1(Si,1)si,1si,2 ⩽ 1

4
ḡ2i,1s

2
i,2 + s2i,1µ

2
i , (19)

µigi,1(Si,1)si,1yi,2 ⩽ 1

4
ḡ2i,1y

2
i,2 + µ2

i s
2
i,1, (20)

|si,1µi∆i,1(zi, Si, t)| ⩽

µi|si,1|[φi,1,1(|Si,1|) + φi,1,2(∥zi∥)], (21)

|si,1µiφi,1,1(|xi,1|)| ⩽
µ2
i s

2
i,1φ

2
i,1,1(|Si,1|)
a2i,1,1

+
a2i,1,1
4

, (22)

其中ai,1,1为已知正常数.
由假设4和引理1、引理2可得

µi|si,1|φi,1,2(∥zi∥) ⩽

µi|si,1|ϕi,1(vi(t)) + µi|si,1|ϑi,1(Di,1(t0, t)). (23)

因此,利用Young’s不等式化简式(23),可得

µi|si,1|ϕi,1(vi(t)) ⩽
µ2
i s

2
i,1ϕ

2
i,1(vi(t))

a2i,1
+
a2i,1
4
, (24)

µi|si,1|ϑi,1(Di,1(t0, t)) ⩽ µ2
i s

2
i,1 +

ϑ2
i,1(Di,1(t0, t))

4
,

(25)

其中 ai,1为已知正常数.由于Di,1(t0, t)与 ϑi,1(·)为
连续函数,存在一个已知正常数 ϑ∗

i,1使得不等式

ϑ2
i,1(Di,1(t0, t)) ⩽ ϑ∗

i,1
2成立.

将式(19)∼ (25)代入(18),同时令

Hi,1(Zi,1) =

µifi,1(Si,1)− Ẏdi +
µ2
i si,1φ

2
i,1,1(|Si,1|)
a2i,1,1

+

µ2
i si,1ϕ

2
i,1(vi(t))

a2i,1
+ 3µ2

i si,1 +
si,1ε

−2
i,r̄ γi,1(|Si,1|)
λi,0

+ κi,

(26)

其中

Zi,1 = [Si,1, si,1, vi, ydi, ki,b1 , ki,a1
, k̇i,b1 , k̇i,a1

]T.

设计虚拟控制律αi,1和参数 θ̂i,1的自适应律如下:

αi,1 =[
− ki,1si,1 −

si,1θ̂i,1∥Ψi,1(Zi,1)∥2

2a2i,0,1

](k̄i,b1 + k̄i,a1
)

4g
i,1

,

(27)

˙̂
θi,1 = ri,1

[s2i,1∥Ψi,1(Zi,1)∥2

2a2i,0,1
− σi,1θ̂i,1

]
, (28)

其中 θ̂i,j是θi,j在t时刻的估计值.
取如下Lyapunov函数:

Vi,sv = Vi,s1 +
vi
λi,0

, (29)

其中
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v̇i = −c̄ivi + γ̄i(|Si,1|) + di,0.

对式(29)求导,并将(26)和(27)代入,得

V̇i,sv ⩽ − (ki,1 − 1)s2i,1 −
s2i,1θ̃i,1∥Ψi,1(Zi,1)∥2

2a2i,0,1
−

c̄ivi
λi,0

+
ḡ2i,1y

2
i,2

4
+
ḡ2i,1s

2
i,2

4
+(

1−
s2i,1
ε2i,r̄

)γi(|Si,1|)
λi,0

+Di,1, (30)

其中

Di,1 =
a2i,1,1
4

+
a2i,1
4

+
ϑ∗
i,1

2

4
+
a2i,0,1
2

+
e∗i

2

4
+
di,0
λi,0

.

构造如下一阶滤波器:

τi,2ω̇i,2 + ωi,2 = αi,1, ωi,2(0) = αi,1(0), (31)

其中τi,2为时间常数.又因yi,2 = ωi,2 − αi,1,有

ẏi,2 = ω̇i,2 − α̇i,1 = −yi,2
τi,2

− α̇i,1, (32)

可得∣∣∣ẏi,2 + yi,2
τi,2

∣∣∣ ⩽ ηi,2(si,1, si,2, yi,2, θ̂i,1, vi, ydi, ẏdi,

Si,1, ki,b1 , ki,a1
, k̇i,b1 , k̇i,a1

), (33)

于是有

yi,2ẏi,2 ⩽ −
y2i,2
τi,2

+ y2i,2 +
η2i,2(·)
4

, (34)

Step j: 定义第j(j = 2, 3, · · · ,mi − 1)个动态面
误差

si,j = Si,j − ωi,j , (35)

有

ṡi,j = fi,j(S̄i,j) + gi,j(S̄i,j)Si,j+1+

∆i,j(zi, Si, t)− ω̇i,j .

取如下Lyapunov函数:

Vi,sj =
1

2
s2i,j . (36)

将Vi,sj对时间t求导,得

V̇i,sj = si,j [fi,j(S̄i,j) + gi,j(S̄i,j)(yi,j+1 + si,j+1+

αi,j) +∆i,j(zi, Si, t)− ω̇i,j ]. (37)

类似Step 1,利用Young’s不等式化简式(37),同时令

Hi,j(Zi,j) = fi,j(S̄i,j)− ω̇i,j +
si,jφ

2
i,j,1(|S̄i,j |)
a2i,j,1

+

si,jϕ
2
i,j(vi(t))

a2i,j
+ 3si,j , (38)

其中Zi,j = [S̄T
i,j , si,j , vi, ω̇i,j ]

T.
设计虚拟控制律αi,j和参数 θ̂i,j的自适应律如

下:

αi,j =
1

gi,j

[
− ki,jsi,j −

si,j θ̂i,j∥Ψi,j(Zi,j)∥2

2a2i,0,j

]
, (39)

˙̂
θi,j = ri,j

[s2i,j∥Ψi,j(Zi,j)∥2

2a2i,0,j
− σi,j θ̂i,j

]
. (40)

将式(38)和(39)代入(37),利用Young’s不等式化简得

Vi,sj ⩽ − (ki,j − 1)s2i,j −
s2i,j θ̃i,j∥Ψi,j(Zi,j)∥2

2a2i,0,j
+

ḡ2i,js
2
i,j+1

4
+
ḡ2i,jy

2
i,j+1

4
+Di,j , (41)

其中Di,j =
a2i,j,1
4

+
ϑ∗
i,j

2

4
+
a2i,0,j
2

+
e∗i

2

4
+
a2i,j
4

.
构造如下一阶滤波器:

τi,j+1ω̇i,j+1 + ωi,j+1 = αi,j , ωi,j+1(0) = αi,j(0),

(42)

其中τi,j+1为时间常数.类似Step 1可得

yi,j+1ẏi,j+1 ⩽ −
y2i,j+1

τi,j+1
+ y2i,j+1 +

η2i,j+1(·)
4

. (43)

Stepmi:定义第mi个动态面误差为

si,mi
= Si,mi

− ωi,mi
, (44)

有

ṡi,mi
= fi,mi

(S̄i,mi
) + gi,mi

(S̄i,mi
)[lici,∆(ξi)+

Qi(ℏi) + lidi,∆ui] + di(S, t)+

∆i,mi
(zi, Si, t)− ω̇i,mi

. (45)

取如下Lyapunov函数:

Vi,smi
=

1

2
s2i,mi

, (46)

将Vi,smi
对时间t求导,并将式(45)代入,得

V̇i,smi
= si,mi

{fi,mi
(S̄i,mi

) + gi,mi
(S̄i,mi

)[lici,∆(ξi)+

lidi,∆ui +Qi(ℏi)] +∆i,mi
(zi, Si, t)+

di(S, t)− ω̇i,mi
}. (47)

由假设6可得

|si,mi
di(S, t)| ⩽{ N∑

j=1

ς0i,j +

N∑
j=1

p∑
k=1

ςki,j∥Sj∥
k
}
|si,mi

|. (48)

令Li =

N∑
j=1

ς0i,jdi,k =

N∑
j=1

(ςki,j)
2,有

N∑
i=1

|si,mi
di(S, t)| ⩽

N∑
i=1

[
|si,mi

|Li +
Np

2
+

p∑
k=1

di,k∥Si∥2k
s2i,mi

2

]
. (49)

由假设8和假设9以及引理3可以得到
|ci,∆(ξi(t))|
1 + m̄i(t)

⩽
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c̄i,∆χi,1(∥ξi(0)∥+ m̄i(0)e−δi,0t) + c̄i,∆χi,2m̄i(t)

1 + m̄i(t)
⩽

Hi,m̄i
, (50)

其中

Hi,m̄i
= max{c̄i,∆χi,1(∥ξi(0)∥+ m̄i(0)), c̄i,∆χi,2}.

根据式(50)对(47)中项si,mi
lici,∆(ξi)gi,mi

(S̄i,mi
)

进一步化简,可得

si,mi
lici,∆(ξi)gi,mi

(S̄i,mi
) ⩽

ḡ2i,mi
s2i,mi

4
+ pi,m̄i

Hi,c.

(51)

其中:Hi,c = l2maxH
2
i,m̄i

, pi,m̄i
= [1 + m̄i(t)]

2.

令Hi = Hi,c/ε
∗
i ,则式(51)可进一步化简为

si,mi
lici,∆(ξi)gi,mi

(S̄i,mi
) ⩽

ḡ2i,mi
s2i,mi

4
+ pi,m̄i

Hisi,mi
+

(
1− si,mi

ε∗i

)
pi,m̄i

Hi,c.

(52)

类似Step 1,利用Young’s不等式化简式(51),令

Hi,mi
(Zi,mi

) =

fi,mi
(S̄i,mi

)− ω̇i,mi
+
si,mi

φ2
i,mi,1

(|S̄i,mi
|)

a2i,mi,1

+

si,mi
ϕ2
i,mi

(vi(t))

a2i,mi
+ 2si,mi

, (53)

其中Zi,mi
= [S̄T

i,mi
, si,mi

, vi, ω̇i,mi
]T.

设计控制律ui与参数 θ̂i, L̂i, d̂i,k, Ĥi的自适应律

如下:

ui =

N(ζi)
[
ki,mi

si,mi
+
si,mi

θ̂i,mi
∥Ψi,mi

(Zi,mi
)∥2

2a2i,0,mi

+

L̂i|si,mi
|+ 1

2

p∑
k=1

d̂i,k∥xi∥2ksi,mi
+ pi,m̄i

Ĥi

]
, (54)

ζ̇i =

si,mi

[
ki,mi

si,mi
+
si,mi

θ̂i,mi
∥Ψi,mi

(Zi,mi
)∥2

2a2i,0,mi

+

1

2

p∑
k=1

d̂i,k∥Si∥2ksi,mi
+ L̂i|si,mi

|+ pi,m̄i
Ĥi

]
, (55)

˙̂
θi,mi

=

ri,mi

(s2i,mi
∥Ψi,mi

(Zi,mi
)∥2

2a2i,0,mi

− σi,mi
θ̂i,mi

)
, (56)

˙̂
Li = ri,L[|si,mi

| − σi,LL̂i], (57)

˙̂
di,k = ri,dk

[∥Si∥2ks2i,mi

2
− σi,dkd̂i,k

]
, (58)

˙̂
Hi = ri,H(pi,m̄i

si,mi
− σi,HĤi). (59)

其中: Ĥi、̂di,k、̂Li分别表示Hi、di,k及Li在t时刻的估

计值.
将式 (48)∼ (55)代入 (47),利用Young’s不等式化

简,得

Vi,smi
⩽

Gi(S̄i,mi
)(N(ζi) + 1)ζ̇i −

(
ki,mi

−
ḡ2i,mi

4

)
s2i,mi

−

L̃i|si,mi
| − 1

2

p∑
k=1

d̃i,k∥Si∥2ks2i,mi
+ pi,m̄i

si,mi
H̃i−

s2i,mi
θ̃i,mi

∥Ψi,mi
(Zi,mi

)∥2

2a2i,0,mi

+Di,mi
. (60)

其中

Di,mi
=
a2i,mi,1

4
+
a2i,mi

4
+
ϑ∗
i,mi

2

4
+
a2i,0,mi

2
+

e∗i
2

4
+
ḡ2i,mi

D2
i

4
+
Np

2
,

Gi,mi
(S̄i,mi

) = gi,mi
(S̄i,mi

)di,∆li.

3 稳定性分析

定义有界闭集

Πi,j = {[si,1, · · · , si,j , yi,2, · · · , yi,j , vi, θ̂i,j , L̂i, d̂i,k,

Ĥi] : Vi,mi
⩽ p} ∈ Rpi,j ,

j = 1, 2, · · · ,mi, i = 1, 2, · · · , N,

其中p > 0是一个已知的设计常数.
假设连续函数 ηi,j+1(·)在紧集Πi,j × Πi,0上的

最大值为Mi,j+1,函数Qi(si,1, Si,1) = (1 − s2i,1/

ε2i,r̄)γ̄i(|Si,1|)在紧集Πi,1×Πi,0上的最大值为µi,1,函
数Pi(m̄i(t), ζi(t), si,mi

) = pi,m̄i
Hi,c, (1−si,mi

/ε∗i )在

紧集Πi,mi
上的最大值为µi,0.

定义如下Lyapunov函数:

V =

N∑
i=1

Vi =

N∑
i=1

mi∑
j=1

Vi,j . (61)

其中

Vi,1 = Vi,sv +
y2i,2
2

+
θ̃2i,1
2ri,1

,

Vi,j = Vi,sj +
y2i,j+1

2
+

θ̃2i,j
2ri,j

,

Vi,mi
= Vi,smi

+
L̃2

i

2ri,L
+

1

2ri,dk

p∑
k=1

d̃2i,k+

H̃2
i

2ri,H
+

θ̃2i,mi

2ri,mi

;

(62)

L̃i = L̂i −Li, H̃i = Ĥi −Hi, θ̃i,j = θ̂i,j − θi,j , d̃i,k =

d̂i,k − di,k, j = 2, 3, · · · ,mi − 1.

定理1 考虑由系统 (1)、虚拟控制律 (27)、(39)、
控制律 (54)以及参数自适应律 (28)、(40)、(55)∼ (59)
组成的闭环系统,如果假设1∼假设9成立,输出初值
yi(0)满足−ki,b1(0)< yi(0) < ki,a1

(0),则对于任意给
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定的正常数p以及初始条件V (0) ⩽ p和满足

ki,j ⩾ 1 +
ḡ2i,j
4

+
c0
2
, j = 1, 2, · · · ,mi − 1;

ki,mi
⩾
ḡ2i,mi

2
+
c0
2
, i = 1, 2, · · · , N ;

1

τi,j+1
⩾ 1 +

ḡ2i,j
4

+
c0
2
, j = 1, · · · ,mi − 1;

ci,0 = min
1⩽i⩽N,1⩽j⩽mi

{ri,jσi,j , ri,Lσi,L, ri,dkσi,dk,

ri,Hσi,H , c̄i}
(63)

的正常数ki,j , τi,j , ci,0,该闭环系统有如下性质: 1) 闭
环系统所有信号是有界的; 2) 系统输出 yi(t)满

足如下时变输出约束条件−ki,b1(t) < yi(t) <

ki,a1
(t),∀t > 0.
证明 1)对式(62)中第1个子式求导,可得

V̇i,1 ⩽ − (ki,1 − 1)s2i,1 −
( 1

τi,2
−
ḡ2i,1
4

− 1
)
y2i,2−

σi,1θ̃
2
i,1

2
− c̄ivi
λi,0

+ µi,1 +D′
i,1 +

ḡ2i,1s
2
i,2

4
, (64)

其中

D
′

i,1 = Di,1 +
M2

i,2

4
+
σi,1θ

2
i,1

2
.

同理可得

V̇i,j ⩽ −(ki,j − 1)s2i,j −
( 1

τi,j+1
−
ḡ2i,j
4

− 1
)
y2i,j+1−

σi,j θ̃
2
i,j

2
+D

′

i,j +
ḡ2i,js

2
i,j+1

4
, (65)

V̇i,mi
⩽

−
(
ki,mi

−
ḡ2i,mi

4

)
s2i,mi

+Gi(S̄i,mi
)[N(ξi) + 1]ξ̇i−

σi,ρi
L̃2

i

2
−
σi,mi

θ̃2i,mi

2
− σi,dkd̃

2
ik

2
+

ḡ2i,mi
s2i,mi+1

4
− σi,HH̃

2
i

2
+D′

i,mi
. (66)

其中

D′
i,j =

M2
i,j+1

4
+
σi,jθ

2
i,j

2
,

D′
i,mi

=
σi,Li

L2
i

2
+Di,mi

+
σi,dkd

2
ik

2
+

M2
i,mi+1

4
+
σi,HH

2
i

2
+
σi,mi

θ2i,mi

2
.

对V 求导,得

V̇ =
N∑
i=1

V̇i =
N∑
i=1

mi∑
j=1

V̇i,j . (67)

将式(63)∼ (66)代入(67),可得

V̇i ⩽ − ci,0Vi + [Gi,mi
(S̄i,mi

)N(ζi) + 1]ζ̇i+

µi,0 + µi,1 + µ̄i, (68)

其中 µ̄i =

mi∑
j=1

D′
i,j .

令µi,2 = µ̄i + µi,0 + µi,1,对式 (68)两边积分,可
得

Vi(t) ⩽
w t

0
[Gi,mi

(S̄i,mi
)N(ζi) + 1]ζ̇ieci,0(τ−t)dτ+

µi,2

ci,0
+ Vi(0). (69)

由引理 (4)可知Vi(t), ζi(t),
w t

0
Gi,mi

(S̄i,mi
)N(ζi)ζ̇idτ

在 [0, tf )上是有界的.又因为V (t) =

N∑
i=1

Vi(t),所以

V (t)也是有界的,因此闭环系统中所有信号均是有
界的.由于两个系统之间是一一对应的关系,原系统
中所有信号也是有界的.

2) 因系统中所有信号是有界的,所以 si,1 ∈
L∞.又由Ydi ∈ L∞,所以根据式 (15)得到Si,1 ∈ L∞,
进一步,根据式 (13)可得−ki,b1(t) < xi,1(t) <

ki,a1(t),∀t > 0. 2
4 仿真结果

考虑具有未建模动态的小车上通过弹簧连接的

双倒立摆系统,如图1所示.

m m
u1 u2

θ2

k

M M

y1

y2

y

a t( )

θ1

图 1 双倒立摆系统模型

u1, u2分别是每个倒立摆的输入,定义状态向量
X1 = [x11, x12]

T = [θ1, θ̇1]
T,X2 = [x21, x22]

T =

[θ2, θ̇2]
T,则双倒立摆系统的动态方程[28-29]如下:

ż1 = q1(z1, X1, t),

Ẋ1 = 0 1
g

cl
− ka(t)(a(t)− cl)

cml2
0

X1 +

 0
1

cml2

Φ(ℏ1)+
 0 0
ka(t)(a(t)− cl)

cml2
0

X2 −

[
0

d1(X1, t)

]
+

[
∆11(z1, X1, t)

∆12(z1, X1, t)

]
,

ż2 = q2(z2, X2, t),

Ẋ2 =
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g

cl
− ka(t)(a(t)− cl)

cml2
0

X2 +

 0
1

cml2

Φ(ℏ2)+
 0 0
ka(t)(a(t)− cl)

cml2
0

X1 −

[
0

d2(X2, t)

]
+

[
∆21(z2, X2, t)

∆22(z2, X2, t)

]
.

其中:m为摆的质量,M 为小车的质量, l为杆的长
度,L为连接弹簧的自然长度, k为弹簧的弹性系数, g
为重力加速度;

Φi(ℏi) =


1.5(ℏi − 2.5), ℏi ⩾ 2.5;

0, − 1.5 < ℏi < 2.5;

1.5(ℏi + 1.5), ℏi ⩽ −1.5;

ξ̇i,1 = −2ξi,1 − ξ2i,1 + ξi,2,

ξ̇i,2 = −2ξi,2 + ui, i = 1, 2;

ℏi = ξi,1 +
(2ξ2i,2 − ξi,2)

(1 + ξ2i,2)
+ ui.

d1(X1, t) = β1x
2
12 +

[k(a(t)− cl)

cml2

]
(y

1
− y

2
),

d2(X2, t) = β2x
2
22 +

[k(a(t)− cl)

cml2

]
(y

2
− y

1
);

β1 =
m sin(x11)

M
, β2 =

m sin(x21)
M

;

y
1
= sin(2t), y

2
= L+ sin(3t);

a(t) = sin(5t); c = m

(m+M)
;

∆11 = 0.1 sin t+ z1, ∆12 = 2z21 ;

∆21 = 2z2 + 0.1 cos t, ∆22 = 3z22 .

ż1 = −z1 + x212 + 0.125 sin t,

ż2 = −z2 + 0.125x221 cos t.

仿真中取m = M = 10 kg; l = 1m;L = 2m;
g = 10m/s2; k = 1N/m.给定的参考信号为yd1(t) =

0, yd2(t) = 0,仿真结果如图2∼图5所示.
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,
d

图 2 输出y1(实线)和期望信号yd1(点线)以及约
束上界k1,a1 (点画线)与下界−k1,b1 (虚线)
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图 3 跟踪误差s11
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图 4 输出y2(实线)和期望信号yd2(点线)以及约
束上界k2,a1 (点画线)与下界−k2,b1 (虚线)
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图 5 跟踪误差s21

5 结 论

本文针对一类具有未建模动态和时变输出约束

以及非线性输入的耦合系统,提出了一种自适应神经
网络动态面控制方案.通过非线性映射变换达到输
出约束的目的;通过引入动态信号和正则化信号处
理状态和输入未建模动态.理论分析证明了闭环系
统中所有信号是半全局一致最终有界的,同时输出也
满足非对称时变输出约束条件.仿真结果也进一步
验证了所提出控制方案的有效性.
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