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区间参数高维多目标集合进化优化方法
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摘 要: 区间参数高维多目标优化问题是现实生活中常见的一类优化问题,但其有效的求解方法并不是很多.对
此,利用集合的概念,提出一种求解此类问题的新方法.首先,利用衡量解集收敛性、分布性、多样性的3种性能指
标将原优化问题降为 3目标优化问题;其次,采用集合Pareto占优关系和不确定测度来区分转化后优化问题解的
优劣;再次,设计自适应变化的交叉、变异概率以提高种群的全局和局部搜索能力;最后,利用4种基准函数优化问
题,对所提出方法和对比方法进行测试.测试结果显示,除了收敛性,所提出方法得到的Pareto解集的不确定性、多
样性、分布性均优于对比方法.
关键词: 高维多目标优化；自适应；区间参数；集合进化
中图分类号: TP301.6 文献标志码: A

Optimizing many-objective problems with interval parameters using set-
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Abstract: There is few effective solving methods for the high-dimensional multi-objective optimization problem with
interval parameters in real life. Therefore a new method is proposed using to concept of set. Firstly , three performance
indicators including convergence, distribution and diversity of a solution set are used to transform the original optimization
problem into a tri-objective one. Then, the set-based Pareto dominant relationships and a measure of uncertainty are used
to distinguish the solutions of the converted optimization problem. Additionally, the adaptive crossover and mutation
rates are suggested to improve the global and local search ability of the population. Finally, four benchmark function
optimization problems are used to test the performance of the proposed method and comparison method. The test results
show that, the uncertainty, diversity, and distributivity of a Pareto solution set obtained by the proposed method is superior
to that by the contrast method, in addition to convergence.
Keywords: high-dimensional multi-objective optimization；adaptive；interval parameter；set-based evolution
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在处理实际优化问题时,需要考虑该问题中包含
的多个相互冲突的目标,如汽车驾驶室设计问题[1]和

井下巷道无线射频阅读器布局问题[2].当目标函数中
含有不确定参数,如模糊数、随机变量,或者区间时,
这类问题称为不确定多目标优化问题.

由于随机变量通过置信水平[3]、模糊数通过截集

水平[4]均能够转化为区间,从而随机和模糊参数优化
问题可以转化为区间参数优化问题.当相互冲突的

目标函数多于3个时,称为区间参数高维多目标优化
问题.
目前,区间参数高维多目标优化问题的求解面

临如下问题[1]: 1)目标函数的高维,使得种群中Parteo
最优解增多,无法快速地选择优势解; 2)进化过程中,
某些性能指标的运算时间会随着目标维数的增多而

呈指数增长; 3) 目标维数超过3维后,无法图示出优
化问题的Pareto前沿; 4) 目标函数的不确定性,增加
了优势解选择的难度.
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鉴于以上区间参数高维多目标优化问题求解时

遇到的问题,巩敦卫等[5]不再基于传统的占优准则求

解该类问题,而是将平时作为评价解集优劣的性能指
标,如超体积、不确定度等作为问题的目标,将高维多
目标优化问题降成低维进行求解.由于此时的解不
是一个单个的个体,而是一个含有多个个体的解集,
进而还提出了相关的解集个体的变异和重组策略.
本文在文献[5]的基础上进行深入研究,给出一

种求解区间参数高维多目标优化问题的自适应集合

进化优化方法.首先,利用衡量解集收敛性的超体积
测度、分布性测度、多样性测度,使原区间参数高维
多目标优化问题变成3目标确定型优化问题;然后,
套用NSGA-II范式,利用基于集合的Pareto占优关系
以及解集的不确定度,对转化后优化问题的解进行排
序;最后,根据种群信息设计自适应交叉、变异概率,
以产生高性能的子代个体.

1 算 法

考虑如下优化问题:
min f(x, c) = (f1(x, c), f2(x, c), · · · , fm(x, c)).

s.t. x ∈ S ⊂ Rn;

c = (c1, c2, · · · , cl)T;

ck = [ck, ck], k = 1, 2, · · · , l. (1)

其中:x为n维决策变量;S为x的决策空间; fi(x, c)
= [fi(x, c), fi(x, c)](i = 1, 2, · · · ,m)为第 i个目标函

数;m为目标函数的个数,且m > 3; c为区间向量参
数, ck和 ck分别为c的第k个分量 ck的上下限; fi(x,
c)和fi(x, c)分别为第i个目标函数值的上下限.
根据式 (1),本文提出一种求解区间参数高维多

目标优化问题的集合进化优化方法.首先,对原高维
多目标优化问题进行降维,利用设计的区间分布性测
度,结合集合的超体积、多样性测度来实现 (详见1.1
节);然后,在求解降维后优化问题时,套用NSGA-II范
式,利用基于集合的Pareto占优关系,以及解集的不
确定度,比较个体的优劣 (详见1.2节);通过设计的自
适应交叉、变异概率,提高种群的搜索能力,产生高性
能的子代个体 (详见1.3节).最后,通过求解基准函数
优化问题来验证算法的性能(详见2.3节).

1.1 优化问题降维转化

本节延续文献 [5-7]的思想,利用评价解集优劣
的性能指标对问题 (1)进行降维,使其转化为以集合
为决策变量的确定型多目标优化问题.

对于区间多目标优化问题, Pareto优化解集一
般要求具有如下4个特性: 1) 得到的Pareto前沿具
有较好的收敛性,即离真实 Pareto前沿越近越好;
2) 构成Pareto前沿的点在目标空间上能够均匀分
布; 3) Pareto前沿上的点在解空间中的差异性越大

越好,即希望具有较好的多样性; 4) Pareto前沿在目
标空间上具有较小的不确定度.其中:特性1),收敛性
可以利用文献 [8]提出的超体积来衡量;特性3),多样
性可以利用文献 [9]提出的多样测度来衡量;特性2),
分布性可以参考文献 [10],但是它只适用于求精确解
的分布性.基于此,这里给出求解区间解的分布性测
度D(X)为

D(X) =

√√√√ N∑
i=1

(d∗ − di)
2/(N − 1). (2)

其中

d(xi) = min
j=1,2,··· ,N,i ̸=j

( m∑
l=1

∣∣∣fl(xi) + fl(xi)

2
−

fl(xj) + fl(xj)

2

∣∣∣ 1

1 + e− 2k
r+ξ

)
,

r =
fl(xi)− fl(xi)

2
+

fl(xj)− fl(xj)

2
,

d∗ =
1

N

N∑
i=1

d(xi).

这里: d(xi)为个体xi在原目标空间中最小的拥挤距

离; fl(xi)为个体xi第 l个目标的上限值; fl(xi)为个

体xi第 l个目标的下限值; r为个体xi与个体xj的不

确定度之和,用于调节d(xi),不确定度r越大,个体间
的距离d(xi)越小; ξ = 0.000 1,保证分母不为0; k为
调节系数,这里取1; d∗为所有个体最小拥挤距离的
平均值;N为集合中原优化问题解的数目. D(X)越

小,得到的解的分布性越好.
有了区间分布性测度后,利用Pareto解集的前3

个特性,即收敛性、多样性、分布性,将式 (1)描述的优
化问题转化为确定型3目标优化问题
max F1(X) = Λ(

∪
xj∈X

{h|f(xj) < h < f(xref)}),

F2(X) = 1−H/Hmax,

F3(X) =−D(X) = −

√√√√ N∑
i=1

(d∗− di)
2/(N− 1) ;

s.t.X ∈ P (S). (3)

其中:H =
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

H(xi, xj)
/ N∑

i=1

(N − i); Hmax =

max
(N−1∑

i=1

N∑
j=i+1

H(xi, xj)
)

; P (S)为解集个体的集

合;X = {x1,x2, · · · ,xN}为由原优化问题 (1)的
N个解构成的集合;Λ(·)为勒贝格测度;xref为参考

点;H(X)为X中个体在解空间中的平均距离;Hmax

为X中距离最大的两个个体间的距离. F1(X)、

F2(X)、F3(X)分别用于计算解集X的收敛性、多样

性和分布性.注意,F3(X)是对式 (2)取负得到的,使
得式(3)均为最大化问题.
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1.2 转化后问题解的排序策略

采用NSGA-II中个体比较的模式,先通过集合
Pareto占优关系[5]得到个体的序值.对于相同序值的
个体,再采用其他测度进一步比较.鉴于式 (3)描述的
优化问题只能体现原优化问题的前3个特性,即收敛
性、分布性、多样性,缺少了不确定性,因此,这里将采
用不确定度进一步比较具有相同序值的个体.所设计
的不确定度表达式为

BQ =
N∑
i=1

m∑
l=1

fl(xi)− fl(xi)

2

/
N. (4)

其中: fl(xi)为个体xi第 l个目标的上限值, fl(xi)为

个体xi第 l个目标的下限值,N为集合中包含的原优
化问题解的个数.

1.3 集合进化策略设计

集合进化策略包括集合交配选择操作、集合交

叉操作的设计、交叉概率的设计、集合变异操作的设

计、变异概率的设计.鉴于文献[5]已对选择操作和交
叉、变异操作进行了相关研究,本文将借鉴文献 [5]中
的一些基本操作,着重设计自适应交叉、变异概率.

1.3.1 自适应交叉概率

鉴于转化后优化问题的一个解是原优化问题多

个解的集合,因此求解转化后优化问题时,其解的交
叉方式分为两种,即:不同解之间的交叉和同一解内
部的交叉.具体的交叉操作可以参见文献[5].

由于交叉概率的大小会对算法的全局搜索能力

和收敛速度产生影响,对于不同解之间的交叉,本文
采用固定的交叉概率;而对于同一解内部的交叉则
采用自适应交叉概率.这里将利用集合解的多样性
和收敛进度等信息,动态调整交叉概率,进一步使得
集合解具有较好的多样性和收敛性.需要注意的是,
种群中每个集合解内部的交叉概率都是不同的.
本文设计的自适应交叉概率为

Pc =
1

1 + exp
(
− k1

F2(X)F1(X) + k2t+ ξ

) . (5)

其中:F1(X)、F2(X)分别表示集合个体X的收敛性

和多样性, t为进化代数, k1 = 0.1, k2 = 0.03, ξ =

0.000 1,保证分母不为0.
由式 (5)可以看出:集合解的收敛进度F1(X)和

多样性F2(X)均与交叉概率成反比关系,其值减小
时,Pc变大,使算法搜索新解的能力增强;反之,当集
合解的收敛性或多样性较好时,Pc变小,使好的解的
基因能够保留下来.同时,为了使算法能够收敛,交叉
概率应随着进化过程的推进整体呈下降趋势.

1.3.2 自适应变异概率

对种群中的每个集合解都进行变异操作,对进行
变异操作的个体Xi,采用单点变异的方式,该操作进

行N次.
变异概率的大小会影响算法的局部搜索能力,因

此,依据式 (5)的设计思路,这里设计了随集合解收敛
性和多样性自适应变化的变异概率,即

Pm = 1− 1

1 + exp(−F2(X)F1(X)− k2t)
. (6)

由式 (6)可以看出:与交叉概率类似,多样性
F2(X)或收敛进度F1(X)越小,Pm越大;反之,多样
性F2(X)或收敛进度F1(X)越大,Pm越小.同时,为
了使算法能够收敛,变异概率也应随着进化过程的推
进整体呈下降趋势.

2 应 用

将本文提出的方法记为SET-IMOEA(Optimizing
many-objective problems with interval parameters using
set-based evolutionary algorithms),并与SET-MOEA[6]

进行性能比较.采用Matlab7.0编程实现,每种方法均
独立运行20次,记录运行结果,并计算这些结果的平
均值.选基准优化问题DTLZ1′、DTLZ2′、DTLZ3′及

DTLZ5′[5,11]进行性能验证.实验中4个基准优化问题
的目标函数个数分别取5和15,且均为最大化问题.

2.1 参数设置

将SET-IMOEA和SET-MOEA的种群规模和每
一个个体包含原优化问题解的个数均取为10. SET-
MOEA中的集合变异操作采用规模为2的联赛选择、
模拟二进制交叉以及多项式变异.其中:交叉和变异
概率分别为0.9和0.1,交叉和变异操作的分布系数均
为20. SET-IMOEA中采用规模为2的联赛选择,集合
个体间采用单点交叉,交叉概率取为0.9,集合个体内
的交叉采用模拟二进制交叉,交叉概率由式 (5)得到;
集合个体采用单点变异,变异概率由式 (6)得到.两种
方法的最大进化代数取为Tmax = 100.两种方法均
采用文献 [12]提出的Monte Carlo方法近似计算超体
积,采样次数取10 000.由于优化问题为最大化问题,
且目标函数经过归一化处理,超体积计算参考点为
r = [0, 0, · · · , 0].
2.2 性能指标

实验将从以下5个方面比较不同方法的性能:
1) 最大超体积[12],简称H测度. H测度值越大,

算法的收敛性越好.
2) 多样性,简称D测度,采用式 (3)的第2个式子

计算.某方法所得Pareto前沿的多样性值越大,该前
沿的多样性越好.

3)分布度,简称SP测度,采用式 (3)的第3个式子
计算.某方法所得Pareto前沿的分布性值越小,该前
沿的分布性越好.
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4)不确定度,简称BQ测度,采用式 (4)计算.某方
法所得Pareto前沿的不确定度越小越好.

5) CPU时间,简称T测度. T测度越小,运行效率
越高.

2.3 实验结果与分析

下面将 SET-IMOEA与 SET-MOEA得到的第 1
个优势个体进行比较,验证所提出方法能够更快地得
到收敛性、不确定性、多样性、分布性均衡的原优化

问题的Pareto解集.
图 1∼图 4 分别给出了 SET-IMOEA 和 SET-

MOEA求解各优化问题时,得到的Pareto前沿的H、

D、 SP以及BQ测度的箱图.其中:横坐标中 1代表
SET-IMOEA, 2代表 SET-MOEA.由于 DTLZ3′的各

测度值与DTLZ1′类似,这里其箱图不再给出.采用
Mann-Whitney U检验这两种方法在相同测度上差异
的显著性,显著性水平取0.05,检验结果见表1.其中:
“+”表示SET-IMOEA显著优于SET-MOEA,“−”表
示SET-IMOEA显著劣于SET-MOEA,“0”表示SET-
IMOEA与SET-MOEA之间无明显差异.表2给出了
不同方法求解优化问题的CPU耗时,即T测度值.
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图 1 两种方法得到的Pareto前沿的H测度值
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图 2 两种方法得到的Pareto前沿的D测度值
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图 3 两种方法得到的Pareto前沿的SP测度值
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图 4 两种方法得到的Pareto前沿的BQ测度值
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表 1 两种方法所得各测度的Mann-Whitney U检验结果
目标函 DTLZ1′ DTLZ2′ DTLZ3′ DTLZ5′

数个数 H D SP BQ H D SP BQ H D SP BQ H D SP BQ

5 − + 0 + − + + 0 0 + 0 + − + + −
15 0 0 0 + − 0 + + 0 0 0 + 0 0 + +

表2 不同方法的T测度 s

方法
目标函
数个数

DTLZ1′ DTLZ2′ DTLZ3′ DTLZ5′

SET-IMOEA
5 134 122 123 125
15 285 273 272 282

SET-MOEA
5 150 250 265 401
15 1 726 1 752 1 182 1 219

由图1∼图4和表1可以看出: 1) 对比方法SET-
MOEA得到的H测度值显著优于本文方法 SET-
IMOEA得到的,说明SET-IMOEA的收敛性不如SET-
MOEA; 2) SET-IMOEA得到的Pareto前沿的D测度

不劣于SET-MOEA,这是因为,所提出方法将D测度

作为优化目标之一,而SET-IMOEA没有单独考虑个
体的多样性,同时,可能也因为SET-IMOEA采用的是
自适应的交叉、变异概率,而SET-IMOEA采用的是
固定的交叉、变异概率; 3) 对于优化问题DTLZ1′和

DTLZ3′, SET-IMOEA得到的Pareto前沿的SP测度与
SET-MOEA无显著性差异,而对于优化问题DTLZ2′

和DTLZ5′, SET-IMOEA得到的Pareto前沿的SP测度
显著优于SET-MOEA; 4) SET-IMOEA得到的Pareto
前沿的 BQ测度不劣于 SET-MOEA,原因是 SET-
IMOEA将BQ测度用于相同Pareto秩的个体比较.

由表2可以看出,对于相同的优化问题: 1) 随着
目标的增多,运行时间会不断增加; 2) SET-IMOEA的
运行时间远少于SET-MOEA.

通过上述实验得到如下结论: SET-IMOEA得到
的Pareto解集的收敛性劣于SET-MOEA,但是,它的
运行时间却远少于SET-MOEA; SET-IMOEA得到的
Pareto优化解集的多样性、分布性、不确定性均优于
SET-MOEA.

3 结 论

本文提出了一种用于解决区间高维多目标优化

问题的集合进化优化方法.该方法的创新之处主要
体现在以下4个方面: 1)设计了衡量含区间参数集合
个体的分布性测度; 2) 利用3种衡量Pareto优化解集
优劣的性能指标,将区间参数高维多目标优化问题进
行了降维转化; 3) 采用不确定性测度进一步比较相
同Pareto序值的集合进化个体; 4)设计了随种群多样
性和收敛性自适应变化的交叉、变异概率.

采用基准优化函数对 SET-IMOEA和 SET-
MOEA进行了测试,实验结果表明, SET-IMOEA综合
性能优于SET-MOEA.如何使种群的收敛性得到进
一步的提高,是接下来需要研究的工作.
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