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基于二分图最大匹配的多机器鱼可控包含控制

陈世明†, 李海英, 邵 赛, 夏振刚
(华东交通大学电气与自动化工程学院，南昌 330013)

摘 要: 考虑水下机器鱼的运动学约束及包含控制中的领导者选择问题,将可控性理论与包含控制相结合,针对
有向多机器鱼系统,提出一种基于二分图最大匹配的多机器鱼可控包含控制算法.首先,针对有向多机器鱼网络
拓扑结构,利用二分图最大匹配算法求得满足系统可控的驱动节点,即为领导者,其余节点为跟随者;其次,针对
2D仿真机器鱼模型设计相应的包含控制协议,从而实现多机器鱼的可控包含控制,且最终跟随者鱼体前端刚体长
边方向与领导者保持一致,并应用Lyapunov稳定性理论证明系统的稳定性;最后,基于URWPGSim2D多机器鱼仿
真平台进行两组仿真实验,一组随机选取领导者,另一组采用二分图最大匹配算法确定领导者,对比仿真结果表
明,所提算法能够有效地实现多机器鱼的可控包含控制.
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Controllable containment control of multiple robotic fish based on
bipartite graph maximum matching
CHEN Shi-ming†, LI Hai-ying, SHAO Sai, XIA Zhen-gang

(School of Electrical and Automation Engineering，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China)

Abstract: The kinematic constraints of underwater robotic fish and the leader selection in containment control are
considered in this paper. Combining the controllability theory with containment control, for the directed multiple robotic
fish system, a controllable containment control algorithm of multiple robotic fish based on bipartite graph maximum
matching is proposed. Firstly, aiming at the directed network topology of multiple robotic fish, the maximum matching
algorithm of bipartite graph is used to get the driving nodes satisfying the system controllable as leaders, the others are
followers. Then, the corresponding containment control protocol is designed for the model of 2D simulation robotic
fish. Thus, the controllable containment control of multiple robotic fish system is achieved and the rigid body long side
direction of follower fish is consistent with leaders. The Lyapunov stability theory is used to prove the stability of the
system. Finally, two groups of simulation experimet on the URWPGSim2D multiple robotic fish simulation platform are
carried out. One group randomly selects leaders, and the other group uses the bipartite maximum matching algorithm
to determine the leaders. Simulation results show that the proposed algorithm can effectively realize the controllable
containment control of multiple robotic fish.
Keywords: multiple robotic fish system；bipartite graph maximum matching；controllability；containment control；
URWPGSim2D simulation platform；directed topology

0 引 䀰

一致性问题作为多智能体分布式协同控制中的

主要研究方向之一,已经取得大量的研究成果[1-2].根
据领导者数目的不同可分为无领导者一致性、领导

-跟随一致性以及多领导者一致性等.包含控制近年

来受到了学者们的广泛关注[3-4], 其主要是使系统内
的跟随者个体的状态收敛到由多个领导者组成的凸

包中,是一种具有多领航者的类一致性问题.
包含控制在环境探索、科学采样、监测和侦查等

任务中具有极大的应用价值.文献 [5]提出了一种基
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于预测器的神经动态表面控制方法来实现多AVU的
包含控制;文献 [6]考虑到多智能体在复杂环境中其
通信可能会随机失效,研究了有向随机网络下的多智
能体的领导跟随包含控制问题;文献 [7]针对高阶LTI
群集系统的编队包含控制问题进行了研究,通过所提
出的协议使得领导者能够实现预定的时变编队,并驱
使跟随者运动至由领导者构成的凸包,此外,文中还
指出了包含问题、编队控制问题、一致性以及一致

性追踪等问题均可以视作特殊的编队包含控制问题;
文献 [8]进一步针对具有时延的高阶LTI系统的编队
包含控制问题进行了研究.此外,由于多智能体系统
可控性具有重要的应用价值,近年来受到诸多学者的
广泛关注:文献 [9]对复杂有向网络的结构可控性进
行了研究;文献 [10]对领导者角色的选取以及对边的
权值调整进行了研究,从而改善了系统的可控性.
随着我国海洋开发和应用领域的不断发展,协同

技术的研究工作与实际应用将会得到更加快速的发

展[11].文献 [12]指出,机器人的应用已不再局限于简
单的动作重复,未来机器人的高度智能化在群体协调
作业中将发挥重要作用;文献 [13]研究了蜂拥算法在
多机器鱼系统中的应用;文献 [14]结合模糊增强学习
构建了一个混合集中式系统来完成水下机器鱼的协

同合作;针对机器鱼多关节连接的结构造成的众多
流体力学参数获取难等问题,文献 [15]提出了一种数
据驱动的动态建模方法,并证明了该方法在探索参数
以及动态仿真中具有更好的稳定性.

考虑到目前针对水下机器鱼的可控包含控制的

研究较少,本文主要考虑机器鱼的运动学约束及控制
机制等,将可控性理论应用于多机器鱼包含控制中
的领导者与跟随者可控配置问题中.利用二分图最
大匹配算法求得满足系统可控的驱动节点,即为领导
者,其余节点为跟随者.再针对2D仿真机器鱼模型设
计相应的控制协议,使得所有跟随者能够收敛到由领
导者构成的凸包中,且最终跟随者鱼体方向与领导者
保持一致.

1 预༷知䇶和问题描述

1.1 代数图论

考虑由N条机器鱼组成的系统,采用图G = (V,

E)表示该系统的通信拓扑.其中:V = {v1, v2, · · · ,
vN}表示机器鱼集合,节点vi表示第 i条机器鱼,E =

{eij = (vi, vj)|vi, vj ∈ V }表示机器鱼之间连边的集
合.网络的可控性一般是指:给系统内的某个或某几
个领导者施加外部控制输入信息,而系统内的其他跟
随者则依靠自组织及其与邻域个体的相互合作,从而

实现由随机给定的初始状态运动演化至所要求的最

终状态.给出如下系统:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x ∈ RN , u ∈ RM .

其中:x(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xN (t))T为状态向量;
u(t) = (u1(t), u2(t), · · · , uM (t))T为 t时刻M个个体

的控制输入;A = (aij)N×N和B = (bij)N×M分别

为邻接矩阵和输入矩阵.判断可控性的一个充分必
要条件为

rank Qc = rank(B,AB,A2B, · · · , AN−1B) = N.

可以发现,系统可控的关键在于其拓扑结构和外
界输入信息,即与A和B相关.
假设1 多机器鱼网络拓扑结构中含有有向生

成树.即对于任意一个跟随者,至少存在一个领导者
到其有一条有向路径.
有向图(V,E)的“子图”(V s, Es)是指满足V s ⊆

V 且Es ⊆ E
∩
(V s × V s)的一种图, (V,E)的有向生

成树 (V s, Es)是指 (V s, Es)为有向树并且V s = V .
如果有一簇有向生成树是 (V,E)的子图,则称图 (V,

E)含有一簇有向生成树[16].
引理1 [16] 图G对应的Laplacian矩阵为L,在假

设1成立的前提下,矩阵L是非奇异矩阵且L的非零

特征值的实部均大于0.
定义1 设X = {x1, x2, · · · , xN}是实矢量空间

V ⊆ RN的集合,对于X = {x1, x2, · · · , xN}的凸包
用Co{X}表示,即

Co{X} ={ N∑
i=1

aixi|xi ∈ X, ai ∈ R, ai ⩾ 0,
N∑
i=1

ai = 1
}
.

1.2 二分图最大匹配算法

控制一个有向网络所需的最少输入 (或驱动节
点)由该网络中的最大匹配决定[9]. M为有向图G =

(V,E)的边集的一个子集,若M中的任意两条边都

没有公共的起点和终点,则称M是一个匹配.如果一
个节点是M中的一条边的一个终点,则该节点就是
匹配节点,否则为非匹配节点,非匹配节点即为驱动
节点.通常采用二分图最大匹配算法求取网络中的
驱动节点.将图G转化为二分图H ,有

H = (V +, V −, E).

其中:V + = {v+1 , v+2 , · · · , v+N},V − = {v−1 , v−2 , · · · ,
v−N}分别为二分图各列的节点集合,E = {(vi, vj)|aij
̸= 0}为边集.利用所述算法求取驱动节点的过程如
图1所示.
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图 1 驱动节点求取过程

图1(a)和图1(b)所示即为将有向图转化为二分
图的过程,由图1(c)可以发现,一组最大匹配边集为
1+ → 5−, 2+ → 3−, 6+ → 4−,可得节点1, 2, 6为非匹
配节点,即为所求驱动节点,节点3, 4, 5为普通节点.

1.3 机器鱼模型

考虑 2D仿真机器鱼模型如图 2所示,其结构和
尺寸与实体机器鱼比例基本一致,鱼体前进的推进力
主要依靠鱼体后半部分尾鳍的摆动.建立其运动学
模型[13]如下:

ẋi(t) = vi(t) cos θi(t)− ωi(t)li sin θi(t),

ẏi(t) = vi(t) sin θi(t) + ωi(t)li cos θi(t),

θ̇i(t) = ωi(t), v̇i(t) = ai(t), ω̇i(t) = bi(t)/li. (1)

其中: θi(t) ∈ [0, 2π)为沿X轴逆时针旋转的方向角;
ai(t) ∈ R为前进加速度; bi(t) ∈ R为旋转加速度.
鱼体几何中心为Ci,质量中心为Mi,不考虑个体差
异,假设对于 i = 1, 2, · · · , N都有 li = ld,其中 ld为

正常数.

X

Y

yi

xiO

Ci

li

ni ti

ωi

θ i

M x yi i i( , )

图 2 机器鱼模型

令ti = [cos θi, sin θi]
T, ni = [− sin θi, cos θi]T为

两个正交向量,式(1)进一步表示成矩阵形式

ṗi = HT
i qi, q̇i=ui. (2)

其中:Hi = [ti,ni]
T;ui = [ai, bi]

T为机器鱼的控制输

入; pi = [xi(t), yi(t)]
T ∈ R2为机器鱼 i在 t时刻的位

置向量; qi = [vi(t), liωi(t)]
T = [vi(t), ϑi(t)]

T为速度

向量; vi(t) ∈ R和ωi(t) ∈ R分别为鱼的前进速度和

角速度;ϑi(t) = liωi(t)为切向速度.

2 包含控制协议设计

对于由N条机器鱼组成的有向多机器鱼网络,
通过第1.2节所述算法确定的领导者集合和跟随者
集合分别表示为L = {x1, x2, · · · , xm},F = {xm+1,

xm+2, · · · , xN}.针对i ∈ L,有

ui =

[
ai(t)

bi(t)

]
= 0, i ∈ L, (3)

即对于 i ∈ L,个体以固定的前进速度vl和角速度ωl

运动.针对i ∈ F ,设计控制协议为

ai(t) = −
∑

j∈F∪L

aij(vi − vj)−
∑

j∈F∪L

aij(ṗ
T
i −

ṗT
j )ti −

∑
j∈F∪L

aij(pi − pj)
Tti,

bi(t) = −ld
∑

j∈F∪L

aij(θi − θj)− ld
∑

j∈F∪L

aij(ωi−

ωj)−
∑

j∈F∪L

aij(ṗ
T
i − ṗT

j )ni−

∑
j∈F∪L

aij(pi − pj)
Tni, (4)

其中aij为个体间的邻接关系.引入 q̃i = [0, ldθi]
T,结

合 q̇i = ui = [ai, bi]
T,则控制协议(4)可进一步描述为

q̇i = −
∑

j∈F∪L

aij(q̃i − q̃j)−
∑

j∈F∪L

aij(qi − qj)−

Hi

∑
j∈F∪L

aij(ṗi − ṗj)−Hi

∑
j∈F∪L

aij(pi − pj).

(5)

定理1 考虑如式 (1)所示的模型构成的有向多
机器鱼系统,利用二分图最大匹配算法求得满足系
统可控的驱动节点即为领导者,其余节点为跟随者,
若系统符合假设条件1,则在控制协议(3)和控制协议
(4)的作用下,可以实现多机器鱼系统的可控包含控
制.
证明 构造李雅普诺夫函数如下:

E =
1

2

∑
i∈F

qT
i qi +

1

2
Θ +

1

2
Φ. (6)

其中

Θ = l2d
∑
i∈F

∑
j∈F∪L

aijθi(θi − θj),

Φ =
∑
i∈F

∑
j∈F∪L

aijp
T
i (pi − pj),
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则有

Θ̇ = 2l2d
∑
i∈F

∑
j∈F∪L

aij θ̇i(θi − θj),

Φ̇ = 2
∑
i∈F

∑
j∈F∪L

aij ṗ
T
i (pi − pj).

故对式(6)求导后可得

Ė =
∑
i∈F

qT
i q̇i + l2d

∑
i∈F

∑
j∈F∪L

aij θ̇(θi − θj)+

∑
i∈F

∑
j∈F∪L

aij ṗ
T
i (pi − pj). (7)

由式(2)、(5)和(7)可得

Ė = −
∑
i∈F

∑
j∈F∪L

qT
i aij(q̃i − q̃j)−

∑
i∈F

qT
i

∑
j∈F∪L

aij(qi − qj)−

∑
i∈F

ṗT
i

∑
j∈F∪L

aij(ṗi − ṗj)−

∑
i∈F

∑
j∈F∪L

ṗT
i aij(pi − pj)+

l2d
∑
i∈F

∑
j∈F∪L

aij θ̇(θi − θj)+

∑
i∈F

∑
j∈F∪L

aij ṗ
T
i (pi − pj). (8)

由于 θ̇i(θi− θj) = ωi(θi− θj), qT
i (q̃i− q̃j) = l2dωi(θi−

θj),可得

l2d

n∑
i=1

n∑
j=1

aij θ̇(θi − θj) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijq
T
i (q̃i − q̃j),

(9)

则式(8)可进一步简化为

Ė = −
∑
i∈F

qT
i

∑
j∈F∪L

aij(qi − qj)−

∑
i∈F

ṗT
i

∑
j∈F∪L

aij(ṗi − ṗj). (10)

令Q = [q1, q2, · · · , qN ],P = [p1, p2, · · · , pN ],可得

−
∑
i∈F

qT
i

∑
j∈F∪L

aij(qi − qj) =

−QT[LN ⊗ IN−m]Q ⩽ 0,

−
∑
i∈F

ṗT
i

∑
j∈F∪L

aij(ṗi − ṗj) =

− ṖT(LN ⊗ IN−m)Ṗ ⩽ 0.

结合引理1可知,LN为半正定矩阵, IN−m为 (N

−m)× (N −m)单位矩阵,即可得

Ė = −QT(LN ⊗ IN−m)Q− ṖT(LN ⊗ IN−m)Ṗ ⩽ 0.

综上可得,系统和控制协议是渐近稳定的. 2

3 仿真实验

本节主要基于URWPGSim2D平台进行多机器
鱼可控包含控制算法仿真分析,从而验证所提出算法
的有效性. URWPGSim2D仿真系统可以很好地模拟
水下机器鱼的运动状态,也可用于对各种控制策略的
验证.多机器鱼网络通信拓扑结构如图3所示.

1

2 5

3 4

6

图 3 有向网络拓扑结构

3.1 随机选取领导者

针对如图 3所示的多机器鱼网络拓扑结构,首
先任意选取fish2, fish3, fish6作为领导者,其余为跟随
者,观察其包含控制运动过程,如图4所示.

t = 0s t = 11s

t = 80s t = 95s

(a) = 0s, 11s, 80s, 95st !"#$%&'()

(b) "#$%&'*+

fish 3

fish 2

fish 6

fish 2
fish 3

fish 6

fish 1
fish 5

fish 4

fish 4 fish 1fish 5

图 4 任意选取领导者时机器鱼包含控制运动

随机选取 fish2, fish3, fish6为领导者时,观察图
4(a)所示的包含控制运动及图4(b)对应的各条鱼的
运动轨迹,可以发现fish4没有运动到凸包内,结合图
3的拓扑结构分析, fish4无法接收任一领导者的信
息,故无法实现有效的可控包含控制.同时领导者机
器鱼最终的鱼体方向为 0.942 rad, fish5的鱼体方向
为1.325 rad,这是由于受到fish1, fish2, fish4, fish6的影
响,其鱼体方向无法达到与领导者一致的状态.
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3.2 利用二分图最大匹配求取领导者

针对图 3所示的多机器鱼网络拓扑,利用第 1.2
节所述算法确定满足网络可控的领导者集合为

fish2, fish4, fish6,跟随者集合为fish1, fish3, fish5.多机
器鱼实现可控包含控制的过程如图5(a)所示.在控制
协议的作用下,跟随者机器鱼最终运动至由领导者构
成的凸包内,且鱼体方向与领导者保持一致.各条鱼
的运动轨迹如图5(b)所示.

t = 0s t = 17s

t = 82s t = 130s

(a) = 0s, 17s, 82s, 130st !"#$%&'()

(b) "#$%&'*+

fish 2

fish 4

fish 6

fish 1

fish 5

fish 3

fish 1fish 5

fish 3

fish 6

fish 2

fish 4

图 5 二分图最大匹配求取领导者时机器鱼包含控制运动

4 结 论

本文针对水下机器鱼的运动学约束及控制机制

等问题,将可控性理论应用于多机器鱼包含控制中的
领导者与跟随者可控配置问题中.利用二分图最大匹
配算法求得满足系统可控的驱动节点即为领导者,其
余节点为跟随者.并针对2D仿真机器鱼模型设计相
应的控制协议,最终实现水下机器鱼的可控包含控
制.两组实验结果对比验证了本文所提出算法的有
效性.未来的研究中可进一步考虑实际应用中水下
通信难等问题对机器鱼运动产生的影响.
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