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混合值逻辑网络的集合稳定

冯俊娥†, 贾 淼

(山东大学数学学院，济南 250100)

摘 要: 逻辑系统的集合稳定性是基于全局稳定性给出的概念,它研究系统是否能够稳定到某一个状态集合.对
此,主要研究混合值逻辑网络的集合稳定性.首先,介绍混合值逻辑网络,并运用矩阵半张量积将其转化为离散代
数系统以便于进一步研究;然后,介绍系统不变子集的概念,并给出寻找最大不变子集的方法,在此基础上给出系
统集合稳定的充分必要条件;最后,考察系统部分状态的一致稳定性,并将其转化为系统的集合稳定问题,同时通
过数值例子加以验证.
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Set stability of mix-valued logical networks
FENG Jun-e†, JIA Miao

(School of Mathematics，Shandong University，Ji’nan 250100，China)

Abstract: On the basis of the global stability of mix-valued logical networks, the concept of set stability is preposed,
which determines whether a given system converges to a given subset. This paper investigates the set stability of mix-
valued logical networks. Firstly, the mix-valued logical networks are introduced, which are translated into discrete linear
dynamic equations by using the semi-tensor product of matrices. Then, the concept of invariant subsets is introduced, and
a method of searching for the largest invariant subset is proposed. Based on above, a necessary and sufficient condition
for set stability of the concerned networks is developed. Finally, the stability of partial states is proposed, and is converted
to the study of set stability for a certain subset. A numerical example is given to illustrate the effectiveness of the obtained
results.
Keywords: mix-valued；logical network；semi-tensor product；largest invariant subset；set stability；partial states

0 引 䀰

1969年, Kauffman[1]首次提出了布尔网络的概

念,并将其应用到变量只能取 1或 0的基因调控网
络,其中1表示该基因可以表达, 0表示该基因不能表
达.该模型的提出很好地解释了基因与细胞之间的
动态关系,对于物种基因代码的研究具有很大的贡
献[2-3].因此,研究布尔网络在理论和实际应用中都
具有重要的意义.由于布尔网络是一个逻辑演化系
统,一度没有系统而有效的工具来分析该模型.近年
来, Cheng等[4]提出了矩阵半张量积的概念.运用矩
阵半张量积,布尔逻辑方程可以转化为离散动态方
程,更便于描述和研究.基于此,一些经典的系统理
论和方法都可用于研究布尔网络.与线性系统类似,

布尔网络的一些性质得到广泛讨论,包括其拓扑结
构[5]、能控能观性[6-7]、稳定性和镇定性[8-9]以及最优

控制[10-11]等.
在经典的逻辑系统中,每个变量的取值非此即

彼,只有0 (假)和1 (真);而在混合值逻辑系统中,变量
的取值范围是3个或者3个以上的值.实际上,混合值
逻辑网络是布尔网络的推广,在实际生活中有着更广
泛的应用[12-13].例如在博弈论中,玩家策略集的对策
个数往往不全相同,可通过混合值逻辑网络建立博弈
论模型.因此,对混合值逻辑网络的研究很有必要.
在逻辑系统领域中,对于稳定性的研究是一个

重要的研究方向.事实上,逻辑系统的稳定性是一种
形式上的离散序列迭代的收敛性.通过研究其稳定
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性,使得某些特定系统稳定至一个理想的状态.例如,
在基因网络中,通过某些干预,使状态稳定至健康状
态.文献 [8]研究了布尔网络的稳定性与镇定性问题,
给出了布尔网络全局稳定的条件.基于逻辑系统全
局稳定性,对于系统的集合稳定性研究也是一个重要
方向.不同的是,全局稳定表示系统稳定到某一个固
定状态,而集合稳定则表示系统稳定至某一个状态集
合.文献 [14]研究了布尔网络的集合稳定性与集合
镇定性问题.研究集合的稳定性问题可以将一些复
杂问题进行简化,例如逻辑系统的同步性[15]、部分状

态一致稳定性[16]等均可以通过矩阵半张量积转化为

集合的稳定性研究.
本文研究混合值逻辑网络.在最大不变子集的

基础上研究混合值逻辑网络的集合稳定性.将混合
值逻辑网络的集合稳定性应用到部分目标状态一致

稳定性上,并给出数值例子进行验证.

1 预༷知䇶

本文将用到以下一些记号:
1)N : 非负整数的集合.
2) Mm×n : m× n维实矩阵的集合.
3) Bm×n:所有元素非0即1的m × n维矩阵的集

合,称为布尔矩阵.
4) In : n× n维单位矩阵的集合.
5) δin:单位矩阵In的第i列.
6) ∆n := {δin|i = 1, 2, · · · , n}.

7) Dk :=
{
1 = T,

k − 2

k − 1
, · · · , 1

k − 1
, 0 = F

}
.

8) Coli(L)[Rowi(L)]:矩阵L的第i列[行].
9) 称矩阵L ∈ Mm×n为逻辑矩阵,如果满足

Coli(L) ∈ ∆m, i = 1, 2, · · · , n,则可将其简写为 [δi1m,

δi2m, · · · , δinm ] := δm[i1, i2, · · · , in].记Lm×n为m × n

维逻辑矩阵的集合.
10) 1n:所有元素为1的n维列向量.
11) 对于x ∈ Bm×1,定义φ(x) = {z ∈ ∆m|z∧

x = z},其中
∧
代表逻辑运算“交”.定义φT(x) =

φ(xT), ∀x ∈ B1×n.例如,x = [0 1 1 0]T,则φ(x) =

{[0 1 0 0]T, [0 0 1 0]T}.
12)布尔矩阵的布尔加运算+B为

x+B y = x
∨

y, ∀x, y ∈ D;

X +B Y = (xij +B yij) ∈ Bm×n,

∀ X,Y ∈ Bm×n.

2 混合值逻辑网络

在经典的逻辑问题中,每个变量的取值非此即
彼,只有0(假)和1(真);而在混合值逻辑中,变量的取

值范围是3个或者3个以上的值.本节给出混合值逻
辑网络的定义,并运用矩阵的半张量积得到该系统的
代数表达形式.
定义 1 [12] 设xi ∈ Dki

, i = 1, 2, · · · , n,若ki

(i = 1, 2, · · · , n)不完全相同,则称

f(x1, x2, · · · , xn) :

n∏
i=1

Dki
→ Dk0

(1)

为混合值逻辑函数.存在一个唯一矩阵Mf ∈ Lk0×k,

k =
n∏

i=1

ki使得f(x1, x2, · · · , xn) = Mf ⋉n
i=1 xi,其中

Mf为f的结构矩阵.
下面给出混合值逻辑网络的定义.
定义2 [12] 考虑一个混合值逻辑网络

x1(t+ 1) = f1(x1(t), x2(t), · · · , xn(t)),

x2(t+ 1) = f2(x1(t), x2(t), · · · , xn(t)),
...

xn(t+ 1) = fn(x1(t), x2(t), · · · , xn(t)).

(2)

其中:xi(t) ∈ Dki
, fi :

n∏
i=1

Dki
→ Dk0

为逻辑函数,

i = 1, 2, · · · , n.若ki(i = 1, 2, · · · , n)不完全相同,则
系统(2)称为混合值逻辑网络.

令x(t) = ⋉n
i=1xi(t) ∈ ∆k, k =

n∏
i=1

ki.记Mi ∈

Lki×k为逻辑函数fi(i = 1, 2, · · · , n)的结构矩阵.于
是系统(2)的代数表示为

x1(t+ 1) = M1x(t),

x2(t+ 1) = M2x(t),

...

xn(t+ 1) = Mnx(t).

(3)

其等价代数表示形式为

x(t+ 1) = Lx(t), (4)

其中L为系统(2)的状态转移矩阵,满足

L = M1 ×M2 × · · · ×Mn ∈ Lk×k.

运用矩阵半张量积,将复杂的混合值逻辑网络转
化为一般的离散动态系统(4),有助于分析研究.

3 集合稳定性

3.1 集合稳定性定义

混合值逻辑网络的稳定可以看作一个离散迭代

过程的收敛.如果对于任意的状态初始值,一个确定
的混合值逻辑网络都可以全局收敛到一个不动点

Xe = (xe
1, x

e
2, · · · , xe

n) ∈
n∏

i=1

Dki
(代数形式为xe ∈

∆k),则称它是全局稳定的.也就是,该网络只有一个
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吸引子作为不动点.下面给出混合值逻辑网络全局
稳定的定义.

定义3 (全局稳定) 称系统 (4)全局稳定于不动
点xe ∈ ∆k,若对于任意状态初始值x(0) ∈ ∆k,满足

lim
t→∞

x(t, t0, x0) = xe.

注1 不失一般性,xe可以假设为δkk ,否则,坐标
变换[4]可以使其满足xe = δkk .

对于系统 (4),集合稳定也可以看作一个离散迭
代过程的收敛,不同的是,全局稳定表示系统稳定到
某一个固定状态,而集合稳定则表示系统稳定到某一
个状态集合.定义如下.

定义4 (集合稳定) 令M ⊆ ∆k,系统 (4)称为
集合 M 稳定的,若对于任意初始值x0 ∈ ∆k,存在
T (x0) ∈ N ,使得

x(t;x0) ∈ M, ∀t ⩾ T (x0). (5)

3.2 最大不变子集

首先给出集合不变子集的概念.
定义5 (不变子集) 称C ⊆ ∆k为系统 (4)的不

变子集,如果满足

x(t;x0) ∈ C, ∀t ∈ N , ∀x0 ∈ C.

即C是系统(4)的不变子集当且仅当

L(C) = {Lx |x ∈ C} ⊆ C.

由定义5知,对于系统 (4),任意两个不变子集的
并集仍是一个不变子集.下面给出最大不变子集的
定义.
定义6 (最大不变子集)[14] 对于一个给定的集

合M, I(M)表示包含在集合M里的最大不变子集,
若I(M)满足

I(M) = {x ∈ M |Lx ∈ M, · · · , Lix ∈ M, · · · },

∀i ∈ N .

易知, I(M) 是包含在集合M内所有不变子集

(包括平衡点、极限环)的并集.特殊地,当给定集合M

是系统(4)的不变子集时, I(M) = M .
引理 1 假设 q = |M |.构造布尔矩阵M0 ∈

Bk×k,其列满足

Colj(M0) =

δjk, δ
j
k ∈ M ;

δ0k, δ
j
k /∈ M.

(6)

定义一个布尔矩阵序列Mi ∈ Bk×k(1 ⩽ i ⩽ q)为

Mi := M0LMi−1 = (M0L)
iM0, 1 ⩽ i ⩽ q,

则有

I(M) = φT[RowΣ(Mq)].

其中RowΣ(Mq)表示对布尔矩阵Mq的行进行布尔

加运算.
证明 由M0的定义可知,对于任意的x∈∆k,有

M0x =

x, ⇔ x ∈ M ;

0, ⇔ x /∈ M.

由Mj的定义可知

Col(Mj) ⊆ ∆k

∪
{δ0k}, x ∈ φT(RowΣ(Mj)),

当且仅当Mjx ̸= 0.举一个简单的例子,假设k = 4,

M = {δ14 , δ34},L = δ4[3 1 2 4],则

M0 = δ4[1 0 3 0],

RowΣ(M0) = [1 0 1 0],

φT[RowΣ(M0)] = {δ14 , δ34},

显然,M0δ
1
4 = δ14 ,M0δ

3
4 = δ34 .对于布尔矩阵M1,有

M1 = M0LM0 = δ4[3 0 0 0],

RowΣ(M1) = [1 0 0 0],

φT[RowΣ(M1)] = {δ14},

显然,M1δ
1
4 ̸= 0.

下面证明对于任意的j ∈ N ,有

φT[RowΣ(Mj)] = {x ∈ M | Lx ∈ M, · · · , Ljx ∈ M}.
(7)

假设x ∈ φT[RowΣ(Mj)],可得

Mjx = (M0L)
jM0x ̸= 0 ∈ ∆k,

所以M0x ̸= 0,由M0的性质知M0x = x.相似地,
Mjx又可表示为

Mjx = (M0L)
j−1M0Lx ∈ ∆k,

可得M0Lx = Lx, · · · .重复以上过程,可得一系列

M0x = x, M0Lx = Lx, · · · , M0L
jx = Ljx.

因此

φT[RowΣ(Mj)] ⊆ {x ∈ M |Lx ∈ M, · · · , Ljx ∈ M}

成立.反过来,假设x ∈ M满足等式 (7)右边,由M0

的性质可得M0x = x,M0Lx = Lx, · · · ,M0L
jx =

Ljx.递推可得

Mjx =(M0L)
jM0x = (M0L)

jx =

(M0L)
j−1M0Lx = (M0L)

j−1Lx =

· · · = Ljx ∈ ∆k,

即x ∈ φT[RowΣ(Mj)].因此

{x ∈ M | Lx ∈ M, · · · , Ljx ∈ M} ⊆ φT[RowΣ(Mj)]

成立.等式(7)得证.
由式(7)可知,当j = q时,有



272 控 制 与 决 策 第34卷

φT[RowΣ(Mq)] = {x ∈ M |Lx ∈ M, · · · , Lqx ∈ M}.

由M的定义可知 I(M) ⊆ φT[RowΣ(Mq)].反过来,
假设x0 ∈ φT[RowΣ(Mq)],则Ltx0 ∈ M, 0 ⩽ t ⩽ q.
已知集合M里有q个元素,故

Lqx ∈ {x, Lx, · · · , Lq−1x}.

这意味着随着时间的增加,状态x的轨迹会进入一个

循环域M .因此φT[RowΣ(Mq)] ⊆ I(M).
综上,有

I(M) = φT[RowΣ(Mq)]. 2
由引理1知,通过给出布尔矩阵Mi(1 ⩽ i ⩽ q)的

构造形式,一步一步直至构造出Mq,可以逐渐将包含
在M中的最大不变子集筛选出来.这是非常简洁而
有效的.

3.3 集合稳定性

定理 1 系统 (4)是集合M稳定的,当且仅当
Col(Lk) ⊆ M .
系统 (4)的解可以表示为 x(t;x0) = Ltx0.已知

状态x(t) ∈ ∆k一共有k个可能取值,经过k步,一定
会有状态值的重复. Col(Lk) ⊆ M可以确保经过k

步,状态x(k) = Lkx0仍属于M ,即系统 (4)是集合M

稳定的.
由M的最大不变子集的定义可知,系统 (4)是集

合M稳定的等价于系统 (4)是集合 I(M)稳定的.于
是给出如下的引理.

引理2 令M ⊆ ∆k,系统 (4)是集合M稳定的,
当且仅当系统(4)是集合I(M)稳定的.
定理2 系统(4)是集合M稳定的,当且仅当

RowΣ [(M0L)
qM0L

p] = 1T
k . (8)

其中: q = |M |, p = k − |I(M)|.
证明 充分性.由引理1可知

I(M) = φT[RowΣ(Mq)] = φT[RowΣ((M0L)
qM0)].

假如式 (8)成立,则当 t = p时,对于任意的初始值
x0 ∈ ∆k,满足

Mqx(t;x0) = (M0L)
qM0L

tx0 ̸= 0. (9)

因此x(t;x0) ∈ φT[RowΣ(Mq)],即x(t;x0) ∈ I(M)

成立.由集合稳定的定义知,此时系统 (4)是集合
I(M)稳定的.进而由引理2知,系统 (4)是集合M稳

定的.
必要性.假设系统 (4)是集合M稳定的.由引理

2知,系统 (4)是集合 I(M)稳定的,即对于任意初始
值x0 ∈ ∆k, x(p;x0) = Lpx0 ∈ I(M).由引理1知
(M0L)

qM0L
px0 ̸= 0,显然式(8)成立. 2

4 部分状态稳定

由系统全局稳定的定义可知,给定一个混合值逻
辑网络,其稳定性关注的是每个状态都稳定到一个固
定值.而部分状态变量的一致稳定性则是一种特殊
的稳定性概念,它只关注状态变量中部分目标变量的
稳定性.利用矩阵的半张量积,可将系统的部分状态
变量一致稳定转化为系统的集合稳定问题.
为叙述方便,将状态变量

x = (x1, x2, · · · , xn) ∈
n∏

i=1

Dki

表示为x = (x1, x2).其中

x1 = (x1, x2, · · · , xp) ∈
p∏

i=1

Dki
,

x2 = (xp+1, xp+2, · · · , xn) ∈
p∏

i=p+1

Dki
.

下面给出混合值逻辑网络 (2)的部分状态x1的

一致稳定性定义.
定义7 [16] 称系统 (2)为部分状态x1一致稳定

的,如果对于任意的状态初始值x(0) = x0 = (x1
0,

x2
0),存在逻辑变量x1

e ∈
p∏

i=1

Dki
,使得满足

lim
t→∞

x1(t, t0, x0) = x1
e. (10)

注 2 若所考虑的部分目标变量为xi1(t), · · · ,
xip(t),则可采用坐标变换将其转化为前p个变量.同
样,可采用坐标变换使部分状态变量x1一致稳定到

逻辑变量x1
e = (0, · · · , 0) ∈

p∏
i=1

Dki
.

分别对状态x1、x2进行半张量积运算,记 k =

k1 · k2.其中: k1 =

p∏
i=1

ki, k
2 =

n∏
i=p+1

ki.记X =

⋉n
i=1xi = X1 ⋉ X2 ∈ ∆k.其中:X1 = ⋉p

i=1xi ∈
∆k1 , X2 = ⋉n

i=p+1xi ∈ ∆k2 .系统 (2)可以表示为如
下等价代数形式:X1(t+ 1) = L1X

1(t)X2(t),

X2(t+ 1) = L2X
1(t)X2(t).

(11)

运用矩阵的半张量积,从混合值逻辑网络的代数形式
角度重新阐述部分状态一致稳定性.
定义8 [16] 称系统 (11)部分状态X1一致稳定

于X1
e = δk

1

k1 ,若对于任意的状态初始值X(0) =

X0 = X1
0 ⋉X2

0 ,满足

lim
t→∞

X1(t, t0, X0) = δk
1

k1 . (12)

运用矩阵半张量积,将系统部分状态变量一致稳
定性问题等价转化为系统集合稳定性问题.
定理 3 若系统 (11)部分状态X1一致稳定于
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X1
e = δk

1

k1 ,则系统 (11)是集合M稳定的,其中M =

{δk−k2+1
k , · · · , δk−1

k , δkk}.
证明 若系统 (11)部分状态 X1一致稳定于

X1
e = δk

1

k1 ,即对于任意的状态初始值X(0),式 (12)成
立,则有

lim
t→∞

X(t, t0, X0) = δk
1

k1 ⋉ lim
t→∞

X2(t, t0, X0). (13)

已知系统 (11)的部分状态X1一致稳定性与X2

无关,即当 t → ∞时,X2(t)的取值是任意的.运用矩
阵半张量积,X2(t)可从集合{δ1k2 , δ2k2 , · · · , δk

2

k2}中取
值.由式(13)知,当 lim

t→∞
X2(t, t0, X0) = δ1k2时,有

lim
t→∞

X(t, t0, X0) = δk
1

k1 ⋉ δ1k2 = δk−k2+1
k .

当 lim
t→∞

X2(t, t0, X0) = δ2k2 时,有

lim
t→∞

X(t, t0, X0) = δk
1

k1 ⋉ δ2k2 = δk−k2+2
k .

· · · ,以此类推,当 lim
t→∞

X2(t, t0, X0) = δk
2

k2 时,有

lim
t→∞

X(t, t0, X0) = δk
1

k1 ⋉ δk
2

k2 = δkk .

故系统(11)稳定于集合{δk−k2+1
k , · · · , δk−1

k , δkk}. 2
例1 考虑一个含有3个状态变量的混合值逻辑

网络
x1(t+ 1) = f(x1(t), x2(t), x3(t)),

x2(t+ 1) = f(x1(t), x2(t), x3(t)),

x3(t+ 1) = f(x1(t), x2(t), x3(t)).

(14)

其中:x1、x3 ∈ D2, x2 ∈ D3.系统 (14)的状态转移矩
阵为

L = δ12[4 3 7 2 8 9 11 6 10 12 12 11].

下面判断系统 (14)是否关于部分状态(x1, x2)一

致稳定.因k1 = 6, k2 = 2,故考察系统部分状态的
一致稳定性转化为考察系统的集合M 稳定性,其中
M = {δ1112 , δ1212}.

由引理1知

M0 = δ12[0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11 12].

已知q = |M | = 2,依次构造布尔矩阵序列M1和M2,
有M1 = M0LM0 = M0,M2 = M0LM1 = M0.因此,
可求得包含在M中的最大不变子集

I(M) = φT[RowΣ(Mq)] = {δ1112 , δ1212}.

由定理2, p = 10,有

L10 = δ12[12 12 11 11 11 11 12 12 12 11 11 12],

(M0L)
qM0L

p = M0L
10 = L10,

易得RowΣ [(M0L)
qM0L

p] = 1T
k .因此,系统 (14)是关

于集合M稳定的,由定理 3,系统 (14)关于部分状态
(x1, x2)一致稳定.

5 结 论

本文从最大不变子集的角度出发,研究了混合值
逻辑网络的集合稳定性,给出了集合稳定的充分必要
条件.部分状态一致稳定性可以通过矩阵半张量积
转化为集合的稳定性研究.最后,通过具体数值例子
进行验证,表明了本文结果的有效性.
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