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摘 要: 以区间模糊偏好关系 (IVFPR)和直觉模糊偏好关系 (IFPR)的理论框架为依据,将勾股模糊数 (PFN)引入
偏好关系中,定义勾股模糊偏好关系 (PFPR)和加性一致性PFPR.然后,提出标准化勾股模糊权重向量 (PFWV)的
概念,并给出构造加性一致性PFPR的转换公式.为获取任意给定的PFPR的权重向量,建立以给定的PFPR与构造
的加性一致性PFPR偏差最小为目标的优化模型.针对多个勾股模糊偏好关系的集结,利用能够有效处理极端值
并满足关于序关系单调的勾股模糊加权二次 (PFWQ)算子作为集结工具.进一步,联合PFWQ算子和目标优化模
型提出一种群体决策方法.最后,通过案例分析表明所提出方法的实用性和可行性.
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Abstract: Based on the theoretical framework of interval-valued fuzzy preference relation (IVFPR) and intuitionistic
fuzzy preference relation (IFPR), the Pythagorean fuzzy number (PFN) is introduced into the preference relation, and the
concepts of Pythagorean fuzzy preference relation (PFPR) and additive consistent PFPR are proposed. Then, the definition
of normalized Pythagorean fuzzy weight vector (PFWV) is proposed, and a conversion formula is provided to convert
this PFWV into the additive consistent PFPR. For any given PFPR, a goal programming model is developed to obtain
its Pythagorean fuzzy weights by minimizing its deviation from the constructed additive consistent PFPR. Because the
Pythagorean fuzzy weighted quadratic (PFWQ) operator can effectively deal with extremes and satisfy the monotonicity
with respect to the order relation, it is used for the aggregation of multiple PFPRs. A group decision making approach is
proposed by using the PFWQ operator and the goal programming model, and a practice example is given to illustrate the
practicability and feasibility of the proposed approach.
Keywords: Pythagorean fuzzy preference relation；goal programming model；Pythagorean fuzzy weighted quadratic
operator；group decision making

0 引 言

偏好关系 (Preference relation, PR)是通过对备选
方案的两两比较而构建的矩阵结构,其每个元素表示
一个方案相对于另一个方案的偏好程度[1].专家依据
其对备选方案的认识来表征偏好和意见时,不需要提
供每个方案在每个指标 (属性)下的单独评价值,而是
利用PR来表征方案两两对比的结果,相对精炼而有

效[2].传统的PR主要以Saaty的1/9∼ 9标度[1]表征方

案间的偏好程度.而1/9∼ 9标度的局限性在于其对
应的偏好信息为精确值,在处理具有不确定性或信息
不完备性的复杂决策问题时,专家难以利用精确的标
度值表征偏好.为此,适合处理不确定性问题的模糊
集 (Fuzzy sets, FSs)理论[3]被引入偏好关系中,相继涌
现出模糊偏好关系 (Fuzzy preference relation, FPR)[4]
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和区间模糊偏好关系(Interval-valued fuzzy preference
relation, IVFPR)[5].在客观事物含模糊性的复杂问题
中,专家掌握的信息不足以把握事物的真实状态,其
更倾向于描述事物隶属 (或满足)某些特定属性的
程度.相比于传统的PR,由模糊集和PR构成的FPR
能够利用隶属值较为合理地表达和反馈专家的偏

好.在一些决策过程中,因专家的知识结构、判断水
平等主观因素的影响,专家在构造判断矩阵时往往会
提供一些区间隶属度值,即区间模糊偏好信息[5].随
着社会的不断发展与进步,人类面临的属性决策问
题也愈发错综复杂.在一些决策问题中,由于评价者
对评价对象认知不足,促使其认知结果通常表现为
肯定、否定和犹豫等3个方面[6].面对此类情形,决策
者利用FPR / IVFPR(只含隶属度)表征方案的偏好时
并不契合其认知结果.为此,基于由隶属度与非隶属
度构成的直觉模糊集(Intuitionistic fuzzy sets, IFSs)[7],
文献[8]提出了直觉模糊偏好关系(Intuitionistic fuzzy
preference relation, IFPR). IFPR能够从隶属度、非隶
属度和犹豫度等3方面较为直观地反馈决策者的认
知结果,表征决策者偏好的不确定性.

近来,作为 IFS的拓展, Yager等[9-10]提出了勾股

模糊集 (Pythagorean fuzzy sets, PFSs). PFS保持了同
时考虑隶属度和非隶属度的优势特征,将隶属度函
数 µ与非隶属度函数 ν构成的取值区域由三角形

(µ + ν ⩽ 1)扩充成四分之一圆 (µ2 + ν2 ⩽ 1).区
域扩充促使PFS的信息量约为 IFS的1.57倍,并保证
任意的 IFS都为PFS.另外,文献 [11-12]表明 IFS与只
考虑隶属度的区间模糊集 (IVFS)在数学上存在等
价关系,并提供了转换公式.而相比于 IVFPR,上述
提及的 IFPR可以较直观地表征决策者的认知和偏
好.由于 PFS延续了 IFS的优势,相比于 IFS和 IVFS
而言,其在处理决策问题中更具优势,已有研究成果
表明了 PFS的适用性与灵活性[9-23].鉴于几类模糊
集与偏好关系交叉融合的发展脉络 (FPR、 IVFPR
和 IFPR)以及PFS的优势特征,本文拟将PFS引入偏
好关系,提出勾股模糊偏好关系 (Pythagorean fuzzy
preference relation, PFPR)的概念,并研究PFPR下群
体决策(Group decision making, GDM)问题.
基于偏好关系环境下的决策问题的核心包括如

何定义偏好关系的一致性,如何获取偏好关系的权重
向量等. Wang等[24]定义了加性一致性 IVFPR和标准
化区间权重向量,并提出了两者之间的转化关系.对
于任意给定的 IVFPR,构建出该 IVFPR与加性一致性
IVFPR偏差最小为目标的优化模型,进而获取标准

区间权重向量.针对 IFPR, Wang[25]定义了加性一致

性 IFPR和标准化直觉模糊权重向量,并给出了两者
之间的转化定理.为获取任意给定的 IFPR的标准化
权重向量,基于文献 [24]中的 IVFPR优化模型,建立
IFPR对应的目标优化模型并求解出标准化直觉模
糊权重向量.针对本文的PFPR的一致问题,根据区
间、直觉、勾股模糊集三者之间的转换关系,以加性
一致性 IVFPR和加性一致性 IFPR[5,8,24-25]为基,定义
加性一致性PFPR;以标准化区间权重向量和标准化
直觉模糊权重向量为基,定义标准化勾股模糊权重向
量 (PFWV),并给出标准PFWV构造加性一致性PFPR
的转换公式.在群体决策中,因决策问题的复杂性以
及评价者的知识或背景局限性,并非每个评价者提
供的偏好关系都能满足加性一致性条件.因此,针对
任意给定的PFPR,为获取其权重向量,建立以给定的
PFPR与构造的加性一致性PFPR偏差最小为目标的
优化模型,求解该目标优化模型以获取该偏好关系的
勾股模糊权重向量.
在处理GDM问题时,利用算子将一组带权重的

个体评价矩阵集结成综合评价矩阵是核心步骤之

一.因此,选择合理、有效的集结算子尤为关键.针
对勾股模糊数组的集结问题, Yager等[9-10]提出了勾

股模糊加权平均 (PFWA)算子、加权几何 (PFWG)算
子以及加权二次(PFWQ)算子.基于交叉运算法则,文
献 [19,23]构造了勾股模糊交叉加权平均 (PFIWA)算
子和几何 (PFIWG)算子.基于Einstein运算,文献 [22]
构造了勾股模糊Einstein加权平均(PFEWA)算子.
为选取合理的算子集结勾股模糊偏好关系组,

本文将通过定理和实例对上述6类算子进行对比分
析.将从两个方面进行考察:其一,集结包含极端值
((0, 1)或 (1, 0))的勾股模糊数组时,集结结果是否合
理;其二,算子是否关于序关系 (基于记分函数与精确
度函数所定义)单调.经实例分析, PFWQ算子因其能
够有效处理极端值并满足关于序关系单调而更适用

于PFPR的集结.为解决PFPR下的GDM问题,基于
PFWQ算子与目标优化模型,本文将提出一种群体决
策方法.首先,由专家主观权重与基于相似度的客观
权重联合构成的综合权重,利用PFWQ算子集结专家
组提供的PFPR,获取综合PFPR;然后,建立综合PFPR
的目标优化模型,利用数学软件解出与方案对应的勾
股模糊权重向量,并基于勾股模糊集的序关系获取方
案的排序,选出最优方案;最后,通过解决博士人才选
拔的决策问题表明所提出方法的可行性和实用性.
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1 亴备知识

1.1 区间模糊集与直觉模糊集的相关概念

首先给出区间模糊集与直觉模糊集的相关定义.
定义1 [26] 设X = {x1, x2, · · · , xn}为给定的集

合,则X上的区间模糊集A定义如下:

A = {⟨xi, [lA(xi), rA(xi)]⟩|xi ∈ X}, (1)

其中 lA(xi)和rA(xi)分别为隶属度区间的上界和下

界,且满足 0 ⩽ lA(xi) ⩽ rA(xi) ⩽ 1.称 [lA(xi),

rA(xi)]为区间模糊数 (IVFN),简记A = [l, r],其中
0 ⩽ l ⩽ r ⩽ 1.
对于任意的区间模糊数A = [l, r],文献 [11]定

义了其中心 center(A) = (l + r)/2以及不确定程度

length([l, r]) = r − l.
定义2 [7] 设X = {x1, x2, · · · , xn}为给定的集

合,则X上的直觉模糊集I定义如下:

I = {⟨xi, µI(xi), vI(xi)⟩|xi ∈ X}, (2)

其中µI(xi)和vI(xi)分别表示元素xi属于集合 I的

隶属度和非隶属度.称二元组 (µI(xi), vI(xi))为直

觉模糊数 (IFN),简记为β = (µI , vI).其中:µI , vI ∈
[0, 1];µI + vI ⩽ 1. πI = 1− (µI + vI)为β犹豫度.
为了比较直觉模糊数,其序关系定义如下.
定义3 [27] 设αi = (µi, vi)(i = 1, 2)为两个直

觉模糊数,有: 1)若sI(α1) < sI(α2),则α1≺Iα2; 2)若
sI(α1) = sI(α2),hI(α1) < hI(α2),则α1≺Iα2; 3) 若
sI(α1) = sI(α2),hI(α1) = hI(α2),则α1 = α2.其
中: sI(αi) = µi − vi和hI(αi) = µi + vi分别为αi

(i = 1, 2)的记分函数和精确度函数.
对于任意的直觉模糊数α = (µ, v),文献 [12]提

出,可将α通过如下方式替代成区间模糊数:

A = [r, l] = [µ, 1− v].

然后,基于 IFN的记分函数 /精确度函数以及 IVFN
的中心度 /不确定度分析 IFN与 IVFN之间的替代关
系[11],见表1.

表 1 IFN与 IVFN之间的替代关系

名称 直觉模糊数 区间模糊数

隶属度/

非隶属度
(µ, v) [l, r] = [µ, 1 − v]

犹豫度/

不确定度
πI = 1 − µ − v r − l = length([r, l])

记分函数 µ − v r + l − 1 = 2center([r, l]) − 1

精确度函数 µ + v = 1 − πI l − r + 1 = 1 − length([r, l])

对于区间模糊数Ai = [li, ri](i = 1, 2),基于中
心与不确定程度的概念,定义区间模糊数的序关系如
下:

1)若center(A1) < center(A2),则A1≺IV A2;

2) 若 center(A1) = center(A2), length(A1) >

length(A2),则A1≺IV A2;
3) 若 center(A1) = center(A2), length(A1) =

length(A2),则A1 = A2.
基于IFN和IVFN的序关系,易得如下定理.
定理1 (保序性) 设αi = (µi, vi)(i = 1, 2)为

两个直觉模糊数,若两个区间模糊数Ai(i = 1, 2)满

足Ai = [µi, 1 − vi](i = 1, 2),则有如下两个条件等
价: 1) α1≺Iα2; 2) A1≺IV A2.
定理1表明,转换后的区间模糊数仍然保持原有

直觉模糊数之间的序关系.为了方便,下面对一些常
用符号进行简记:

[n] = {1, 2, · · · , n}, [n]\[i] = {i+ 1, · · · , n}.

1.2 区间偏好关系与直觉模糊偏好关系

定义4 [5] 设 R̄为定义在方案集X = {Xi|i ∈
[n]}上区间偏好关系,其满足

R̄ = (r̄ij)n×n = ([r−ij , r
+
ij ])n×n

, r̄ij ∈ D([0, 1]); (3)

r̄ji = [1− r+ij , 1− r−ij ], r̄ii = [0.5, 0.5], i, j ∈ [n].

(4)

其中: r̄ij表示方案Xi相对于Xj的偏好程度, r−ij和r+ij
分别表示 r̄ij的上界和下界,而

D([0, 1]) = {[a−, a+]|a−, a+ ∈ [0, 1]; a− ⩽ a+}.

定义5 [24] 偏好关系 R̄ = (r̄ij)n×n称为加性一

致性区间偏好关系,若其满足加性传递性条件

r̄ij + r̄jk + r̄ki = r̄kj + r̄ji + r̄ik, i, j, k ∈ [n]. (5)

定义6 [24] 权重向量 ω̄ = (ω̄1, ω̄2, · · · , ω̄n)
T
(ω̄i =

[ω−
i , ω

+
i ])称为标准化的区间权重向量,若其满足

n∑
j ̸=i

ω−
j + ω+

i ⩽ 1, ω−
i +

n∑
j ̸=i

ω+
j ⩾ 1, i ∈ [n]. (6)

以下定理2表明,标准化区间权重向量通过变换
可以构建出加性一致性IVFPR.
定理2 [24] 设 R̄ = (r̄ij)n×n为区间模糊偏好关

系,若存在一个标准化的区间权重向量 ω̄ = (ω̄1, ω̄2,

· · · , ω̄n)
T使得

r̄ij = [r−ij , r
+
ij ] =[0.5, 0.5], i = j;

[0.5(1 + ω−
i − ω+

j ), 0.5(1 + ω+
i − ω−

j )], i ̸= j.

(7)

则R̄为加性一致性区间偏好关系.
下面给出IFPR的相关定义.
定义7 [8] 设RI为定义在方案集X上直觉模糊

偏好关系,其满足

RI = (r̃ij)n×n = ((µij , vij))n×n. (8)



290 控 制 与 决 策 第34卷

其中: r̃ij(i, j ∈ [n])为直觉模糊数,且满足

µij = vji, vij = µji, µii = vii = 0.5; (9)

µij表示方案Xi相对于Xj的偏好程度, vij表示方案
Xj相对于Xi的偏好程度,πij = 1 − µij − vij表示不

确定程度和犹豫度.
定义8 [25] 偏好关系RI = (r̃ij)n×n被称为直觉

模糊加性一致性偏好关系,若其满足下述条件:

µij + µjk + µki = µkj + µji + µik, i, j, k ∈ [n].

(10)

由定义7易知,µij = vji, vij = µji, i, j ∈ [n].式 (10)
等价于

vij + vjk + vki = vkj + vji + vik, i, j, k ∈ [n]. (11)

以下定理3将表明记分函数能验证偏好关系的
一致性.
定理3 [25] RI = (r̃ij)n×n为直觉模糊加性一致

性偏好关系的充要条件是

s(r̃ij) = s(r̃ik)− s(r̃jk), i, j, k ∈ [n]. (12)

因为直觉模糊数 I = (µ, v)可以转换成区间模

糊数 [µ, 1 − v],所以,直觉模糊权重 ω̃i = (ωµ
i , ω

v
i )等

价于区间权重 [ωµ
i , 1− ωv

i ].
定义9 [25] 权重向量 ω̃ = (ω̃1, ω̃2, · · · , ω̃n)

T
称

为标准化的直觉模糊权重向量,若其满足
n∑

j ̸=i

ωµ
j ⩽ ωv

i , ω
µ
i + n− 2 ⩾

n∑
j ̸=i

ωv
j , i ∈ [n], (13)

其中 ω̃i = (ωµ
i , ω

v
i )(i ∈ [n])为直觉模糊数.

以下定理4将表明标准化直觉模糊权重向量通
过变换能构建出加性一致性直觉模糊偏好关系.

定理4 [25] 若偏好关系TI = (t̃ij)n×n满足

t̃ij = (tµij , t
v
ij) =(0.5, 0.5), i = j;

(0.5ωµ
i + 0.5ωv

j , 0.5ω
µ
j + 0.5ωv

i ), i ̸= j.
(14)

其中: ω̃i = (ωµ
i , ω

v
i ), i ∈ [n]满足定义9.则TI为加性

一致性直觉模糊偏好关系.

2 勾股模糊偏好关系与目标优化模型

勾股模糊集 (PFS)为直觉模糊集 (IFS)的直接拓
展,其保持了 IFS的优势特征,扩充了评价值的信息
量,并保证任意的直觉模糊数都为勾股模糊数.鉴于
IFS与偏好关系的交叉融合后构成的 IFPR,在这一
节中,将PFS引入偏好关系,提出勾股模糊偏好关系
(PFPR),并定义加性一致性PFPR与标准化勾股模糊
权重向量.对于任意给定的 PFPR,构建目标优化模
型,求解其对应的勾股模糊权重向量.

2.1 勾股模糊集的基本概念

Yager等[9-10]对直觉模糊集进行拓展,提出了勾
股模糊集的概念．

定义10 [9-10] 设X = {x1, x2, · · · , xn}为给定
的集合,则X上的勾股模糊集P定义如下:

P = {⟨xi, ρP (xi), σP (xi)⟩|xi ∈ X}, (15)

其中ρP (xi)和σP (xi)分别表示元素xi属于集合P的

隶属度和非隶属度.二元组 (ρP (xi), σP (xi))被称为

勾股模糊数 (PFN),为了方便,将勾股模糊数简记为
p = (ρ, σ).其中: ρ, σ ∈ [0, 1], ρ2 + σ2 ⩽ 1. πP =√

1− ρ2 − σ2为p犹豫度.
由定义2知,直觉模糊数α = (µ, v)满足µ + v ⩽

1,故µ2 + v2 ⩽ 1.由定义10知,任意直觉模糊数都为
勾股模糊数.
为比较勾股模糊数,相关序关系定义如下.
定义11 [14] 设pi = (ρi, σi)(i = 1, 2)为两个勾

股模糊数,有: 1) 若s(p1) < s(p2),则p1≺P p2; 2) 若
s(p1) = s(p2),h(p1) < h(p2),则p1≺P p2; 3) 若s(p1)

= s(p2),h(p1) = h(p2),则p1 = p2.其中: s(pi) =

ρ2i − σ2
i 和h(pi) = ρ2i + σ2

i 分别为pi(i = 1, 2)的记

分函数[13]和精确度函数[14].
对于任意的勾股模糊数 p = (ρ, σ),若其满足

0 < ρ, σ < 1,则由定义10知

pmin = (0, 1)≺P p≺P (1, 0) = pmax, (16)

为方便,统称pmin和pmax为勾股模糊极端值.
对于勾股模糊数p = (ρ, σ),其满足ρ2 + σ2 ⩽

1.若令α = (µ, v) = (ρ2, σ2),则µ + v ⩽ 1.由定义2
知, α为直觉模糊数.结合表1,分析勾股模糊数、直觉
模糊数和区间模糊数三者之间的转换关系,具体如表
2所述.

表 2 IFN、IVFN和PFN之间的替代关系

名称 勾股模糊数 直觉模糊数 区间模糊数

隶属度/

非隶属度
(ρ, σ) (µ, v) = (ρ2, σ2) [l, r] = [ρ2, 1 − σ2]

犹豫度/

不确定度
1 − ρ2 − σ2 1 − µ − v length[r, l]

记分函数 ρ2 − σ2 µ − v 2center([r, l]) − 1

精确度函数 ρ2 + σ2 µ + v 1 − length[r, l]

类似于定理1,基于表2可得如下定理.
定理5 (保序性) 设pi = (ρi, σi)(i = 1, 2)为

两个勾股模糊数,若直觉模糊数αi(i = 1, 2)与区

间模糊数Ai(i = 1, 2)分别满足αi = (ρ2i , σ
2
i )(i =

1, 2)与Ai = [ρ2i , 1 − σ2
i ](i = 1, 2),则下述条件等

价: 1) p1≺P p2; 2) α1≺Iα2; 3) A1≺IV A2.
定理 5表明了表 2的转换关系与序关系之间的
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一致性. 3种模糊数之间转换关系与序关系的详细分
析为本文研究的勾股模糊关系奠定了基础.

2.2 勾股模糊偏好关系

首先定义勾股模糊偏好关系.
定义12 设RP为定义在方案集X上勾股模糊

偏好关系,其满足

RP = (p̃ij)n×n = ((ρij , σij))n×n. (17)

其中: p̃ij(i, j ∈ [n])为勾股模糊数,且满足

ρij = σji, σij = ρji, ρii = σii =
√
2/2; (18)

ρij表示方案Xi相对于Xj的偏好程度,σij表示方案

Xj相对于Xi的偏好程度, τij =
√

1− ρ2ij − σ2
ij表示

不确定程度和犹豫度,且有 τii =
√

1− ρ2ii − σ2
ii =

0, i ∈ [n].
以加性一致性区间模糊偏好关系与加性一致性

直觉模糊偏好关系为依据,基于表 2中的转换关系,
下面给出加性一致性勾股模糊偏好关系.
定义13 偏好关系RP = (p̃ij)n×n被称为勾股

模糊加性一致性偏好关系,若其满足条件

ρ2ij + ρ2jk + ρ2ki = ρ2kj + ρ2ji + ρ2ik, i, j, k ∈ [n]. (19)

由定义12易知, ρij = σji, σij = ρji, i, j ∈ [n].式 (19)
等价于

σ2
ij + σ2

jk + σ2
ki = σ2

kj + σ2
ji + σ2

ik, i, j, k ∈ [n].

(20)

定理6 RP = (p̃ij)n×n为勾股模糊加性一致性

偏好关系的充要条件是

s(p̃ij) = s(p̃ik)− s(p̃jk), i, j, k ∈ [n]. (21)

类似于标准化区间权重向量 (定义 6)和标准化
直觉模糊权重向量 (定义9),基于表2中的转换关系,
下面给出标准化勾股模糊权重向量的定义.
定义14 权重向量 ω̃ = (ω̃1, ω̃2, · · · , ω̃n)

T
称为

标准化的勾股模糊权重向量,若对于i ∈ [n],其满足
n∑

j ̸=i

(ωρ
j )

2 ⩽ (ωσ
i )

2
, (ωρ

i )
2
+ n− 2 ⩾

n∑
j ̸=i

(ωσ
j )

2
,

(22)

其中 ω̃i = (ωρ
i , ω

σ
i )(i ∈ [n])为勾股模糊数.

定理7表明,基于标准化的权重向量可以构建加
性一致性勾股模糊偏好关系.
定理7 若偏好关系Tp = (t̃ij)n×n满足条件

t̃ij = (tρij , t
σ
ij) =

(
√
2/2 ,

√
2/2 ), i = j;(√(ωρ

i )
2
+ (ωσ

j )
2

2
,

√
(ωρ

j )
2
+ (ωσ

i )
2

2

)
, i ̸= j.

(23)

其中: ω̃i = (ωρ
i , ω

σ
i ), i ∈ [n]满足定义14.则Tp为加性

一致性勾股模糊偏好关系.
推论1 对于任意的勾股模糊偏好关系RP =

(p̃ij)n×n,若存在一个标准化的勾股模糊权重向量
ω̃ = (ω̃1, ω̃2, · · · , ω̃n)

T
满足

p̃ij = (ρij , σij) =
(
√
2/2 ,

√
2/2 ), i = j;

(√(ωρ
i )

2
+ (ωσ

j )
2

2
,

√
(ωρ

j )
2
+ (ωσ

i )
2

2

)
, i ̸= j.

(24)

则RP为加性一致性勾股模糊偏好关系.
基于表 2的转换关系,以下定理 8将对 3种偏好

关系之间的联系进行分析.
定理8 设RP = (p̃ij)n×n为加性一致性勾股模

糊偏好关系,满足

p̃ij = (ρij , σij) =
(
√
2/2 ,

√
2/2 ), i = j;

(√(ωρ
i )

2
+ (ωσ

j )
2

2
,

√
(ωρ

j )
2
+ (ωσ

i )
2

2

)
, i ̸= j.

(25)

其中 ω̃ = (ω̃1, ω̃2, · · · , ω̃n)
T
称为标准化的勾股模糊

权重向量.则有:
1)若区间偏好关系R̄ = (r̄ij)n×n满足

r̄ij = [r−ij , r
+
ij ] = [ρ2ij , 1− σ2

ij ], (26)

则R̄为加性一致性区间偏好关系;
2)若直觉模糊偏好关系RI = (r̃ij)n×n满足

r̃ij = (µij , vij) = (ρ2ij , σ
2
ij), (27)

则RI为加性一致性直觉模糊偏好关系.
证明 1)若 r̄ij = [r−ij , r

+
ij ] = [ρ2ij , 1− σ2

ij ],则

r̄ij = [ρ2ij , 1− σ2
ij ] =

(0.5, 0.5), i = j;[(ωρ
i )

2
+ (ωσ

j )
2

2
, 1−

((ωρ
j )

2
+ (ωσ

i )
2

2

)]
, i ̸= j.

(28)

令 ω̄i = [ω−
i , ω

+
i ] = [(ωρ

i )
2
, 1− (ωσ

j )
2
],由定义16,有

n∑
j ̸=i

ω−
j + ω+

i ⩽ 1, ω−
i +

n∑
j ̸=i

ω+
j ⩾ 1, i ∈ [n], (29)

因此, ω̄ = (ω̄1, ω̄2, · · · , ω̄n)
T
为标准化的区间权重向

量.且式(28)等价于

r̄ij = [r−ij , r
+
ij ] =
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[0.5(1 + ω−
i − ω+

j ), 0.5(1 + ω+
i − ω−

j )], i ̸= j.

(30)

因此, R̄为加性一致性区间偏好关系.
2)证明过程类似于1),不再赘述. 2
定理8表明,基于表2中的转化关系,加性一致性

勾股模糊偏好关系可以转换成加性一致性区间模糊

偏好关系和加性一致性直觉模糊偏好关系.

2.3 获取勾股模糊权重向量的目标优化模型

由推论 1可知,对于任意的偏好关系 RP =

(p̃ij)n×n,若存在一个标准化勾股模糊权重向量 ω̃ =

(ω̃1, ω̃2, · · · , ω̃n)
T,则RP 为加性一致性勾股模糊偏

好关系.而在部分现实决策问题中,专家不一定能够
提出加性一致性勾股模糊偏好关系[24-25].为此,本文
考虑勾股模糊偏好关系与标准化勾股模糊权重向量

所构建的一致性勾股模糊偏好关系之间的偏差

δij = 0.5(ωρ
i )

2
+ 0.5(ωσ

j )
2 − ρ2ij , (31)

γij = 0.5(ωρ
j )

2
+ 0.5(ωσ

i )
2 − σ2

ij . (32)

隶属度偏差 |δij |与非隶属度偏差 |γij |越小,认为RP

的一致性程度越高.为此,考虑以偏差值最小为目标
构建如下优化模型M1,以获取RP 的勾股模糊权重

向量:

min J =

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(ε|δij |+ (1− ε)|γij |).

s.t.



0.5(ωρ
i )

2
+ 0.5(ωσ

j )
2 − ρ2ij − δij = 0;

0.5(ωρ
j )

2
+ 0.5(ωσ

i )
2 − σ2

ij − γij = 0;

0 ⩽ ωρ
i , ω

σ
i ⩽ 1, (ωρ

i )
2
+ (ωσ

i )
2 ⩽ 1;

n∑
j ̸=i

(ωρ
j )

2 ⩽ (ωσ
i )

2
; (M1)

(ωρ
i )

2
+ n− 2 ⩾

n∑
j ̸=i

(ωσ
j )

2
;

i, j ∈ [n], j ̸= i.

其中: ε和1 − ε分别为隶属度偏差 |δij |和非隶属度偏
差 |γij |的权重系数,且满足 0 < ε < 1.由定义12可得

ρij = σji, σij = ρji ⇒ δij = γji, i, j ∈ [n]. (33)

因此,模型M1只需考虑偏好关系的上三角元素,即元
素下标条件转变情况为

i ∈ [n], j ∈ [n]→ i ∈ [n− 1], j ∈ [n]\[i]. (34)

进一步地,对于i ∈ [n− 1], j ∈ [n]\[i],令

δ+ij = (|δij |+ δij)/2, δ
−
ij = (|δij | − δij)/2, (35)

γ+
ij = (|γij |+ γij)/2, γ

−
ij = (|γij | − γij)/2, (36)

则有

|δij | = δ+ij + δ−ij , δij = δ+ij − δ−ij , (37)

|γij | = γ+
ij + γ−

ij , γij = γ+
ij − γ−

ij , (38)

δ+ij × δ−ij = 0, γ+
ij × γ−

ij = 0. (39)

基于式 (34)∼ (38),模型M1可简化成下述模型
M2:

min J =

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(ε(δ+ij + δ−ij) + (1− ε)(γ+
ij + γ−

ij)).

s.t.



0.5(ωρ
i )

2
+ 0.5(ωσ

j )
2 − ρ2ij − δ+ij + δ−ij = 0;

0.5(ωρ
j )

2
+ 0.5(ωσ

i )
2 − σ2

ij − γ+
ij + γ−

ij = 0;

0 ⩽ ωρ
i , ω

σ
i ⩽ 1, (ωρ

i )
2
+ (ωσ

i )
2 ⩽ 1;

n∑
j ̸=i

(ωρ
j )

2 ⩽ (ωσ
i )

2
; (M2)

(ωρ
i )

2
+ n− 2 ⩾

n∑
j ̸=i

(ωσ
j )

2
;

δ+ij , δ
−
ij , γ

+
ij , γ

−
ij ⩾ 0;

i ∈ [n− 1], j ∈ [n]\[i].

对模型M2进行求解可以获得RP的勾股模糊向量

ω̃∗ = (ω̃
∗

1 , ω̃
∗

2 , · · · , ω̃
∗

n)
T
, ω̃

∗

i = (ωρ∗
i , ωσ∗

i ), i ∈ [n].

若模型中的目标函数值J = 0,则δ+ij = δ−ij = γ+
ij =

γ−
ij = 0,即RP为加性一致性勾股模糊偏好关系.
下面通过算例来分析模型M2的简单应用,并分

析权重系数ε对决策模型的影响.
例1 在个体决策问题中,设X = {Xi|i ∈ [4]}

为4个备选方案构成的集合,决策者提供的勾股模糊
偏好关系为R,即

R =


(
√
2/2,
√
2/2) (0.60, 0.70)

(0.70, 0.60) (
√
2/2,
√
2/2)

(0.60, 0.70) (0.30, 0.80)

(0.70, 0.65) (0.45, 0.75)

→

←

(0.70, 0.60) (0.65, 0.70)

(0.80, 0.30) (0.75, 0.45)

(
√
2/2,
√
2/2) (0.75, 0.60)

(0.60, 0.75) (
√
2/2,
√
2/2)

 .

将R中的数据代入模型M2,设权重系数ε = 0.5,用
Lingo软件求解出方案的权重向量

ω̃∗
1 = (0.272 6, 0.791 0), ω̃∗

2 = (0.595 2, 0.630 8),

ω̃∗
3 = (0.307 1, 0.951 7), ω̃∗

4 = (0.084 2, 0.877 9).

根据定义11中的记分函数获取方案的最终排序为
X3≺PX4≺PX1≺PX2.
为探究系数 ε对模型和决策结果的影响,观察
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系数值变化时方案的排序情况,详情如表3所示.表

3中的贡献度满足δε =
( 3∑

i=1

4∑
j=i+1

ε|δij |
)/

J ,非隶属

度贡献度满足1 − δε.由表3可知,系数ε的取值变换

会影响方案的排序、贡献度以及平均偏差值.当ε取

值变化时最优方案始终为X2,而其余方案均有变化,
贡献度 δε的值也随之改变.当 ε的值向两端靠近时,
偏差值逐渐变小.

表 3 系数ε影响分析

系数

ε

隶属度

贡献度δε

非隶属度

贡献度

平均

偏差J/6
方案排序

0.2 0.79 0.21 0.036 X1≺PX4≺PX3≺PX2

0.4 0.61 0.39 0.053 X4≺PX3≺PX1≺PX2

0.5 0.38 0.62 0.058 X3≺PX4≺PX1≺PX2

0.6 0.43 0.57 0.054 X4≺PX3≺PX1≺PX2

0.8 0.47 0.53 0.040 X4≺PX3≺PX1≺PX2

上述算例表明系数 ε对决策模型具有一定的影

响,决策者可依据偏好设定系数的取值.在本文后续
研究中,权重系数将默认为 0.5.

3 基于PFWQ算子与目标优化模型下的群
体决策方法

3.1 问题描述

针对勾股模糊偏好关系环境下的群体决策问题,
设备选方案集为X = {Xi|i ∈ [n]},专家组为E =

{ek|k ∈ [m]}.基于决策者提供的方案信息,专家 ek

(k ∈ [m])对方案Xi(i ∈ [n])和Xj(j ∈ [n])进行两

两对比,提供勾股模糊偏好关系Rk
P = (p̃kij)n×n

(k ∈
[m]).其中 p̃kij = (ρkij , σ

k
ij)(i, j ∈ [n]; k ∈ [m])为勾

股模糊数.为获取方案集X中方案的具体排序,需要
获取与方案对应的标准化勾股模糊权重向量 ω̃∗ =

(ω̃
∗

1 , ω̃
∗

2 , · · · , ω̃
∗

n)
T.为此,本文将提出一种基于PFWQ

算子与目标优化模型下的群体决策方法,利用该决策
方法求解出勾股模糊权重向量,最终获取最优方案.

3.2 勾股偏好关系组的集结

在利用目标优化模型求解标准化勾股模糊向量

之前,需将专家组E提供的多个勾股模糊偏好关系

Rk
P = (p̃kij)n×n

(k ∈ [m])集结成综合勾股模糊偏好

关系R = (pij)n×n.下面从选取合理的集结算子与集
结权重的确定这两个方面展开研究.
3.2.1 集结算子的选取

解决勾股模糊偏好关系下的GDM问题的第1阶
段:选择合理、有效的勾股算子集结由不同专家提供
的一组勾股模糊偏好关系.本节将通过定理与实例
分析,对文献 [9-10,19,22-23]所提出的 6类集结算子
进行对比.主要从如下两个方面进行考察:其一,考察

算子在集结包含极端值 ((0, 1)或 (1, 0))的勾股模糊
数组时,集结结果是否合理;其二,考察算子是否关于
序关系(基于记分函数和精确度函数,定义11)单调.
首先给出6类算子的基本定义.
定义15 [9-10] 设αi = (ρi, σi)(i ∈ [n])为一组勾

股模糊数,其权重向量为ω = (ω1, ω2, · · · , ωn)
T.

1)勾股模糊加权平均(PFWA)算子定义如下:

PFWA(α1, α2, · · · , αn) =

(√√√√1−
n∏

i=1

(1− (ρi)
2
)
ωi

,
n∏

i=1

(σi)
ωi

)
. (40)

2)勾股模糊加权几何(PFWG)算子定义如下:

PFWG(α1, α2, · · · , αn) =

( n∏
i=1

(ρi)
ωi ,

√√√√1−
n∏

i=1

(1− (σi)
2
)
ωi

)
. (41)

3)勾股模糊加权二次(PFWQ)算子定义如下:

PFWQ(α1, α2, · · · , αn) =

(√√√√ n∑
i=1

ωi(ρi)
2
,

√√√√ n∑
i=1

ωi(σi)
2
)
. (42)

定义16 设αi = (ρi, σi)(i ∈ [n])为一组勾股模

糊数,其权重向量为ω = (ω1, ω2, · · · , ωn)
T.

1) 勾股模糊交叉加权平均 (PFIWA)算子[19,23]满

足

PFIWA(α1, α2, · · · , αn) =

(√√√√1−
n∏

i=1

(1− ρ2i )
wi ,

√√√√ n∏
i=1

(1− ρ2i )
wi −

n∏
i=1

(1− (ρ2i + σ2
i ))

wi

)
. (43)

2) 勾股模糊交叉加权几何 (PFIWG)算子[19,23]满

足

PFIWG(α1, α2, · · · , αn) =

(√√√√ n∏
i=1

(1− σ2
i )

wi −
n∏

i=1

(1− (σ2
i + ρ2i ))

wi ,

√√√√1−
n∏

i=1

(1− σ2
i )

wi

)
. (44)

3) 勾股模糊Einstein加权平均 (PFEWA)算子[22]

满足

PFEWA(α1, α2, · · · , αn) =
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(
√√√√√√√√√

n∏
i=1

(1 + ρ2i )
wi −

n∏
i=1

(1− ρ2i )
wi

n∏
i=1

(1 + ρ2i )
wi

+

n∏
i=1

(1− ρ2i )
wi

,

√√√√√√√√√
2

n∏
i=1

(σ2
i )

wi

n∏
i=1

(2− σ2
i )

wi
+

n∏
i=1

(σ2
i )

wi

)
. (45)

接下来,通过以下定理来考察定义15和定义16
中算子在第1个方面的表现.
定理9 设αi = (ρi, σi)(i ∈ [n])为一组勾股模

糊数,其权重向量为ω = (ω1, ω2, · · · , ωn)
T.有:

1)若存在αk = (1, 0), 0 < ωk < 1, k ∈ [n],则

PFWA(α1, α2, · · · , αn) = (1, 0), (46)

PFIWA(α1, α2, · · · , αn) = (1, 0), (47)

PFEWA(α1, α2, · · · , αn) = (1, 0); (48)

2)若存在αk = (0, 1), 0 < ωk < 1, k ∈ [n],则

PFWG(α1, α2, · · · , αn) = (0, 1), (49)

PFIWG(α1, α2, · · · , αn) = (0, 1). (50)

由定理9,总结出上述5类算子的不足:
1) 根据式 (46)∼ (48), PFWA算子 / PFIWA算子 /

PFEWA算子在集结勾股模糊数组时,极端值pmax =

(1, 0)完全决定集结结果,致使其余非极端值被忽略,
对集结结果没有任何影响,显然不合理;

2)类似于PFWA算子,根据式(49)、(50),在PFWG
算子和PFIWG算子集结过程中,极端值pmin = (0, 1)

完全决定集结结果,显然不合理.

显然, PFWQ算子的形式主要由
n∑

i=1

wixi构成,

而不包含
n∏

i=1

xwi

i 和
n∏

i=1

(1− xi)
wi等形式的公式,因

此,当集结元素中出现0或1时, PFWQ算子不会出现
其他元素失效的情况.下面通过实例分析6类算子关
于序关系的单调情况.
例 2 设α1 = (1, 0),α2 = (0.6, 0.7)与β1 =

(1, 0),β2 = (0.3, 0.3)为两组勾股模糊数.权重向量
为ω = (0.6, 0.4)

T.由定义5中的序关系可得

α1 = β1, α2≺Pβ2.

利用定义15和定义16中的6类算子对数组进行集结,
集结结果如表4所示.

根据例2及表4的分析,将通过以下定理来阐述
算子关于序关系的单调性.

表 4 6类算子集结结果对比分析

算子 算子集结值 记分函数值 序关系

PFWA(α1, α2) (1.00, 0.00) 1.00 PFWA(α1, α2) =

PFWA(β1, β2) (1.00, 0.00) 1.00 PFWA(β1, β2)

PFIWA(α1, α2) (1.00, 0.00) 1.00 PFIWA(α1, α2) =

PFIWA(β1, β2) (1.00, 0.00) 1.00 PFIWA(β1, β2)

PFEWA(α1, α2) (1.00, 0.00) 1.00 PFEWA(α1, α2) =

PFEWA(β1, β2) (1.00, 0.00) 1.00 PFEWA(β1, β2)

PFWG(α1, α2) (0.74, 0.58) 0.21 PFWG(β1, β2)≺P

PFWG(β1, β2) (0.49, 0.24) 0.18 PFWG(α1, α2)

PFIWG(α1, α2) (0.74, 0.58) 0.21 PFWG(β1, β2)≺P

PFIWG(β1, β2) (0.49, 0.24) 0.18 PFWG(α1, α2)

PFWQ(α1, α2) (0.78, 0.54) 0.35 PFWQ(α1, α2)≺P

PFWQ(β1, β2) (0.67, 0.23) 0.40 PFWQ(β1, β2)

定理10 (单调性认证) 设αi = (ραi
, σαi

)与βi

= (ρβi
, σβi

)(i ∈ [n])为两组勾股模糊数.若αi≺Pβi

或αi = βi: (i ∈ [n]),且至少存在一个k ∈ [n],满足
αk≺Pβk,则:

1) PFWA(α1, α2, · · ·, αn)≺P PFWA(β1, β2, · · ·,
βn)不一定成立;

2) PFIWA(α1, α2, · · ·, αn)≺PPFIWA(β1, β2, · · ·,
βn)不一定成立;

3) PFEWA(α1, α2, · · ·, αn)≺PPFEWA(β1, β2, · · ·,
βn)不一定成立;

4) PFWG(α1, α2, · · ·, αn)≺P PFWG(β1, β2, · · ·,
βn)不一定成立;

5) PFIWG(α1, α2, · · ·, αn)≺PPFIWG(β1, β2, · · ·,
βn)不一定成立;

6) PFWQ(α1, α2, · · ·, αn)≺P PFWQ(β1, β2, · · ·,
βn)成立.
证明 根据表 4中的结果, 1)∼ 5)显然可得.下

面证明6).由定义5和定义15可知, PFWQ算子与记
分函数、精确度函数之间满足如下关系式:

s(PFWQ(α1, α2, · · · , αn)) =
n∑

i=1

ωis(αi),

h(PFWQ(α1, α2, · · · , αn)) =
n∑

i=1

ωih(αi).

由αk≺Pβk, s(αi) ⩽ s(βi)(i ∈ [n]; i ̸= k),根据定义5,
分两种情况讨论.
情况1:若s(αk) < s(βk),则有

s(PFWQ(α1, · · · , αn))− s(PFWQ(β1, · · · , βn)) =

(s(αk)− s(βk)) +

n∑
i=1;i ̸=k

ωi(s(αi)− s(βi)) < 0.

情况2:若s(αk) = s(βk),h(αk) < h(βk),则:

1)若
n∑

i=1;i ̸=k

ωi(s(αi)− s(βi)) < 0,则

s(PFWQ(α1, · · · , αn)) < s(PFWQ(β1, · · · , βn));
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2)若
n∑

i=1;i ̸=k

ωi(s(αi)− s(βi)) = 0,则

s(αi) = s(βi), h(αi) ⩽ h(βi), i ∈ [n], i ̸= k.

进一步,可得

h(PFWQ(α1, · · · , αn))− h(PFWQ(β1, · · · , βn)) =

(h(αk)− h(βk)) +
n∑

i=1;i ̸=k

ωi(h(αi)− h(βi)) < 0.

综合上述两种情况,可得

PFWQ(α1, α2, · · · , αn)≺PPFWQ(β1, β2, · · · , βn).

由此,定理10得证. 2
由定理9和定理10可知,定理9中所提及的5类

算子会因为极端值而使得集结结果不合理,且关于序
关系并不一定单调.而PFWQ算子在这两方面的考
察较为合理,因此,本文将选取该算子作为集结勾股
模糊偏好关系组的集结工具.下面考察算子与偏好
关系之间的一致性关系.
定理11 若Rl

P = (p̃lij)n×n
(l ∈ [m])为一组加性

一致性勾股偏好关系,则基于PFWQ算子的综合偏好
关系R = (pij)n×n为加性一致性勾股偏好关系.
证明 根据定义13,若Rl

P (l ∈ [m])为加性一致

性勾股偏好关系,则对于i, j ∈ [n],有

(ρlij)
2
+ (ρljk)

2
+ (ρlki)

2
= (ρlkj)

2
+ (ρlji)

2
+ (ρlik)

2
,

(σl
ij)

2
+ (σl

jk)
2
+ (σl

ki)
2
= (σl

kj)
2
+ (σl

ji)
2
+ (σl

ik)
2
,

进而可得

(ρij)
2
+ (ρjk)

2
+ (ρki)

2
=

m∑
l=1

wl((ρ
l
ij)

2
+ (ρljk)

2
+ (ρlki)

2
) =

m∑
l=1

wl((ρ
l
kj)

2
+ (ρlji)

2
+ (ρlik)

2
) =

(ρkj)
2
+ (ρji)

2
+ (ρik)

2
.

类似可得

(σij)
2
+ (σjk)

2
+ (σki)

2
= (σkj)

2
+ (σji)

2
+ (σik)

2
.

因此,R = (pij)n×n为加性一致性勾股偏好关系. 2
定理11表明PFWQ算子具有良好的适用性.

3.2.2 集结权重的确定

在获取集结偏好关系组Rk
P = (p̃kij)n×n

(k ∈
[m])的过程中,每个偏好关系Rk

P (k ∈ [m])都有对应

的集结权重.在一般的群体决策问题中,决策者主要
依据其对专家的认知来确定专家权重,很大程度上
取决于决策者的主观意识,此类权重视为主观权重
(Subjective weight).为了更合理、灵活地确定专家权

重,本文将从客观的角度出发,考虑偏好关系之间的
相似程度,并以此来确定专家的客观权重 (Objective
weight).然后,结合主观权重,提出带调节参数的综合
权重.
定义17 [15] 设αi = (ρi, σi)(i = 1, 2)为两个勾

股模糊数,其距离定义如下:

d(α1, α2) =
1

2
(|ρ21 − ρ22|+ |σ2

1 − σ2
2 |+ |π2

1 − π2
2 |).

(51)

进而定义偏好关系Rk
P与Rl

P的距离和相似度为

d(Rk
P , R

l
P ) =

1

m(m− 1)

m−1∑
i=1

m∑
j=i+1

(|(ρkij)
2 − (ρlij)

2|+

|(σk
ij)

2 − (σl
ij)

2|+ |(πk
ij)

2 − (πl
ij)

2|), (52)

Sim(Rk
P , R

l
P ) = 1− d(Rk

P , R
l
P ), k, l ∈ [m]. (53)

由相似度定义专家ek(k ∈ [m])的支持度为

Supk =

m∑
l=1;l ̸=k

Sim(Rk
P , R

l
P ) =

m∑
l=1;l ̸=k

(1− d(Rk
P , R

l
P )). (54)

在群体决策中,偏好关系之间的一致性程度越高,其
相似度越高;专家的支持度越高,其被重视程度越大.
将支持度归一化,得到客观权重 (Objective weight)为

wo
k = Supk

/ m∑
l=1

Supl, k ∈ [m]. (55)

根据专家的相关信息,决策者提供专家的主观权重为

ws
k(k = 1, 2, · · · ,m), ws

k ⩾ 0,

m∑
k=1

ws
k = 1. (56)

引入参数,定义专家的综合权重为

wk = λwo
k + (1− λ)ws

k, k ∈ [m]. (57)

满足wk ⩾ 0,

m∑
k=1

wk = 1,其中λ ∈ [0, 1]为平衡参

数.决策者可以根据偏好来确定参数的取值:当λ >

0.5时,认为决策者对专家组成员的了解较有把握;当
λ < 0.5时,认为决策者偏向于客观数据确定的权重;
当λ = 0.5,则认为决策者对于主客观权重同等重视.

3.3 基于PFWQ算子和目标优化模型的群体决策
方法

为解决勾股模糊偏好关系下的群体决策问题,基
于PFWQ算子和目标规划模型提出一种群体决策方
法,具体步骤如下.

Step 1:利用式 (51)∼ (55)计算专家的客观权重
wo

k, k ∈ [m].
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Step 2:基于客观权重wo
k和主观权重ws

k,利用式
(56)和(57)计算专家的综合权重wk, k ∈ [m].

Step 3:基于综合权重 wk,利用 PFWQ算子 (式
(42))集结个体偏好关系Rk

P (k ∈ [m]),并计算综合偏
好关系矩阵R = (pij)n×n = ((ρij , σij))n×n,即

R1
P =


(
√
2/2,
√
2/2) (0.60, 0.70)

(0.70, 0.60) (
√
2/2,
√
2/2)

(0.60, 0.70) (0.30, 0.80)

(0.70, 0.65) (0.45, 0.75)

→

←

(0.70, 0.60) (0.65, 0.70)

(0.80, 0.30) (0.75, 0.45)

(
√
2/2,
√
2/2) (0.75, 0.60)

(0.60, 0.75) (
√
2/2,
√
2/2)

 ,

R2
P =


(
√
2/2,
√
2/2) (0.75, 0.55)

(0.55, 0.75) (
√
2/2,
√
2/2)

(0.50, 0.80) (0.70, 0.60)

(0.50, 0.80) (0.60, 0.80)

→

←

(0.80, 0.50) (0.80, 0.50)

(0.60, 0.70) (0.80, 0.55)

(
√
2/2,
√
2/2) (0.75, 0.55)

(0.45, 0.75) (
√
2/2,
√
2/2)

 ,

R3
P =


(
√
2/2,
√
2/2) (0.75, 0.55)

(0.55, 0.75) (
√
2/2,
√
2/2)

(0.60, 0.75) (0.45, 0.65)

(0.35, 0.80) (0.45, 0.40)

→

←

(0.75, 0.60) (0.80, 0.35)

(0.65, 0.45) (0.40, 0.45)

(
√
2/2,
√
2/2) (0.40, 0.65)

(0.65, 0.45) (
√
2/2,
√
2/2)

 ;

R =


(
√
2/2,
√
2/2) (0.712 8, 0.594 1)

(0.594 1, 0.712 8) (
√
2/2,
√
2/2)

(0.559 4, 0.759 0) (0.543 3, 0.674 0)

(0.525 2, 0.762 6) (0.495 2, 0.688 0)

→

←

(0.759 0, 0.559 4) (0.762 6, 0.525 2)

(0.674 0, 0.543 3) (0.688 0, 0.495 2)

(
√
2/2,
√
2/2) (0.663 5, 0.595 3)

(0.595 3, 0.663 5) (
√
2/2,
√
2/2)

 .

Step 4:基于综合偏好关系R = (pij)n×n构建模

型M2,利用数学软件求解方案集X = {Xi|i ∈ [n]}
对应的标准化的勾股模糊权重向量 ω̃∗ = (ω̃

∗

1 , ω̃
∗

2 ,

· · · , ω̃∗

n)
T.

Step 5:对勾股模糊权重 ω̃
∗

i (i ∈ [n])进行排序,进

而获取方案的排序,选取最优方案.

4 实例分析

利用本文所提出的决策方法解决某高校选拔优

秀博士进行国际交流的GDM问题[24-25].学校国际交
流处聘请了 3位权威专家构成评审团E = {e1, e2,
e3},校方根据专家信息给出专家组的主观权重向量
ws = (0.2, 0.5, 0.3)

T.备选人由 4位优秀博士构成
X = {X1, X2, X3, X4},学校提供了备选人的详细资
料,专家ek(k = 1, 2, 3)对候选人Xi和Xj(i, j = 1, 2,

3, 4; i ̸= j)进行两两对比后提供了勾股模糊偏好关

系Rk
P = (p̃kij)4×4

(k = 1, 2, 3),其中 p̃kij = (ρkij , σ
k
ij)为

勾股模糊数.
下面对偏好关系中的部分元素进行解释:矩阵

Rk
P (k = 1, 2, 3)中的对角元素 (

√
2/2,

√
2/2)表示专

家对候选人Xi(i = 1, 2, 3, 4)与自身Xi的比较;元
素 p̃112 = (0.60, 0.70)为专家e1在对比X1与X2后提

供的偏好信息, 0.6表示X1优于X2的偏好信息值, 0.7
表示X2优于X1的偏好信息值.
接下来,利用本文所提出的方法对备选的4个博

士进行排序,具体步骤如下.
Step 1:根据式 (51)∼ (55)计算支持度和客观权

重,即

Sup1 = 1.035 8, Sup2 = 1.088 3, Sup3 = 0.942 5;

wo
1 = 0.337 8, wo

2 = 0.354 9, wo
3 = 0.307 3.

Step 2:基于主观权重,利用式 (57)(λ = 0.5)计算
综合权重

w1 = 0.268 9, w2 = 0.427 4, w3 = 0.303 7.

Step 3:利用 PFWQ算子 (式 (42))计算综合偏好
关系矩阵R = (pij)n×n = ((ρij , σij))n×n.

Step 4:将综合偏好关系R中的元素代入模型

M2,设定权重系数ε = 0.5,利用Lingo软件进行求解,
获取标准化的勾股模糊权重

ω̃∗
1 = (0.642 3, 0.732 8), ω̃∗

2 = (0.411 0, 0.708 1),

ω̃∗
3 = (0.298 2, 0.860 0), ω̃∗

4 = (0.000 0, 0.881 9).

根据定义11中的记分函数对权重向量排序,有

s(ω̃
∗

1) = −0.124 4, s(ω̃
∗

2) = −0.332 3,
s(ω̃

∗

3) = −0.650 7, s(ω̃
∗

4) = −0.777 7.

因此,备选人的排序为X4≺PX3≺PX2≺PX1.最优的
候选人为X1.

5 结 论

偏好关系因其精炼、有效的特性而被广泛拓展

到模糊集理论中,进而形成了模糊偏好关系、直觉模
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糊偏好关系等理论.勾股模糊集在涵盖直觉模糊集
的基础上进一步扩充了信息取值区域,为评价者提供
了更为充足的信息量.基于直觉模糊偏好关系的理
论发展,本文提出了勾股模糊偏好关系的基础框架:
勾股模糊偏好关系、加性一致性勾股模糊偏好关系

以及由隶属度与非隶属度构成的标准化勾股模糊权

重向量.进一步,基于基础框架内容构建目标规划模
型,以此来获取任意给定的勾股模糊偏好关系的权重
向量.针对勾股模糊偏好关系下的群体决策问题,选
择具备有效处理极端值、关于序关系单调等优势特

征的勾股模糊加权二次 (PFWQ)算子作为融合个体
矩阵的工具,并给出一致性定理来表明该算子与勾股
模糊偏好关系的适用性.进而,联合目标规划模型与
勾股模糊加权二次算子,提出了勾股模糊偏好关系下
的群体决策方法.实际案例分析结果表明了本文方
法的实用性和可行性.
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