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复杂网络环境下群体投票规则的评价模型

—–基于民主的视角
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(1.四川大学商学院，成都 610065；2.西南科技大学计算机科学与技术学院，四川绵阳 621010)

摘 要: 基于复杂网络投票框架,构建以全局最优候选人的评价函数作为Condorcet规则与多数赞成规则决策结
果的评价标准.通过引入投票者观点支持域,以及全局最优候选人的有效性判定条件,构造“妥协度-支持度”置
换度指标.设置支持度与妥协度的不同目标优先级,采用一种基于Delaunay三角剖分的全局最优化算法,求出全
局最优候选人搜索解,并建立评价函数衡量投票规则的优劣.数值仿真表明,在大多数偏好网络下,所提出的评价
标准能够更准确地衡量Condorcet规则与多数赞成规则所选获胜者偏离投票群体真实意愿的程度.
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Evaluation model of group voting rules in complex network — Based on
perspective of democracy
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Southwest University of Science and Technology，Mianyang 621010，China)

Abstract: Based on the voting framework of complex networks, an evaluation function of global optimal winners, which
can act as a criterion for evaluating the decision of the Condorcet rule and the majority approval rule, is established. By
introducing voters’point supporting region and setting the effectiveness decision condition for the optimal candidate, we
construct a“compromise-support”index. With the different priority between compromise and support, we can solve the
search solution for the global optimal candidate using a global optimization algorithm by the Delaunay triangle partition,
and present the evaluation function to measure some voting rules. Numerical simulations show that, in most networks, the
proposed evaluation function can measure more accurately the deviation degree to people’s real willing for the Condorcet
rule and the majority approval rule.
Keywords: Condorcet method；voting；majority approval rule；group decision; complex networks

0 引 䀰

投票表决作为民主决策的一种重要方式,其投票
规则的制定不仅需要体现投票者的效用 (即偏好),同
时要求能由投票者的偏好信息确切地选出唯一的获

胜者[1].目前虽然存在大量的投票规则,如多数赞成
规则、Borda计分规则、Kemeny规则等,但由于没有统
一的评价标准,最佳投票规则并不存在[2].

Arrow[3]早期提出了构建投票规则的公理化评

价体系,并指出当前基于选票的投票模型存在严重

的局限性.虽然投票群体中的每个成员的偏好 (即对
候选人优劣的排序)是传递的,但用Condorcet规则对
候选人进行两两比较,基于半数规则得出的排序不再
具有传递性而出现循环.这种现象称为Condorcet效
应,也称投票悖论.由于Arrow的公理化评价体系对
投票规则的性质定义过于苛刻,同时一些性质之间
也被证明存在矛盾,并不适用于投票规则的评价与选
择. Blake等[4]则是采用实证的方式,研究不同数据集
下的社会选择函数的特点与性质,构建基于数据分析
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下的投票规则评价模型.
面临日益复杂的民主投票环境,例如英国脱欧、

美国大选等, Noltemeier等[5]提出利用复杂网络理论

探究民主投票问题: 1)投票规则是否集结投票群观
点偏好; 2)当前投票规则是否能够得到高质量的决
策结果. Gouret等[6]提出基于复杂网络的Downsian
投票模型,将投票人与候选人映射为多维空间中的节
点,多维空间中的每个维度衡量投票者对候选人的考
察因素,并利用节点距离反映投票者的效应即偏好.
Bhadury等[7]进一步将偏好距离赋予权重来表示投

票人对候选人在不同维度的重要程度,投票规则选
择出的获胜者应该是投票者对候选人的加权欧氏距

离的最大值. Noltemeier等[5]则提出一种特殊的树状

拓扑网络结构,并在该结构上提出最优Condorcet与
Simpson获胜者的搜索算法来求解单一的社会偏好
模型.
为了衡量当前投票规则是否能够得到高质量

的投票结果,不少学者采用优化理论,通过优化目标
函数构造全局最优候选人作为评价投票规则结果

的评价标准.如Menezes等[8]采用最优选址策略的

思想,利用韦伯问题的目标函数作为Condorcet规则
的评价函数,将Condorcet规则最优解与韦伯问题的
最优解的比值即相对效用作为衡量Condorcet规则
的质量函数. Sayeed[9]在复杂网络框架下证明了利

用韦伯问题作为Condorcet解的评价函数,其相对效
用的最大上界为3.同时, Dressler[10]进一步证明了当

投票者对候选人的偏好距离采用无穷范数与1-范数
时, Condorcet最优解是韦伯问题的最优解. Menezes
等[8]基于复杂网络的投票研究均假设存在一个“全

局决策人”,挑选全局最优候选人作为评价投票规则
产生的获胜者,从而最小化投票群体的妥协程度,即
最优化韦伯问题目标函数.然而“全局决策者”在挑
选全局最优候选人的过程未考虑投票人的妥协底线,
满足全局最小妥协程度的最优候选人反而有可能得

不到任意投票者的支持.

本文在相关文献研究的基础上,在社会网络视角

的投票框架下,引入偏好支持域的概念,提出了全局

最优候选人的有效性判定条件.当面临支持度与妥

协度不相协调的困局时,以不同的目的设定支持度

与妥协度的优先级,并采用一种基于约束的Delaunay

三角剖分算法,求出全局最优候选人搜索解,从而在

“公平”的评价标准下选择出满足有效性条件的全局

最优获胜者.

1 亴备知识

投票规则本质上都是基于评分排序的方式来确

定获胜者,在社会网络视角的投票问题中,将“不支

持”、“稍微支持”、“比较支持”诸如此类的定性描

述量化为每个投票者对候选人的偏好距离作为候选

人的得分,表达投票者对候选人的喜好程度.本文主

要探讨多数赞成规则与Condorcet规则在复杂网络下

的评价问题.

1.1 多数赞成规则

在多数赞成投票规则中,投票者的选票代表一组

未经排序的候选人名单,获得最多选票的候选人获

胜.如果存在平局,则通过随机选择来打破平局.若

投票者 i对候选者j的偏好距离dij小于λi,则表示投

票者i对候选人j持支持态度,λi表示投票者i的偏好

阈值.设XA为多数赞成规则选出的获胜者集,多数

赞成规则的数学形式描述为

v = max
j∈M

∑
i∈N

wiδ(dij , λi); (1)

S =
{
j ∈ M |

∑
i∈N

wiδ(dij , λi) = v
}
; (2)

XA =

S, |v| > 0;

0, otherwise;
(3)

其中δ(dij , λi)为克罗内克函数.若投票者 i对候选者

j的偏好距离dij小于投票者 i的支持域半径λi,则克

罗内克函数值为1,否则为0; |v| > 0为获胜者集合中

的元素个数;wi为权重,N为投票人的集合.

1.2 Condorcet规则

Condorcet规则通过候选者之间的成对比较最终

选出明确而惟一的获胜者.若某获选人在与其他候

选人的成对比较中以过半数选票打败对方,则称该

候选人为Condorcet获胜者.也就是说, Condorcet获

胜者在与其余候选人比较的过程中获得最少的选票

数应过半数.在复杂网络框架下,将每个参与投票系

统的个体映射成为复杂网络中的节点.因此本文将

选票的比较改进为偏好距离的对比,在两个投票人对

某个候选人偏好距离的比较中,该候选人能从偏好距

离更近的投票人节点中获得较高的效用.两两对比

偏好距离产生Condorcet获胜者的过程,即最小化如

下目标函数:

vj = min
k ̸=j∈M

{ ∑
dij⩽dik

wi

}
, (4)
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此处M表示候选人集合.当∀k ∈ M, vj > vk且满足

vj ⩾ 0.5时,候选人j ∈ M为Condorcet获胜者;如果
没有任何候选人j ∈ M满足vj ⩾ 0.5,则获得目标函
数值最大的候选人作为最终的获胜者,称为Simpson
获胜者.

2 复杂网络的构建

本节构造基于复杂网络的投票系统,网络结构主
要基于以下两个重要假设:

1)投票网络中所有投票者 (节点)对候选人的支
持程度均独立遵循自身真实意愿,即自身的偏好强
度[11-12].

2)假设存在一个全局“仁慈”的决策者,该决策
者知道投票网络中每一个投票者的偏好强度与候选

人的详细信息,为了“顾全大局”而需要权衡投票者
节点的妥协程度与候选人的支持程度,以选出一个尽
量让所有投票节点满意的最优候选人作为衡量不同

投票规则的标准.
用N代表投票网络中一系列节点的集合,每个

投票者 i ∈ N代表网络中的一个节点;用M代表候

选人集合,候选人节点 j ∈ M ; xi代表投票者节点

i ∈ N投票网络中所处的位置,即观点.本文主要讨
论在二维空间中的复杂网络. wi描述每个投票者节

点的权重,代表具有相同偏好的一组投票人的个数占
总共投票者人数的比例,其中wi ∈ (0, 1)必须满足

N∑
1

wi = 1. (5)

定义 1 投票者节点的偏好强度.将投票者节
点 i到候选者节点 j在 lp(p ⩾ 1)准则下的距离函数

f : Rr+→R+定义为投票者i对候选者j的偏好强度,
即

dij =
( r∑

k=1

∥xi − xj∥
) 1

p

. (6)

投票者节点到候选人节点的偏好强度值越小,说
明该投票者对候选人的支持程度越高.

定义 2 投票者节点的观点支持域.以投票者
i ∈ N为圆心,λi为半径构成投票者节点 i的支持域

Si, Si = {y|∥xi − y∥n ⩽ λi}, y ∈ Rr+.
支持域有效地衡量了投票者的偏好范围.给定

投票者 i ∈ N的偏好支持域半径λi,当dij ⩽ λi, j ∈
M时,投票者对候选者持赞成态度;反之,则持反对态
度.这样,将传统投票系统中的支持或者反对这两种
离散状态连续化,并用复杂网络的距离来反映投票者
对候选人的偏好强度.

定义3 候选人支持度.若某一候选人节点落入
多个投票者节点构成的交叉支持域内,则该候选人
的支持度为这些支持域所对应的投票者的权值之

和.设给定投票网络,所有投票者节点 i ∈ N对候选

人j ∈ M的偏好强度为dij ,λi为投票者节点i的观点

支持域半径,则候选人节点j ∈ M所获得的支持度为

sj =
N∑
i=1

d(wi), d(wi) =

wi, dij ⩽ λi;

0, otherwise.
(7)

通过上述定义,投票系统可以由一组具有不同偏
好的带权节点构成的复杂网络表示.

3 全局最优候选人搜索模型

大多数民主投票问题中,全局最优候选人的选择
面临妥协程度与支持程度不相协调的难题.全局决
策者在面临投票群体意见分歧较大的情况时,需要权
衡最优候选人的支持程度与妥协程度,然后运用他的
判断能力分析两者之间的重要性,优先考虑他认为最
优候选人需要满足的指标.在该指标达到前,其他指
标可以暂缓甚至放弃.本节提出最优候选人在支持
度和妥协度指标不可协调下的全局最优候选人搜索

问题.

3.1 改进韦伯问题

传统韦伯问题[13-14]所挑选的获胜者是寻找投票

网络内的全局最优候选人,即搜索所有带权投票者节
点的偏好距离和最小的节点.目标是全局最小化投
票者的妥协程度,其目标函数如下:

min f(y) =

N∑
i=1

wi∥xi − y∥. (8)

令XW为目标函数(8)的最优解,则最优解可表示为

XW = argmin
y∈Rr+

f(y). (9)

定理1 [13-14] 如果给定点xi(i ∈ N)是非共线

的,则f是严格的凸函数.
定理2 [13-14] 如果全局最优候选人为投票网络

中真实存在的节点,即xk, k ∈ N ,当且仅当wk ⩾ Rk

时,有

Rk =

N∑
i=1,i̸=k

wi
xi − xk

∥xi − xk∥
. (10)

定理1保证了全局最优候选人的存在性.由于复
杂网络的复杂性和非线性特征,可利用Weiszfeld算
法[14]得到目标函数的最优解.每个人的偏好强度及
其对理想候选人的标准不同,所生成的投票网络节点
必定是非共线的,因此该定理保证了整个网络系统必
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定能够找到惟一的理想候选人.
定理2则说明在一定条件下,当投票网络中的所

有节点为投票者节点的同时也是竞争者,也可以成
为获胜者.然而,在具有观点支持域的复杂网络投票
系统中,定理1虽然保证了韦伯问题最优解的存在性,
该最优解最小化了全局投票群的妥协程度,但由于投
票群的偏好分布过于分散,使得全局最优候选人节点
落在了所有候选人的支持域之外,即该全局最优候选
人得不到任何一位投票者节点的支持.

定义4 全局最优候选人的有效性.假设所有投
票人基于自身真实意愿 (偏好)投票,全局最优候选人
选票应过半.设存在全局最优候选人 j,该全局候选
人的有效性判定条件为

N∑
i=1

wivi ⩾ 0.5, vi =

1, dij ⩽ λi;

0, dij > λi.
(11)

韦伯问题在具有偏好支持域的投票系统中存在

着局限性[15],评价函数首先应具有有效性.在传统的
投票系统中,不同的投票规则都要求所选择的候选人
所获得的支持度过半数,在此基础上,从满足过半数
条件的候选人中决胜出获胜者,故应将支持度过半数
也作为评价标准是否有效的衡量方式.

定理3 [16] 设X为任意目标优先级下的全局最

优候选人集合,若X /∈ {∅},则S = {X|X ∈ CH},
其中CH为XA的支持节点支持域所构成的交叉区

域, CH = {y ∈ Rr+|∥y− xi∥ ⩽ λi, i = 1, 2, · · · , k}, k
为支持节点的数量.

为了避免传统韦伯问题的缺陷,应对评价函数的
最优化目标作有效性约束,即最优理想获胜者应满足
过半数条件.其次,由于在传统投票网络中加入了支
持域的概念,使之更加贴近现实决策场景.满足有效
性条件的候选人为了最小化整个投票群的妥协程度,
其数学描述为:
设XOPT为全局候选人节点,则该节点需要使下

述目标函数最小,其中vi ∈ {0, 1}:

min
y∈R2

N∑
i=1

wi[∥xi − y∥vi + (∥xi − y∥ − λi)(1− vi)].

s.t. ∥xi − y∥vi ⩽ λi, i = 1, 2 · · · , N ;

0.5 ⩽
N∑
i=1

wivi ⩽ 1. (12)

带有约束的韦伯问题 (12)被证明是非线性凸优
化问题,本文利用Drezner等[17-19]提出的全局优化技

术Big triangle small triangle(BTST)算法实现对该问

题的求解,求解步骤如下.
Step 1:由定理3可知,最优化节点必定存在于多

个支持域相交的凸包内及边界上.由边界顶点构建
Delaunay三角剖分网络,经过剖分算法得到的三角形
区域包含了支持域所形成的凸包区域,因而作为搜寻
的初始区域.

Step 2: 计算每个三角形顶点的目标函数值.若
三角形中节点的最大支持度小于0.5,则将该三角形
删除,同时在剩余的每个小三角形中,将最小目标函
数值下界记为LB,上界记为UB,将所有下界值中的
最大目标函数值记为LB,所有满足UB ⩽ LB的三角
形被删除.

Step 3:在剩余的三角形当中,连接每个小三角形
边的中点,形成4个小三角形.重复计算Step2,直到没
有三角形存留.最终LB所在节点记为全局最佳候选
人,其目标函数值最小.
根据上述算法,可计算出满足超半数支持, 同时

加权距离和最小的最优候选人.图1展示了具有3个
投票人的偏好网络,其中上三角与下三角分别代表本
文所提出改进韦伯问题最优解与传统韦伯问题的最

优解.
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图 1 改进韦伯问题

3.2 全局多数赞成获胜者

改进的韦伯问题是在保证最优获胜者有效性的

前提下,“全局决策者”先最大化获胜者的支持度,
其次最小化全局妥协程度.显然,若全局最优多数赞
成获胜者不具备有效性,则改进韦伯问题不存在最优
解.
假设存在一个全局的最优多数赞成的候选人

XĀ(有可能是真实存在的候选人节点,也可能是整
个平面内虚拟的一点),该节点一定是在整个投票网
络中获得最高支持度的节点.下面给出全局最优多
数赞成候选人的数学描述:
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max
N∑
i=1

wivi;

min
y∈R2

N∑
i=1

wi[∥xi − y∥vi + (∥xi − y∥ − λi)(1− vi)].

s.t. ∥xi − y∥vi ⩽ λi, i = 1, 2 · · · , N ;

0.5 ⩽
N∑
i=1

wivi ⩽ 1. (13)

其中Si为以投票者节点为圆心构成的支持域,即
Si = {y|∥xi − y∥ ⩽ λi}.求解全局最优多数赞成
获胜者的求解思路与改进韦伯问题思路相似.

4 评价函数的构建

4.1 评价函数与RE指标

评价函数的制定需要考虑两个方面: 1)候选人
依据投票规则胜出时,考虑投票群体的妥协程度; 2)
考虑候选人在整个网络中的支持度.上述两个方面
都与候选人 (无论是真实存在还是虚拟)在网络中的
位置有关,候选人节点落在投票者支持域的交集区
域,体现了候选人的支持度,同时该候选人与非支持
域边界的距离则反映了不支持该候选人所需要做出

的妥协程度.构建评价函数如下:

Z(y) =

N∑
i=1

wi[∥xi − y∥ − λi(1− vi)], (14)

其中vi = δ(dij , λi).评价函数 (14)表明:候选人节点
到不支持该候选人的那些投票者支持域边界的距离

越远,投票者节点的权值越高,即对该候选人的不满
意程度越高.设X为投票规则所选出的胜出者,Y 为
全局最优候选人,该投票规则的优劣可由下式衡量:

RE =
Z(X)

Z(Y )
. (15)

RE指标为投票规则产生的候选人与由某种目
标优先级条件下产生的全局最优候选人的评价函数

值的比率,体现了投票规则所选择的获胜者与全局理
想获胜者的接近程度.若RE越接近1,则说明由该投
票规则选择的候选人在整个网络中的满意程度越高,
越接近全局理想获胜者.
定理4 设XW、XOPT分别是韦伯问题与改进

后韦伯问题的最优解.当XW、XOPT均满足全局

最优的有效性判定条件时,若以妥协度Z函数作为

两种全局最优候选人的评价函数,则有Z(XW ) >

Z(XOPT).设CH为满足有效性判定条件的多个支持
域相交的凸包内及边界,则当XW , XOPT ∈ CH时,
有Z(XW ) = Z(XOPT).

证明 XW、XOPT分别是韦伯问题与改进后韦

伯问题的最优解,则XW、XOPT均满足全局最优候

选人的判定条件.由定理3可知XW , XOPT ∈ CH,
其中CH为多个支持域相交的凸包内及边界.设向量
vw = (v1, v2, · · · , vn), vi ∈ {0, 1},用于表示是否落于
vi偏好支持域内,将改进韦伯问题的目标函数改写为
如下形式:

min
y∈R2

∑
i∈CH

wi∥xi − y∥ −
∑
i∈CH

wiλi(1− vi). (16)

可以看出,在加入投票者偏好支持域框架下的韦
伯问题不仅需要优化全局最优候选人到每位投票者

节点的偏好距离,同时通过优化vw决定全局最优节

点是否落入每位投票者节点的偏好支持域,使得全
局最优候选人的评价函数值达到最优.韦伯问题在
不考虑偏好支持域条件下 (即优化上述目标函数的
第1部分,但两部分的分别最优不一定使得目标函数
(16)达到全局最优),假设存在一条从XW到XOPT的

最优解路径,可通过优化向量vw实现,该向量指示最
优解是否存在于投票群的支持域内.假设XOPT′

为

改进韦伯问题的次优解,故∃v′w⊂ vw将其取值改变

为v′i = 1 − vi(vi ∈ v′w)使得Z(XW ) > Z(XOPT′
) >

Z(XOPT),故得证. 2
4.2 妥协度与支持度的权衡

在意见分歧较大的投票网络中,全局决策者在对
全局最优候选人进行挑选时,需要对投票者节点的妥
协度与候选者节点的支持度之间作出权衡.本节引
用多目标决策方法中置换度的概念,便于使决策人在
支持度与妥协度间进行比较.设全局多数赞成最优
候选人为x0,改进韦伯问题最优候选人为x1.这两个
最优候选人相应的目标函数分别为

f(x0) = (1− f1(x
0), f2(x

0)),

f(x1) = (1− f1(x
1), f2(x

1)). (17)

其中: f1代表投票者节点的总妥协度即Z函数值, f2
为最优候选节点的支持度.将f1与f2的置换率记作

T (x0, x1),且令

T (x0, x1) =

(1− f1(x
0))− (1− f1(x

1))

f2(x0)− f2(x1)
=

f1(x
1)− f1(x

0)

f2(x0)− f2(x1)
. (18)

直观上看,置换率指标表示当一个指标优化的同
时是否能够带动另一个指标的提升或优化,并间接地
衡量投票群体观点 (偏好)的离散程度.置换率指标T
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的取值有3种情况：
1)当投票网络偏好分布较为分散,投票者意见分

歧较大时,全局候选人的挑选面临支持度与妥协度为
不可相互协调的困局时,T < 0,即最优解的搜索过程
中想要减少一个单位妥协度时必定要在支持度上作

出牺牲;
2)若投票网络中投票者的意见偏好比较集中,则

T > 0,即支持度与妥协度是两个相互协调的指标,随
着增加一个单位的支持度即可减小一定程度的妥协

度,这意味着在全局多数赞成模型的最优解与改进韦
伯问题的最优解之间存在更优的可协商解;

3)当T = 0或T = ∞时,改进韦伯问题的解与全
局多数赞成的解同时落入支持度相同的投票者偏好

支持域的相交区域内,为了最小化妥协程度,改进韦
伯问题的最优解与全局多数赞成的最优解必收敛为

同一点,此时整个投票网络存在唯一的全局最优获胜
者.

5 数值实验

本节利用Matlab实现对投票网络的仿真模拟,
主要验证以下3个问题:

1)通过仿真验证改进的韦伯问题与全局多数赞
成模型下的全局最优候选人作为投票规则选择的评

价标准相比其他全局最优候选人搜索模型 (全局期
望候选人、传统韦伯问题)具有良好的普适性,即在大
部分偏好网络结构下通过有效性检验.

2)通过比较不同全局最优候选人的评价指标,即
支持度与妥协度Z函数,衡量不同全局候选人搜索模
型的优劣.

3)通过计算Condorcet规则与多数赞成规则在不
同全局评价规则下的最小、最大与平均RE偏差度,同
时计算不同全局候选人之间的“支持度-妥协度”置
信度,说明决策者在面临投票是如何通过RE偏差度
与置信度来选择合适的评价标准与相应的投票规则.

为了便于问题的说明,定义如下变量:XM为全

局期望候选人;XW为韦伯问题最优解;XW为改进

韦伯问题最优解;XA为全局多数赞成候选人;XC为

Condorcet获胜者;XA为多数赞成获胜者.
本次模拟实验构造的复杂网络参数为:投票者

节点个数N = 20,候选者节点个数M = 3,投票者节
点与候选者节点在投票网络中的位置、支持域半径

按照 [0, 1]区间内均匀分布产生,投票者节点权重按
照权值和为1的约束下随机生成.

5.1 全局最优候选人有效性检验

根据定义4,全局最优候选人需要满足有效性条
件才能作为衡量不同投票规则质量好坏的标准,通过
模拟,统计全局期望、全局多数赞成、韦伯问题与改进
韦伯问题4种全局候选人搜索模型的有效解的比例,
统计结果如图2所示.
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图 2 有效性检验

图2展示了在不同的投票偏好网络下的有效性
检验结果.传统的韦伯问题与全局期望所得最优候
选人有效性占比分别为0.44和0.4,说明在大多偏好
网络下,两者不满足有效性判定条件.而改进韦伯问
题与全局多数赞成候选人在大多偏好网络下具有良

好的普适性.结果说明在大多数情况下,全局理想候
选人在不同的目标优先级下均存在,可以将支持度过
半数作为全局最优候选人的有效性检验条件.同时,
改进的韦伯问题与全局多数赞成规则下的最优获胜

者拥有相同的有效性检验比例,验证了当改进韦伯问
题存在最优解即存在获胜者时,全局多数赞成也必然
存在最优解.

5.2 全局候选人的妥协度与支持度

在面临支持度与妥协度不可协调的困局时,全局
决策者在挑选全局最优候选人时,依据设置目的优先
级的方式解决支持度与妥协度的权衡问题.本节针
对全局多数赞成与改进韦伯问题的搜索模型,设置支
持度与妥协度以不同的目的优先级,引入置换度的概
念,阐述在不同投票网络偏好分布参数下如何选择合
适的全局最优候选人作为评价投票规则的标准.
模拟计算全局多数赞成候选人与改进韦伯问题

候选人的支持度与妥协度.若改进韦伯问题与全局
多数赞成最优解存在,则相应的支持度分别为SOPT、

SA,相应的妥协度Z函数为Z(SOPT)、Z(SA),这两个
指标存在如下关系：

SOPT ⩽ SĀ, Z(XOPT) ⩽ Z(XĀ). (19)

表1计算了全局多数赞成、改进韦伯问题、全局
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期望和韦伯问题的最优候选人的平均支持度与妥协

度的平均值与方差.由表1可以看出,本文所提出的
全局多数与改进韦伯问题的最优候选人的平均支持

度均满足有效性检验条件,而传统的韦伯问题与全局
期望候选人的平均支持度在大多偏好网络结构下不

过半数,将之作为评价标准会对投票规则产生较大误
差.其次从支持度的方差可以看出,本文所提出最优
候选人相比当前已有的研究方法得到的候选人具有

更小的支持度方差,说明在大多偏好网络结构下结果
更稳定.从妥协度的角度来看,虽然后两种全局候选
人模型获得了比本文较小的平均妥协度,但这是以牺
牲支持度为代价,而妥协度方差在4种方法上表现无
明显差距,故从整体来看,本文所提出的两种全局最
优候选人标准,即全局多数与改进韦伯问题最优候选
人作为评价标准更为客观准确.

表 1 支持度与妥协度的平均值与方差

全局候选人 平均支持度 支持度方差 平均妥协度 妥协度方差

全局多数赞成 0.632 841 0.084 389 8 0.257 255 0.027 178

改进韦伯问题 0.520 78 0.020 323 5 0.204 182 0.037 374

全局期望 0.487 816 0.137 3 0.192 147 0.030 718

韦伯问题 0.498 865 0.122 011 0.190 746 0.033 65

5.3 评价标准与投票规则的选择

满足有效性条件的全局最优候选人可以作为评

价多数赞成规则与Condorcet规则质量好坏的标准,
但是在具有偏好强度的复杂网络框架下,给定评价
投票规则好坏的统一评价指标Z函数,利用投票规则
所选获胜者与全局最优候选人在同一评价指标下的

相对效用(比率)即RE偏差度可以衡量投票质量的好

坏.投票规则所选获胜者与理想获胜者之间的RE偏
差度越接近于1,表明投票规则越具有优越性,其接近
程度利用偏差度与1的差值的绝对值表示,即

∆C = |RE(X)− 1|. (20)

本文分别对以下两种情况作数值分析加以讨论 (相
关数据见表2):

1) Condorcet规则与多数赞成规则为同一候选
人,即下文中案例1的数值结果.

2) Condorcet规则与多数赞成规则为不同的候选
人,即下文中案例2的数值结果.

表 2 全局最优候选人指标

案例编号 全局最优候选人

决策变量

目标函数

Z值 支持度

x1 x2 Z sup

案例1

全局期望 0.648 4 0.561 8 0.186 0 0.384 4

韦伯问题 0.657 9 0.628 5 0.202 3 0.470 8

改进韦伯问题 0.637 4 0.617 8 0.237 8 0.516 7

全局多数赞成 0.733 4 0.579 3 0.239 1 0.547 1

案例2

全局期望 0.485 9 0.415 8 0.172 8 0.336 4

韦伯问题 0.458 4 4.404 3 0.202 3 0.405 2

改进韦伯问题 0.209 9 0.394 8 0.280 5 0.514 9

全局多数赞成 0.197 8 0.422 5 0.284 1 0.514 9

从比较计算结果可以看出,案例1与案例2中虽
然全局期望与韦伯问题两种全局候选人具有更小的

妥协度,但只有改进韦伯与全局多数赞成候选人满足
有效性条件,才可以作为投票规则的评价标准.各全
局候选人在网络中表示如图3所示.
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图 3 有效性检验

由于有效性判定条件的全局候选人不止一位,故
需进一步考虑如何选择最优的全局候选人.首先需
要计算改进韦伯问题最优解与全局多数赞成最优解

之间的置换度.根据置换度的定义,改进韦伯问题最

优解与全局多数赞成最优解之间的置换度分别以妥

协度与支持度为优化的最高优先级,其置换度一方面
衡量了投票群偏好分布的集中程度,另一方面其数值
的高低给全局最优候选人的选取提供了可靠的参考
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依据.案例1与案例2的置换度计算结果如表3所示.

表 3 置换度

置换度 案例1 案例2

T (x0, x1) −0.042 8 ∞

案例1中置换度结果小于0,说明当前偏好网络
的意见分歧较大,支持度与妥协度为两个不可协调的
指标,故全局候选人只能优先考虑当前最为重要的属
性作为决策当前投票网络中的全局最优候选人,即全
局最优候选人只能在改进韦伯问题最优解与全局多

数赞成最优解之间挑选.而案例2中置换度等于∞,
说明此时改进韦伯问题与全局多数赞成的最优解收

敛为同一点.由表2可看出,两者存在于相同的支持
域内,妥协度仅有较小的差距.该误差由模型造成,可
忽略不计.此时案例2中,可从改进韦伯问题或全局
多数赞成的最优解中任选其一即可作为投票规则的

评价准则.更进一步,需要计算每种投票规则下的获
胜者相对于全局最优候选人的RE偏差度.结果表明,
案例1中Condorcet规则与多数赞成两种投票规则选
择了相同的候选人作为获胜者,如图3(a)箭头所指即
为最终获胜者,故在该投票网络中不存在投票规则
的选择问题.另外观察该获胜者相对于全局多数赞
成的最优解的偏差程度相较于其他全局候选人能获

得最小的RE偏差度 (RE = 0.917 3),故在该次投票
中选择全局多数赞成模型的最优解作为最终全局最

优候选人.案例2中,两种投票规则选择了不同的候
选人作为获胜者 (如图3(c)中两个不同的箭头标识出
不同投票规则所选出获胜者),故需要考虑两者在改
进韦伯问题或是全局多数赞成的最优解下的偏差度

(RE(XA, XW /XA) = 0.485 7,RE(XC , XW /XA) =

1.134 5).结果显示,多数赞成规则所选获胜者更接近
全局最优获胜者,故在案例2中的投票偏好分布下,
使用多数赞成规则能够考虑大部分投票者的偏好,是
决策者考虑采用的最佳投票规则.
根据上述两个案例可以将评选标准 (全局期望、

韦伯问题、改进韦伯问题、全局多数赞成的最优解)
与投票规则 (Condorcet规则与多数赞成)的评选流程
总结如下:

1)依据全局多数赞成候选人搜索算法计算全局
多数赞成候选人支持度.若该候选人不满足有效性
判定条件,则该投票网络不存在一个使投票群满意的
最佳候选人;若全局多数赞成候选人存在,则计算改
进韦伯问题的最优解的支持度与妥协度,并计算两者

之间的置换度.若置换度小于0,则说明评价标准在全
局多数候选人与改进韦伯候选人中产生.若置换度大
于0,则考虑计算韦伯问题与全局期望候选人,并计算
两者支持度,查看是否满足过半数条件,若满足条件
则加入全局候选人集合,并根据下一步确认最终的评
选标准.若置换度等于0或者等于∞,则全局最优候
选人在改进韦伯问题与全局多数赞成候选人中选择

其一即可.
2) 查看不同的投票规则 (Condorcet与多数赞成

规则)是否选择了同一候选人作为最终的获胜者,同
时计算上述两种投票规则在全局候选人集中的每个

全局候选人下的RE偏差度.若选择同一候选人作为
获胜者,则投票规则任选其一即可,评价规则选择全
局候选人集合中RE偏差度最小的全局候选人作为
评价标准.若选择了不同的候选人作为最终的获胜
者,同时全局候选人不止一位时,则群决策组织者需
要考虑当前投票规则评选最重要的因素,即需要考虑
支持度与妥协度的优先级顺序,以此从全局候选人中
挑选出一位全局最优候选人后,与该全局最优候选人
具有最小RE偏差度的投票规则作为最终的该次群
决策的主要投票规则.
注1 图3(a)和图3(c)展示了本次数值实验按照

上述网络参数生成的随机投票网络,圆形实心节点
代表投票节点、黑色圆圈是每个投票者的偏好支

持域.各真实候选人用黑色正方形表示,而全局候选
人用以下不同的符号加以区分:XW为右三角、XW

为左三角、XM为上三角、XA为下三角.同样的全
局候选人在三角剖分网络中位置也以上述符号区

分.图3(b)和图3(d)展示了在该偏好网络参数下的
Delaunay三角剖分网络,网络中的每个三角形区域代
表了不同投票者节点支持域所构成的交集区域.

6 结 论

本文构建了基于复杂网络的投票系统,提出全局
最优获胜者的判定条件,在此基础上假设存在一个
“全局”的决策者,该全局决策者综合投票网络偏好
信息,权衡候选人的支持程度、妥协程度,提出一种基
于约束的Delaunay三角剖分的全局最优获胜者搜索
算法,从而“公平”地选择惟一的全局最优获胜者,作
为评价投票规则的评价标准.实验结果表明,当意见
分歧较大时,本文所提出全局最优候选人作为投票规
则的评价标准,能够更准确的衡量Condorcet规则与
多数赞成规则所选获胜者偏离投票群真实意愿的程

度.由于投票者之间存在信任传递现象,投票者的观
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点 (偏好)也在发生变化,如何构建动态复杂网络下的
投票系统对研究当前越来越复杂的民主投票进程具

有重要现实意义.
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