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基于邻域粗糙互信息熵的非单调性属性约简
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摘 要: 属性约简是粗糙集理论一项重要的应用,目前已广泛运用于机器学习和数据挖掘等领域,邻域粗糙集是
粗糙集理论中处理连续型数据的一种重要方法.针对目前邻域粗糙集模型中属性约简存在的缺陷,构造一种基于
邻域粗糙集的邻域粗糙熵模型,并基于此给出邻域粗糙联合熵、邻域粗糙条件熵和邻域粗糙互信息熵等概念.邻
域粗糙互信息熵是评估属性集相关性的一种重要的方法,具有非单调性变化的特性,对此,提出一种基于邻域粗糙
互信息熵的非单调性属性约简算法.实验分析表明,所提出算法不仅比目前已有的单调性属性约简算法具有更优
越的属性约简结果,而且具有更高的约简效率.
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Non-monotonic attribute reduction based on neighborhood rough mutual
information entropy
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Abstract: Attribute reduction is an important application in rough set theory, and it has been widely used in such areas
as machine learning and data mining so far. Neighborhood rough set is a vital method for processing continuous data in
rough set theory. For the existed detects of attribute reduction in the current neighborhood rough set model, the model
of neighborhood rough entropy based on a neighborhood rough set is defined, meanwhile, the concepts of neighborhood
rough combination entropy, neighborhood rough conditional entropy and neighborhood rough mutual information entropy
are given, where the neighborhood rough mutual information entropy is an important method for evaluating the correlation
of attribute sets, and at the same time, the neighborhood rough mutual information entropy is also proved to has a property
of non-monotonic changing, therefore a non-monotonic attribute reduction algorithm based on neighborhood rough
mutual information entropy is proposed. The experimental analysis show that the proposed algorithm has not only better
results but also higher reduction efficiency than existing monotonic algorithms in attribute reduction.
Keywords: neighborhood rough set；neighborhood rough entropy；neighborhood rough conditional entropy；neighborhood
rough mutual information entropy；non-monotonic；attribute reduction

0 引 䀰

属性约简[1]又称为特征选择,是粗糙集理论[1]在

机器学习和数据挖掘等领域中一项重要的数据预处

理方法.在当今大数据环境下,海量高维是数据的一
个典型的特征,并且部分数据内部包含着大量的噪声
数据,对数据的知识发现产生很大的影响;因此,对其

进行属性约简至关重要.目前属性约简已成为大数据
中一项重要的数据处理技术[2].
传统的粗糙集理论是建立在等价关系的基础上,

适用于离散型的数据集,学者们提出了众多的关于离
散型数据的属性约简算法[1-2].由于现实中很多的数
据包含连续型的属性,为了解决这一问题, Hu等[3-4]
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在连续型数据集上建立了邻域关系,并提出了邻域粗
糙集模型,该模型可以对连续型数据直接进行处理;
同时Hu等[4-6]提出了连续型数据的正区域属性约简

方法.在Hu等研究的基础上,学者们提出了大量的基
于邻域粗糙集的属性约简算法,例如Liu等[7]提出了

邻域粗糙集的快速属性约简, Wang等[8-9]提出了基于

模糊邻域粗糙集模型的属性约简和基于邻域区分度

的属性约简, Li等[10]提出了基于邻域决策理论粗糙

集的属性约简,姚晟等[11-12]提出了邻域量化容差关

系的条件熵属性约简和基于改进邻域粒化的模糊熵

属性约简,何松华等[13]提出了邻域组合测度的属性

约简方法,段洁等[14]提出了基于邻域粗糙集的多标

记特征选择算法.这些算法的提出使得邻域粗糙集
成为连续型数据属性约简的一种强有力的工具.
目前,基于邻域粗糙集模型的属性约简算法有一

个共同点,都是通过邻域粗糙集的邻域构造评估函
数,常见的评估函数有正区域[4-5]、知识粒度[13]、信息

熵[11-12]等,这些评估函数都满足单调性原则,基于评
估函数这种单调性去启发式地选择属性,直到属性子
集的评估函数度量值与属性全集的值保持一致,便获
得了最终的属性约简结果[4-14]. Li等[15]指出,这种单
调性的属性约简存在一定的缺陷,例如当原始数据集
的分类性能较差时,对应的评估函数度量值比较低,
这种单调性的属性约简不能得到更好的属性约简结

果.为了改善这种缺陷, Li等提出了一种非单调性的
属性约简算法,并通过实验表明了其有效性.然而, Li
等提出的属性约简算法只适用于离散型数据.
为了对连续型的数据集达到更好的属性约简效

果,本文首先在邻域粗糙集模型中提出邻域粗糙熵的
概念;然后,基于邻域粗糙熵定义邻域粗糙联合熵、邻
域粗糙条件熵和邻域粗糙互信息熵,邻域粗糙互信息
熵是评估属性集相关性的一种重要方法,它满足属性
集度量的非单调性;最后,利用邻域粗糙互信息熵的
非单调性结合Li等的观点,提出一种基于邻域粗糙
互信息熵的非单调性属性约简算法.实验结果验证
了所提出方法具有更好的属性约简效果.

1 基本理论

在粗糙集理论[1]中,所研究的数据被描述成
信息系统的形式, 一个信息系统可表示为 IS=

(U,AT, V ).其中:U是一个非空有限集合,被称为论
域; AT为信息系统的全体属性集,又称为特征集; V
为全体属性集的值域,Va表示属性 a所有取值的集

合.对象 x ∈ U在属性 a下的值可表示为 a(x),即
a(x) ∈ Va.

另外,当全体属性集AT= C
∪
D,且C

∩
D = ∅

时,此信息系统又称为决策信息系统 (DIS),其中C,D

分别表示为信息系统的条件属性集和决策属性. 当
该信息系统的条件属性的取值均为连续数值时,此信
息系统又称为邻域决策信息系统(NDIS).
定义1 对于信息系统 IS = (U,AT, V ),设∀B

⊆AT,定义

RB = {(x, y) | a(x) = a(y),∀a ∈ B}. (1)

RB是U上的一个等价关系,论域U在RB上可以诱

导出一个划分U/RB ,同时对象x ∈ U在RB上所产

生的等价类定义为 [x]B = {y | (x, y) ∈ RB}.
在邻域信息系统中,由于属性的取值为连续型,

邻域信息系统中的等价关系无法构建, Hu等[3-4]运用

邻域关系代替等价关系,并提出了基于邻域关系的粗
糙集模型,简称邻域粗糙集模型.
定义2 设邻域信息系统表示为NIS = (U,AT,

V ), ∆B ⊆AT在论域U上诱导的邻域关系定义为

NB = {(x, y) | ∆B(x, y) ⩽ δ,∀x, y ∈ U}. (2)

其中: δ为一个非负常数,被称为邻域半径;∆B(x, y)

为对象x, y之间的距离,通常的距离计算采用如下度
量公式:

∆B(x, y) =
( ∑

∀a∈B

|a(x)− a(y)|p
)1/p

. (3)

定义3 对于邻域信息系统NIS = (U,AT, V ),
邻域半径为δ,B ⊆ AT诱导的邻域关系NB可以将论

域U粒化成一组邻域粒U/NB ,表示为

U/NB = {nδ
B(xi) | xi ∈ U, 1 ⩽ i ⩽ |U |}. (4)

这里的nδ
B(xi)表示对象x ∈ U在邻域关系NB下的

邻域粒,定义为

nδ
B(x) = {y ∈ U | (x, y) ∈ NB}. (5)

对于P,Q ⊆ AT诱导的两个邻域关系分别为
NP 和NQ,对论域 U 的粒化分别表示为 U/NP 和

U/NQ,如果对于∀x ∈ U ,都满足nδ
P (x) ⊆ nδ

Q(x),则
称U/NP比U/NQ邻域粒化得更加精细,称U/NQ比

U/NP邻域粒化得更加粗糙,表示为U/NP ⪯ U/NQ,
即邻域关系NP 和NQ满足偏序关系.特别地,对于
∀x ∈ U ,都满足nδ

P (x) ⊂ nδ
Q(x),则称U/NP比U/NQ

严格精细,U/NQ比U/NP 严格粗糙,表示为U/NP

≺ U/NQ.
定义4 对于邻域信息系统NIS = (U,AT, V ),

邻域半径为δ, ∀B ⊆ AT所诱导的邻域关系为NB ,对
于论域上的对象集X ⊆ U ,关于邻域关系NB的邻域

下近似和邻域上近似分别定义为

NB(X) = {x ∈ U | nδ
B(x) ⊆ X}, (6)
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NB(X) = {x ∈ U | nδ
B(x)

∩
X ̸= ∅}, (7)

同时称

POSNB
(X) = NB(X), (8)

BUNNB
(X) = NB(X)−NB(X), (9)

NEGNB
(X) = U −NB(X) (10)

为X关于邻域关系NB的邻域正区域、邻域边界域和

邻域负区域.

2 邻域粗糙熵模型

近年来, Liang等[16]在信息系统中定义了信息熵

理论,并用于信息系统的不确定度量.随后学者们提
出了多种的变形和推广,如联合熵[17]、粗糙熵[18]和粒

度度量[19]等.本节主要在前人研究的基础上,将粗糙
熵推广到邻域粗糙集模型中.
定义5 对于邻域信息系统NIS = (U,AT, V )

且 |U | = n,设∀B ⊆ AT,邻域半径为δ,由B在论域U

上诱导出的邻域粒化为U/NB = {nδ
B(x1), n

δ
B(x2),

· · · , nδ
B(xn)},则定义邻域信息系统基于B的邻域粗

糙熵为

Eδ(B) = − 1

n

n∑
i=1

log 1

|nδ
B(xi)|

. (11)

下文中,在不引起混淆的情况下,适当省略δ的标

记.
性质1 对于邻域信息系统NIS = (U,AT, V ),

设P,Q ⊆ AT,若P和Q在论域上的邻域粒化满足

U/NP = U/NQ,则有E(P ) = E(Q).
证明 P,Q在论域上的邻域粒化满足U/NP =

U/NQ,即∀x ∈ U有nP (x) = nQ(x),因此根据邻域
粗糙熵的定义有E(P ) = E(Q). 2
性质2 对于邻域信息系统NIS = (U,AT, V )

且 |U | = n,设P,Q ⊆ AT,若P和Q在论域上的邻域

粒化满足U/NP ⪯ U/NQ,则有E(P ) ⩽ E(Q).
证明 P,Q在论域上的邻域粒化满足U/NP ⪯

U/NQ,即∀x ∈ U有nP (x) ⊆ nQ(x),则有∀x ∈ U满

足 log |nP (x)| ⩽ log |nQ(x)|,所以
n∑

i=1

log |nP (xi)| ⩽
n∑

i=1

log |nQ(xi)|,即满足关系E(P ) ⩽ E(Q). 2
性质2表明,随着邻域关系对论域的粒化逐渐变

得精细,其邻域粗糙熵是单调不增的,这表明邻域粗
糙熵可以作为邻域信息系统粒化程度的一种度量指

标.
在邻域粗糙熵中,邻域半径δ影响着对象邻域的

大小,因此接下来分析邻域半径与邻域粗糙熵之间的
关系.
性质3 对于邻域信息系统NIS = (U,AT, V )

且 |U | = n,B ⊆ AT,设邻域半径δ1和δ2满足δ1 ⩽ δ2,
则邻域粗糙熵有Eδ1(B) ⩽ Eδ2(B).
证明 由于 δ1 ⩽ δ2,根据定义3关于对象邻域

粒的定义,对于∀x ∈ U满足nδ1
B (x) ⊆ nδ2

B (x),可以

得到
n∑

i=1

log |nδ1
B (xi)| ⩽

n∑
i=1

log |nδ2
B (xi)|,即满足关系

Eδ1(B) ⩽ Eδ2(B). 2
定义5中的邻域粗糙熵是针对一个邻域关系导

出的,接下来针对多个邻域关系给出信息系统的邻域
粗糙联合熵.
定义6 对于邻域信息系统NIS = (U,AT, V )

且 |U | = n,设P,Q ⊆ AT,由P和Q在论域U上诱导

出的邻域粒化分别为

U/NP = {nP (x1), nP (x2), · · · , nP (xn)},

U/NQ = {nQ(x1), nQ(x2), · · · , nQ(xn)},

则邻域信息系统基于P和Q的邻域粗糙联合熵定义

为

E(P
∪
Q) = − 1

n

n∑
i=1

log 1

|nP (xi)
∩

nQ(xi)|
. (12)

类似地,邻域联合粗糙熵满足如下性质.
性质4 对于邻域信息系统为NIS = (U,AT, V )

且 |U | = n,设P,Q ⊆ AT,邻域粗糙联合熵满足
E(P

∪
Q) ⩽ E(P ),E(P

∪
Q) ⩽ E(Q).

证明 因为 |nP (xi)
∩
nQ(xi)| ⩽ |nP (xi)|,有

n∑
i=1

log |nP (xi)
∩

nQ(xi)| ⩽
n∑

i=1

log |nP (xi)|,所以性

质4成立. 2
性质5 对于邻域信息系统NIS = (U,AT, V )

且 |U | = n,设P,Q ⊆ AT,如果P和Q在论域U上

的邻域粒化满足U/NP ⪯ U/NQ,则有E(P
∪

Q) =

E(P ).
证明 P,Q在论域U上的邻域粒化满足U/NP

⪯ U/NQ,对于∀x ∈ U有nP (x) ⊆ nQ(x),即nP (x)
∩

nQ(x) = nP (x),所以
n∑

i=1

log |nP (xi)
∩
nQ(xi)| =

n∑
i=1

log |nP (xi)|,

因此E(P
∪
Q) = E(P ). 2

性质5表明,当两个邻域关系满足偏序关系时,
邻域联合粗糙熵的值是等于粒化更为精细的邻域关

系对应的粗糙熵值,也就是说邻域联合粗糙熵满足偏
序不变性.基于邻域粗糙熵和邻域联合粗糙熵,接下
来可以进一步导出邻域粗糙条件熵.
定义7 对于邻域信息系统NIS = (U,AT, V )

且 |U | = n,设P,Q ⊆ AT,由P和Q在论域U上诱导

出的邻域粒化分别为U/NP , U/NQ.定义邻域关系Q
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关于P的邻域粗糙条件熵为

E(Q|P ) = − 1

n

n∑
i=1

log |nP (xi)|
|nP (xi)

∩
nQ(xi)|

. (13)

同时,对于邻域决策信息系统NDIS = (U,C
∪

D,

V ),决策属性D关于P的邻域粗糙条件熵为

E(D|P ) = − 1

n

n∑
i=1

log |nP (xi)|
|nP (xi)

∩
[xi]D|

. (14)

性质6 对于邻域信息系统为NIS = (U,AT, V )

且 |U | = n,设P,Q ⊆ AT,邻域粗糙条件熵满足
E(Q|P ) = E(P

∪
Q)− E(P ).

证明 根据定义7有

E(Q|P ) = − 1

n

n∑
i=1

log |nP (xi)|
|nP (xi)

∩
nQ(xi)|

=

− 1

n

n∑
i=1

(log |nP (xi)| − log |nP (xi)
∩

nQ(xi)|) =

− 1

n

n∑
i=1

log |nP (xi)|+
1

n

n∑
i=1

log |nP (xi)
∩

nQ(xi)| =

E(P
∪

Q)− E(P ). 2
性质7 对于邻域信息系统NIS = (U,AT, V )

且 |U | = n,设P,Q ⊆ AT,如果P和Q在论域U上的

邻域粒化满足U/NP ⪯ U/NQ,则有E(Q|P ) = 0.
性质7的证明可由性质5和性质6直接得到,证

明略.
由性质6可以看出,邻域粗糙条件熵可以看成是

单个邻域关系与联合邻域关系之间的信息增量,由性
质7可以得到,如果两个邻域关系满足偏序关系,则
这种信息的增量为零.
定义8 对于邻域信息系统NIS = (U,AT, V )

且 |U | = n,设P,Q ⊆ AT,由P和Q在论域U上诱导

出的邻域粒化分别为U/NP , U/NQ.定义邻域关系
Q关于P的邻域粗糙互信息熵为

I(Q;P ) = − 1

n

n∑
i=1

log |nP (xi)
∩
nQ(xi)|

|nP (xi)| · |nQ(xi)|
. (15)

同时,对于邻域决策信息系统NDIS = (U,C
∪

D,

V ),决策属性D关于P的邻域粗糙互信息熵为

I(D;P ) = − 1

n

n∑
i=1

log |nP (xi)
∩
[xi]D|

|nP (xi)| · |[xi]D|
. (16)

性质8 对于邻域信息系统为NIS = (U,AT, V )

且 |U | = n,设P,Q ⊆ AT,邻域粗糙互信息熵满足:
1) I(Q;P ) = I(P ;Q);
2) I(Q;P ) = E(P )−E(P |Q) = E(Q)−E(Q|P );
3) I(Q;P ) = E(Q) + E(P )− E(P

∪
Q).

证明 由定义8显然有I(Q;P ) = I(P ;Q),因此
式(1)成立.因为

I(Q;P ) = − 1

n

n∑
i=1

log |nP (xi)
∩
nQ(xi)|

|nP (xi)| · |nQ(xi)|
=

− 1

n

n∑
i=1

(
log 1

|nP (xi)|
− log |nQ(xi)|

|nP (xi)
∩

nQ(xi)|

)
=

− 1

n

n∑
i=1

log 1

|nP (xi)|
−

[
− 1

n

n∑
i=1

log |nQ(xi)|
|nP (xi)

∩
nQ(xi)|

]
=

E(P )− E(P |Q),

同理有I(P ;Q) = E(Q)− E(Q|P ),所以式(2)成立.
由性质6有E(Q|P ) = E(P

∪
Q) − E(P ),所以

I(Q;P ) = E(Q) + E(P )− E(P
∪
Q). 2

在性质8的条件2)中,P和Q的邻域粗糙互信息

熵为P 的邻域粗糙熵减去P 关于Q的邻域粗糙条

件熵,因此P和Q的邻域粗糙互信息熵反应了NP和

NQ两个邻域关系公共的邻域粗糙信息量,体现了两
个属性集P和Q之间相关性程度,这与其他形式互信
息熵的结论是完全一致的[9].

3 邻域粗糙互信息熵的非单调性属性约简

算法

在目前基于邻域粗糙集模型的属性约简算法中,
首先是构建相应的属性集评估函数,然后基于评估函
数的单调性来启发式搜索约简集[4-14].近年来,学者
提出了一种非单调性的属性约简方法.例如Li等[15]

指出决策理论粗糙集模型中的决策属性正区域不满

足单调性,也就是说,随着条件属性的增加,决策属性
的正区域可能会减小,因此无法通过正区域的一致性
来构造属性约简方法,但是如果原始数据集的分类性
能较差,决策属性的正区域比较小,属性约简应该得
到正区域较大的约简集,这样才能提高数据的分类性
能.因此, Li等[15]运用决策理论粗糙集模型中正区域

的非单调性构造出了相应的属性约简算法,该算法得
到约简集的正区域不低于原始数据集的正区域,从而
提高了分类性能,更具一定的优越性.
定理 1 对于邻域决策信息系统 NDIS =

(U,C
∪

D,V ),P,Q ⊆ C,并且P和Q在论域U上诱

导出的邻域粒化分别为U/NP , U/NQ.若U/NP ⪯
U/NQ,则邻域粗糙互信息熵I(D;P )和I(D;Q)之间

的大小关系无法确定.
证明 若U/NP ⪯ U/NQ,则∀x ∈ U有nP (x) ⊆

nQ(x),x的决策类为 [x]D.令 |nP (x)| = a, |nQ(x)| =
b, |nP (x)

∩
[x]D| = c, |nQ(x)

∩
[x]D| = d.显然有0 <

a ⩽ b, 0 < c ⩽ d.下面根据这一条件分析a/c与b/d

之间的关系.设λ = a/c− b/d,即λ = (ad− bc)/(cd),
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这里的cd > 0,但是ad− bc的正负无法确定,例如,当
a = b = c = d时,有λ = 0.若a = 3, b = 5, c =

1, d = 2,则λ > 0;若a = 3, b = 7, c = 1, d = 2,则
λ < 0.因此根据已知条件无法判断a/c与b/d的大小

关系,即 |nP (x)|/(|nP (x)
∩
[x]D|)与 |nQ(x)|/(|nQ(x)∩

[x]D|)大小无法判断.根据定义8,同样也无法判断
I(D;P )和 I(D;Q)之间的大小关系,即邻域粗糙互
信息熵也不满足单调性. 2
在性质 8中,对于邻域决策信息系统NDIS =

(U,C
∪

D,V ),设P ⊆ C,邻域粗糙互信息熵I(D;P )

表示的是属性子集P和决策属性D之间公共的邻域

粗糙信息量,如果I(D;P ) > I(D;C),则说明属性子
集P比属性全集C具有更高的决策属性公共邻域粗

糙信息量,也就是说,属性子集P与决策属性D之间

的相关性比属性全集C更高,因此属性集P对该邻

域信息系统具有更高的分类性能,特别是对于属性
全集C和决策属性D之间相关性较小的邻域信息系

统,P作为该邻域信息系统的一个相对约简就更加合
适.类似于Li等[15]的观点,这里给出基于邻域粗糙互
信息熵的非单调性属性约简算法.
定义9 对于邻域决策信息系统NDIS = (U,C∪

D,V ),邻域半径为δ,若B ⊆ C是该信息系统的约

简当且仅当以下两点同时成立:

I(D;B) ⩾ I(D;C), (17)

I(D;B − {a}) < I(D;B). (18)

在定义9中,式 (17)表示约简集B的邻域粗糙互

信息熵不能低于全属性集的邻域粗糙互信息熵,式
(18)限定了约简集的极小性.
定义10 对于邻域决策信息系统NDIS = (U,C∪

D,V ),邻域半径为δ,∀a ∈ B ⊆ C关于B的属性重

要度定义为

sigin(a,B,D) = I(D;B)− I(D;B − {a}); (19)

∀a ∈ (C −B)关于B的属性重要度定义为

sigout(a,B,D) = I(D;B
∪
{a})− I(D;B). (20)

在定义10中,对于a ∈ B,若a关于B是内部重要

的,则邻域粗糙互信息熵满足关系I(D;B) > I(D;B

− {a}),因此有sigin(a,B,D) > 0,反之sigin(a,B,D)

⩽ 0.对于a ∈ (C − B),若a关于B是外部重要的,则
I(D;B

∪
{a}) > I(D;B),因此有 sigout(a,B,D) >

0,反之 sigout(a,B,D) ⩽ 0.将这两种属性重要度作
为启发式函数,本文提出一种启发式的属性约简算
法.
算法1 邻域粗糙互信息熵的非单调性属性约

简算法.

输入: NDIS = (U,C
∪
D,V ),邻域半径δ;

输出:约简集red.
Step 1:初始化red = ∅.
Step 2:对于 ∀a ∈ C,计算 a的属性重要度

sigin(a,C,D),对于满足 sigin(a,C,D) > 0的属性进

行red← red
∪
{a}.

Step 3:根据定义 10分别计算约简集 red和全
集C关于决策属性D的邻域粗糙互信息熵,分别
表示为 I(D; red), I(D;C).若满足关系 I(D; red) ⩾
I(D;C),则进入Step 5;否则进入Step 4.

Step 4:对于∀a ∈ (C − red),计算每个属性的属
性重要度sigout(a, red, D),并选择属性重要度最大的
属性a′进行red = red

∪
{a′},并进入Step 3.

Step 5:令Ω = ∅,对于∀a ∈ red,若属性a满足

I(D; red− {a}) = I(D; red),则Ω ← Ω
∪
{a}.

Step 6:判断Ω是否为空集,如果为空,则直接进
入Step 7;否则,选取Ω中任意一个属性 b进行 red←
red− {b},并进入Step 5.

Step 7:返回red.
在算法1中,算法的输入包含邻域半径δ,不同的

邻域半径将影响到邻域粗糙互信息熵的结果,为了简
洁,在算法中省略了δ的标记.
在整个算法的流程中, Step 2是一个启发式搜索

的过程,主要是在属性全集C中选取对分类具有相关

作用的属性.该步骤的计算量主要集中在邻域粗糙
互信息熵方面,而邻域粗糙互信息熵主要是对象邻
域的计算,采用文献 [7]所提出的快速计算邻域的算
法,则Step 2的时间复杂度为O(|C||U | log |U |). Step 3
是一个约简集的评估过程,如果邻域粗糙互信息熵
低于属性全集的熵值,则需要在 Step 4中对剩余的
属性集进行属性搜索,直到满足终止条件,这两步骤
的时间复杂度较低.至此,算法得到的约简集满足了
I(D; red) ⩾ I(D;C),但是这时的 red并不一定满足
式 (18),这主要是由于约简集 red中还可能会包含一
些冗余属性,这时需要通过Step 5和Step 6进行反向
冗余剔除,最终保证了约简集能够同时满足式 (17)和
(18).算法1的计算量主要集中在Step 2,所以整个算
法1的时间复杂度为O(|C||U | log |U |).

4 实验分析

本节将进行一系列实验来验证本文所提出算法

的属性约简性能.在进行实验之前,首先需要选取参
与对比的算法和进行实验的数据集,根据本文所提
出的属性约简的所属类型,选取 8种相关的属性约
简算法: 1) 基于决策理论粗糙集模型的非单调属性
约简[15],记为算法A; 2) 一种新的模糊粗糙集信息
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熵的特征选择算法[20],记为算法B; 3) 基于邻域决策
理论粗糙集的属性约简算法[10],记为算法C; 4) 基于
邻域区分度量的特征选择算法[9],记为算法D; 5) 基
于邻域粗糙集的正区域特征选择算法[4],记为算法
E; 6) 基于邻域组合测度的属性约简方法[13],记为算
法F; 7)基于邻域粒化和粗糙逼近的数值属性约简[5],
记为算法G; 8)基于高斯核的模糊粗糙集特征选择算
法[6],记为算法H.记本文所提出的邻域粗糙互信息
熵的非单调属性约简为算法I.
本实验从UCI机器学习数据库和Keng Ridge数

据库中总共选取了8个数据集,具体如表1所示.所有
算法均采用Matlab2010b进行编程实现,实验运行的
硬件环境为Intel (R) Core(TM) i7-6700K CPU和32GB
RAM.本实验总共分为4个部分:第1部分为9种算法
对表1所示各个数据集的属性约简结果比较;第2部
分为9种算法对应属性约简结果的分类精度比较;第
3部分为9种算法的属性约简计算时间比较;第4部分
主要探究本文所提出的算法 I中邻域半径δ对属性约

简结果的影响以及邻域半径δ的选取问题.

表 1 数据集信息

编号 数据集名称 对象 属数 类

1 iono 351 34 2

2 sonar 208 60 2

3 wdbc 569 31 2

4 libras 360 90 15

5 sick 2 800 29 2

6 gerbox 1 603 72 4

7 prostate 136 12 600 2

8 tumors 327 12 588 7

4.1 属性约简结果比较

表1中所示均为连续型数据集,为了消除属性量
纲的影响,对其进行归一化处理.而在参与比较的 9
种算法中,算法A只能处理离散型的数据集,因此算
法A在进行属性约简之前,需要将这8个数据集进行
离散化处理,这里直接采用WEKA软件中的等频离
散化法进行数值型数据离散化.对于本文所提出的
算法 I以及目前已提出的算法C∼算法G,邻域半径δ

是一个非常重要的参数,它的取值不同对最终的结果
具有很大的影响,因此通过对邻域半径δ取不同值分

别进行实验.由于各个数据集的属性数量并不一样,
因而很难对邻域半径δ进行统一选取.为了解决这一
问题,需重新定义邻域的选取方法,即定义邻域半径
δ = ∆min+k(∆max−∆min),其中k ∈ [0, 1],∆min表示

数据集所有对象之间距离的最小值,∆max表示数据

集所有对象之间距离的最大值,这样即可通过选取k

值间接选取δ.通过选取不同的k进行实验,便得到了
对应的属性约简结果.通过分类器CART和SVM分
别对不同k值得到的约简集进行十折交叉分类精度

计算,由于CART和SVM分类精度最高时的约简集
往往不相同,算法C∼算法G选取二者分类精度最高
时的约简集作为最终的属性约简结果.而对于本文
所提出的算法 I,将两种分类器各自分类精度达到最
高时的属性约简结果展示出来,具体如表 2所示,其
中的数值表示的是约简结果的属性序号,圆括号里的
值表示约简结果的大小.表3所示的是9种算法在每
个数据集下属性约简大小的比较,其中圆括号里的值
表示的是该约简结果对应的k值.

表 2 算法 I的属性约简结果

数据集 CART SVM
iono 1, 3, 4, 5, 7, 8, 12, 14, 19, 25, 30, 34, (12) 1, 4, 5, 14, 16, 17, 19, 25, 26, 34, (10)
sonar 1, 12, 13, 17, 21, 26, 42, 48, 55, (9) 1, 6, 12, 14, 21, 26, 42, 48, 55, (9)
wdbc 7, 10, 15, 22, 23, 26, 28, (7) 6, 9, 15, 16, 23, 25, (6)
libras 7, 12, 14, 15, 21, 27, 36, 46, 53, 58, 65, 67, (12) 12, 14, 19, 25, 27, 36, 46, 49, 53, 67, (10)
sick 1, 2, 3, 6, 10, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 26, 29, (13) 1, 2, 10, 15, 16, 17, 19, 20, 22, 24, 29, (11)

gerbox 2, 11, 15, 17, 25, 29, 33, 48, 56, 63, 67, (11) 2, 10, 11, 15, 17, 25, 27, 29, 36, 56, 63, 67, (12)
prostate 3 462, 4 483, 6 257, 6 984, 8 623, 8 854, 9 527, 11 321, 12 067, (9) 857, 3 462, 4 483, 5 127, 6 984, 8 623, 9 071, 9 527, 12 067, (9)

tumors
1 573, 2 132, 3 264, 4 300, 5 411, 6 079, 6 321, 6 452, 8 319, 2 132, 2 782, 3 588, 4 300, 5 411, 6 325, 6 764, 7 542, 8 574,
8 674, 8 825, 9 875, 10 784, (13) 8 676, 10 750, 12 369, (12)

表 3 9种算法的约简集大小比较

数据集 算法A 算法B 算法C 算法D 算法E 算法F 算法G 算法H 算法 I+CART 算法 I+SVM
iono 15 13 9 (0.16) 11 (0.13) 12 (0.18) 14 (0.28) 14 (0.25) 11 12 (0.25) 10 (0.09)
sonar 14 10 12 (0.22) 11 (0.24) 10 (0.12) 12 (0.22) 13 (0.29) 10 9 (0.23) 9 (0.13)
wdbc 13 10 11 (0.21) 7 (0.09) 8 (0.08) 9 (0.15) 12 (0.23) 10 7 (0.22) 6 (0.14)
libras 12 12 11 (0.15) 13 (0.19) 10 (0.13) 12 (0.25) 12 (0.21) 12 12 (0.21) 10 (0.12)
sick 12 12 13 (0.31) 10 (0.17) 9 (0.12) 11 (0.24) 12 (0.18) 10 13 (0.17) 11 (0.26)

gerbox 13 10 10 (0.14) 12 (0.23) 11 (0.18) 10 (0.13) 11 (0.17) 11 11 (0.14) 12 (0.21)
prostate 12 10 9 (0.06) 10 (0.16) 12 (0.19) 10 (0.17) 11 (0.10) 10 9 (0.15) 9 (0.18)
tumors 16 16 13 (0.18) 15 (0.12) 14 (0.11) 15 (0.31) 15 (0.25) 14 13 (0.22) 12 (0.14)
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在表3中,“算法I+CART”表示的是采用CART
分类器得到的约简集,“算法 I+SVM”表示的是采
用 SVM分类器得到的约简集.由表 3可以看出,经
过约简后的属性子集均小于原始数据的属性集,
说明对数据集进行约简降维很有必要.比较这 9种
算法的属性约简结果,本文所提出的算法 I在部分
数据集的约简集更小一些,例如CART分类器下的
sonar, wdbc, prostate和 tumors数据集, SVM分类器下
的 iono, sonar, wdbc, prostate和 tumors数据集,算法C
在数据集 iono上拥有更小约简集,算法 E在 sick和
libras数据集上拥有更小约简集.而算法A在大部分
数据集具有更大的约简集,这主要是由于算法A所运
行的数据集是经过离散化的,离散化的过程可能会丢

失数据的分类信息,影响了属性约简的结果.对于数
值型的数据集,直接对其进行属性约简具有更好的约
简效果.

4.2 分类精度结果比较

在 4.1节中给出了 9种算法的属性约简结果比
较,但是小的约简集并不代表有好的分类性能,同样
地,大的约简集也并不代表有差的分类性能.因此,运
用CART和SVM分类器分别对表3的8个数据集的
属性约简结果进行十折交叉分类训练,得到了对应的
分类精度值,具体如表4和表5所示.其中表4所示的
是CART分类器下分类精度比较,表5所示的是SVM
分类器下的分类精度比较.

表4 CART分类精度结果比较 %

数据集 算法A 算法B 算法C 算法D 算法E 算法F 算法G 算法H 算法 I
iono 88.42 84.48 85.36 86.12 85.65 86.32 85.27 87.35 89.62

√

sonar 74.26 73.94 72.82 74.62 74.55 73.84 73.54 73.64 74.67
√

wdbc 92.88
√

91.63 88.37 88.45 89.52 87.26 90.38 89.73 90.24
libras 77.28 78.37

√
75.59 77.82 74.95 76.12 76.18 75.36 77.35

sick 83.05 81.82 82.63 80.75 81.69 81.17 82.43 82.07 84.75
√

gerbox 73.56 72.15 74.25 73.03 73.56 72.95 74.35
√

72.68 74.35
√

prostate 75.15 73.69 72.95 78.24
√

75.06 74.85 75.32 74.15 75.65
tumors 68.78 65.26 64.28 65.82 63.59 66.56 66.75 64.28 69.39

√

表5 SVM分类精度结果比较 %

数据集 算法A 算法B 算法C 算法D 算法E 算法F 算法G 算法H 算法 I
iono 88.56 86.58 85.73 89.42 88.43 87.63 88.45 86.75 90.45

√

sonar 76.24 76.08 77.85
√

75.64 72.46 74.25 72.35 74.86 75.52
wdbc 90.47 88.36 87.72 86.68 85.96 89.76 85.67 86.74 92.48

√

libras 81.27 78.46 80.56 82.45 77.58 79.18 80.17 82.45
√

81.57
sick 86.79 85.76 83.27 85.48 84.09 84.38 82.47 85.39 87.78

√

gerbox 77.45
√

73.53 74.82 72.93 73.36 74.54 74.63 72.40 75.73
prostate 76.08 73.82 74.85 75.19 74.32 75.49 75.24 73.68 77.28

√

tumors 68.57 64.47 65.19 66.46 68.47 67.48 66.04 68.56 70.32
√

在表4和表5中,“
√
”标记表示的是9种算法分

类精度的最大值.观察表 4可以发现,在大部分数据
集中,算法 I的属性约简结果具有更高的分类精度,
算法A约简结果的分类性能也比较高,而其他 8种
算法只有在少部分数据集拥有更高的分类精度,如
prostate和 libras数据集,这主要是由于算法B∼算法
H均是基于单调性的启发式属性约简算法,虽然采用
了不同的属性集评估函数,如算法B采用了基于模糊
粗糙集的信息熵度量[20],算法D采用了邻域区分度
度量[9],算法F采用了邻域组合度量[13],算法G采用
依赖度度量[5],以及算法H采用高斯核的模糊粗糙集
的方法[6],但是在进行属性约简的过程中,各种算法
都是以最终约简集的度量结果和属性全集的度量结

果保持一致作为终止条件,如果原始数据集的分类性

能不是很理想,则得到的约简集也就不会有很好的分
类性能.因此,对于原始分类性能不是很理想的数据
集,基于单调性的属性约简不能够得到较优的属性约
简结果.相反,对于算法A和算法 I的非单调性属性约
简算法,在属性约简的过程中,其约简集的分类性能
度量值控制不低于原始数据集的度量值,最终的约简
集具有更好的分类性能.这就解释了算法A和算法 I
的约简结果具有更高分类精度的原因.相比算法 I,算
法A的分类精度较低一点,主要是由于数据集离散化
后对属性约简的影响.同样地,表5所示的SVM分类
精度结果同样能得到相同的结论.

4.3 属性约简运行时间比较

图 1所示为 9种算法在各个数据集上的属性约
简用时比较,其中运行时间的结果取多次约简用时的
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平均值.观察图 1可发现,对于规模较小的数据集, 9
种算法的运行时间相接近,当数据集的规模逐渐增大
时, 9种算法属性约简的运行时间出现了明显的差别.
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图 1 9种算法运行时间比较

算法A的时间复杂度为O(|C|2|U |)[15],由于算法A针
对的是符号型数据集,算法A在大部分数据集的约简
运行时间较低.算法B、算法D和算法H的时间复杂
度为O(|C|2|U |2)[6,9,20],算法C、算法E、算法F和算
法G的时间复杂度为O(|C|2|U | log |U |)[4-5,10,13],本文
所提出的算法I的时间复杂度为O(|C||U | log |U |).因
此,大部分数据集拥有较低的约简耗时,特别是对一
些规模较大的数据集,例如 prostate和 tumors,算法 I
和其他算法差距还是相当明显的.
通过9种算法对各个数据集的属性约简结果、分

类精度和约简用时进行了比较,验证了本文所提出的
属性约简算法具有较好的性能.

4.4 邻域半径δ的探究

由于邻域半径δ对本文所提出的算法 I的约简结
果具有很重要的影响,接下来将探究邻域半径δ和约

简结果之间的变化关系.首先,同样采用4.1节中利用
k值来选取邻域半径的方式,让k从0至1以0.05作为
间隔进行赋值;然后将对应的邻域半径进行属性约
简;最后对得到的属性约简结果分别计算出CART和
SVM分类精度.图 2所示的是部分数据集约简集大
小和两种分类精度关于k值的关系曲线.
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图 2 部分数据集实验结果

由图2中部分数据集的实验结果可以看出: k从
0至1逐渐增加的过程中,约简集的大小开始逐渐增
大,当达到一定值后趋于稳定,当k值增加到一定程

度后其约简集大小逐渐降低;对应的CART和SVM
分类精度一开始也是逐渐增大的,接着便趋于稳定,
最后逐渐降低.这主要是由于开始时邻域半径选取
的过小,每个对象的邻域类比较小,较小的邻域类不

能够具有较好的属性评估效果.当邻域半径选取过
大时,较大的邻域类对对象之间的区分能力较低,同
样不能具有较好的属性评估效果,从而会降低分类
精度.另外,综合图2部分数据集的结果可以看出,当
k取 [0.1, 0.3]时,约简结果具有较高的分类精度,因此
对于本文所提出的属性约简算法,其k值取 [0.1, 0.3]
是一个较为合适的范围.
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5 结 论

本文针对目前邻域粗糙集模型中单调性属性约

简存在的缺陷,首先在邻域粗糙集模型中定义了邻域
粗糙熵的概念;然后给出了邻域粗糙联合熵、邻域粗
糙条件熵和邻域粗糙互信息熵,邻域粗糙互信息熵是
对属性集相关性大小的一种重要体现.文中证明了
邻域粗糙互信息熵是随属性集增加而不是单调变化

的,利用这一性质,提出了一种非单调性的属性约简
算法, UCI实验结果验证了该算法相比其他算法具有
更好的属性约简性能.在本文所提出的算法中,如何
得到较优的约简结果,与邻域半径的大小有着很直接
的关系,而实验中只给出一个合适的邻域半径选取区
间,因而,通过理论的方法选择出更精准的邻域半径
将是接下来的研究课题.
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