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需求损失下两产品联合生产动态批量决策及预测时阈
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(1. 电子科技大学 经济与管理学院，成都 610054；2. 成都理工大学传播科学与艺术学院，成都 610059)

摘 要: 研究需求损失下两产品联合生产 (采购)动态批量决策问题.在各周期成本变动情形下分析多周期动态批
量决策的预测时阈和决策时阈,构建包含联合启动成本、两产品的单独启动成本、库存持有成本、变动生产成本和
需求损失成本在内的成本最小化模型.在最优解结构特性的基础上,设计出前向动态规划算法求解问题,通过建
立两产品生产点的单调性和建立生产集,给出求解预测时阈和决策时阈的充分条件.通过数值算例分析预测时阈
求解的具体过程,表明所构建模型的有效性.
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Dynamic lot-size model and forecast horizon study for two products under
joint production and lost sales
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Abstract: This paper investigates a two-product dynamic lot-size problem under joint production and lost sales, and
analyzes forecast and decision horizons for time-varying costs. We formulate a cost minimization model including
the joint setup costs, individual setup costs, variable costs, holding costs and lost sale costs over a finite horizon of
T periods. Based on some properties of the optimal solution, we develop an efficient forward dynamic programming
algorithm to solve the problem. Based on the monotonicity of the production point and production set for both products, a
sufficient condition for obtaining forecast horizon and decision horizon is given through a numerical example, the details
of computing the forecast horizon is analyzed, which shows the effectiveness of the proposed model.
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0 引 䀰

在企业的生产运作中,运营经理在做当前生产决
策时,通常需要分析今后一定时期内的数据信息 (如
需求、成本、库存),在获取这些数据信息的基础上,通
过优化方法决策出合理的生产批量.因此,运营经理
在决策时面临的首要问题是:应该分析今后多长时
间的数据信息？这一问题在运作管理领域被定义为

预测时阈问题.预测时阈的确定对企业动态批量的
生产决策至关重要,因为其长短与未来 (需求、成本
等)数据信息的收集紧密相关,较长的预测时阈意味
着更多的未来信息和数据的加工和处理,预示着大量
的人力、物力和时间的消耗,导致预测成本的增加,而

随着时间的向后推移,获取的数据的准确性也是逐渐
降低的,进而后期数据对前期决策的影响也变得不可
靠;而较短的预测时阈又可能会导致未来信息数据
的不完整,从而影响当前决策结果的准确性.因而,合
理地预测时阈直接决定着企业成本的高低和决策结

果的准确性,进一步影响企业的运营效率.所以,这一
问题已经成为企业动态批量决策中的关键问题,也是
企业应用ERP等决策支持系统的先决条件[1].

Wagner等[2]最早研究了企业生产的动态批量问

题:企业面对T个周期外生确定的需求,但每一周期
的需求是变化的,生产单一产品满足每一周期的需
求,不允许缺货和延迟交货,可以通过当期的生产满
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足,也可以通过前一周期期末的库存满足,企业无生
产能力和库存能力的约束.企业的生产启动成本与
库存持有成本是变化的,但单位生产成本是固定的,
企业的目标是达到T个周期总成本最小,这就是著名
的W-W模型.其最主要的贡献: 1) 提出了零库存性
质,在此性质的基础上,给出了多项式时间的前向动
态规划算法求解问题; 2)求解了预测时阈问题.此后,
大量的文献对W-W模型进行拓展,如考虑延迟交货
问题、生产和库存能力约束问题、再制造问题、需求

或生产时间窗问题、价格生产联合决策问题、生产

平稳性问题等.预测时阈在生产与库存管理领域更
多的拓展文献以及在能力扩张问题、机器设备的更

换问题、工厂选址问题、资金的平衡问题、排序与排

程问题的拓展文献请参见预测时阈综述文章[3].之后
文献[4-12]也对预测时阈问题进行了研究.
由于多产品联合生产 (采购)能够给企业带来范

围经济,多产品联合生产 (采购)方式越来越受到企业
的青睐. Akbalik等[13]研究了库存能力约束下的多产

品动态批量问题,证明了即使在无库存成本和稳定的
启动成本下此问题也是NP-hard问题.在投机性动机
成本下和产品数目固定的情形下,此问题在多项式
时间内可解.之后又拓展了库存能力约束下的多产
品动态批量问题,考虑了生产能力与库存能力双重约
束情形[14]. Melo等[15]研究了无生产能力约束但有库

存能力约束的多产品动态批量模型,提出了两种启发
式算法求解问题,并用数值实验比较了两种算法的效
率. Cheung等[16]考虑了具有子模性的成本结构的多

产品联合补货问题,并利用子模函数的性质设计算法
求解问题. Li等[17]考虑两个具有终止使用期限限制

的耐用品动态批量模型:单产品模型和两产品模型,
设计动态规划算法求解单产品模型,设计拉格朗日松
弛算法求解两产品模型. Cuha等[18]研究了再制造的

多产品动态批量模型,利用有效不等式设计启发式算
法,并用数值实验说明了算法的有效性.但以上多产
品动态批量问题都要求每一周期的需求必须得到满

足,不允许延迟交货也不允许缺货情况存在,也没有
分析预测时阈问题.

Sandbothe等[19]最早研究了生产能力约束且允

许缺货的单产品动态批量模型,但假设了各周期成
本参数不变,在最优解性质的基础上给出了动态规
划算法求解模型,并给出了寻找预测时阈的充分条
件.之后又拓展了以上研究,考虑了生产能力和库存
能力双重约束情形[20]. Aksen等[21]研究了在无能力

约束下允许需求损失 (缺货)的动态批量问题:企业面

对外生已知的市场价格和需求,企业的生产和库存
成本也是确定已知的,企业的生产成本包括固定成
本和变动成本,各个周期的成本和价格是变动的;顾
客需求有可能得不到满足,需求损失 (缺货)也产生了
收益损失 (缺货成本);企业要优化采购计划达到多个
周期的收益最大,收益最大问题可以转化为解决成
本最小问题. Aksen[22]考虑了缺货会产生商誉损失的

情况,拓展了文献 [21]的研究. Absi等[23]拓展了文献

[19]的研究,考虑了多产品情形,证明了此问题是NP-
hard问题,并利用有效不等式设计启发式算法求解问
题. Absi等又在文献 [24-25]中研究了单产品在生产
时间窗下的动态批量模型,同时考虑了需求损失、延
迟交货和提前生产,在最优解性质的基础上给出了多
项式时间的动态规划算法. Narenji等[26]研究了多产

品联合生产动态批量模型,考虑了生产能力约束和
需求损失的情形,利用启发式方法求解模型并用数
值实验分析了算法效率. Gayon等[27]考虑了一个仓

库多个零售商的两级动态批量模型,零售商的需求允
许延迟交货和缺货,提出了一种组合算法计算两种情
形的近似解. Chu等[28-31]、Zhong等[32]研究了库存能

力约束下允许缺货和延迟交货情况下单产品的动态

批量问题,同时指出缺货 (需求损失)可以视为生产外
包 (outsouring),只是语义上的不同.其他考虑允许缺
货 (需求损失)的动态批量拓展模型请参见文献 [33-
37].考虑生产外包 (缺货、需求损失)的动态批量,黄
玲等[38-39]研究了一个非减库存能力约束下允许延期

交货和外包的单产品动态批量问题,给出了多项式时
间的动态规划算法,最后通过数值实验验证了算法的
有效性.钟金宏等[40]研究了允许外包和延迟交货的

单产品动态批量问题,成本函数均为带固定分量的线
性函数,外包量、延迟交货量和库存容量均受限.王能
民等[41]考虑了一个外包和再制造的单产品动态批量

决策模型,讨论了最优解的性质,并给出多项式时间
的动态规划算法.徐娟等[42]考虑了一个不同顾客环

境下生产和外包的动态批量决策问题,分析了两类顾
客和多类顾客情形.在两类顾客下,给出了一个多项
式算法得到最优的生产及外包策略;在多类顾客下,
设计了一种启发式算法得到企业的生产及外包策略.
以上大部分文献重点在于设计算法求解需求损

失下的动态批量模型,而没有分析预测时阈问题.仅
有文献 [19-20]两篇文献在各周期的成本参数是固定
不变的假设下考虑了需求损失的动态批量预测时阈

问题,而且是针对单产品问题没有涉及多产品的联合
生产问题.因此,本文将深入研究解决需求损失下两
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产品联合生产的预测时阈问题,在变动成本参数下求
解两产品动态批量的预测时阈.国内学者关于生产
(采购)计划[43]和库存管理[44-45]方面有大量研究,同
样也都没有涉及预测时阈的分析.

1 模型构建

在模型构建中需要定义如下符号.
T :时间周期;
Xnt:第 t期期初产品n的生产 (采购)数量, 1 ⩽

t ⩽ T ,n = 1, 2;
dnt:第 t期期初产品n的需求, 1 ⩽ t ⩽ T ,n =

1, 2;
Int:第 t期期末 (t + 1周期期初)产品n的库存数

量, 1 ⩽ t ⩽ T ,n = 1, 2;
Snt:第 t期产品n的需求损失 (缺货)数量, 1 ⩽

t ⩽ T ,n = 1, 2;
cnt:第 t期期初产品 n的单位生产 (采购)成

本, 1 ⩽ t ⩽ T ,n = 1, 2;
hnt:第 t期单位库存持有成本, 1 ⩽ t ⩽ T ,n =

1, 2;
snt:第 t期单位需求损失 (缺货)成本, 1 ⩽ t ⩽

T ,n = 1, 2;
knt:第 t期期初生产产品n的单独启动成本, 1 ⩽

t ⩽ T ,n = 1, 2;
Kt:第t期期初生产的联合启动成本, 1 ⩽ t ⩽ T .
定义二元变量

δ(X) =

1, X > 0;

0, X = 0.

根据文献[21]的研究,有如下假设成立.
假设1 snt > cnt,n = 1, 2, 1 ⩽ t ⩽ T ,即两产品

需求损失 (缺货)的成本大于单位生产成本. 这是一
个合理的假设,否则,若需求损失的成本大于单位生
产成本,则需求全部不满足是最优策略.

若第 t期期初同时生产两种产品,则启动成本为
Kt + k1t + k2t,若第t期期初只生产产品1(产品2),则
启动成本为Kt + k1t(Kt + k2t).不失一般性,假设初
始时期和结束时期两产品库存均为0.在以上假设和
定义的基础上,需求损失下的两产品联合生产动态批
量决策问题可以用以下优化模型描述,企业的目标是
在T周期内达到总成本最小,目标函数表示为

min
T∑

t=1

(
Ktδ

( 2∑
n=1

Xnt

)
+

2∑
n=1

(kntδ(Xnt)+

cntXnt + hntInt + sntSnt)
)
. (1)

s.t. Int = In,t−1 +Xnt − (dnt − Snt),

1 ⩽ t ⩽ T, n = 1, 2; (2)

Snt ⩽ dnt, 1 ⩽ t ⩽ T, n = 1, 2; (3)

Xnt, Int, Snt ⩾ 0, 1 ⩽ t ⩽ T, n = 1, 2. (4)

约束条件 (2)表示两产品的库存平衡,当期的库
存数量等于上一期的库存数量加上当期期初的生

产数量减去实际满足的需求的数量.约束条件 (3)表
示当期需求损失 (缺货)的数量小于等于当期的需
求.约束条件 (4)表示两产品的生产数量、库存数量
和需求损失(缺货)数量均大于等于0.
以上构建的模型和Aksen等[21]的研究都是研究

了允许需求损失 (缺货)情形下的动态批量决策问题,
但不是对文献 [21]的简单拓展,主要有两个方面的不
同: 1) 文献 [21]考虑的是单产品生产决策问题,本文
考虑的是两产品联合生产决策问题,本文设置的两产
品联合生产的启动成本具有子模性[16],具有子模性
质的成本能很好地刻画企业在生产过程中的范围经

济,这是单产品问题所不具备的.另外,针对单产品动
态批量问题设计的动态规划算法不适用于两产品联

合生产的动态批量问题. 2)文献[21]没有考虑预测时
阈问题,本文的重点是研究两产品联合生产和需求损
失下动态批量的预测时阈问题.
定义1 给定T -周期需求损失下的两产品联合

生产动态批量决策问题的最优解,若Xnt > 0, 1 ⩽
t ⩽ T ,n = 1, 2,则周期t定义为产品n的生产点或者

采购点.

2 前向动态规划算法

引理 1 在T -周期问题的最优解中,对于产品
n(n = 1, 2)和任意t(1 < t ⩽ T )有如下性质成立:

1) In,t−1Xnt = 0;
2) Snt(Snt − dnt) = 0;
3) XntSnt = 0.
证明 根据文献 [21],性质1)是著名的零库存性

质,某一周期 t的生产如果大于0,则上一期的库存为
0;性质2)是表明某一周期 t如果有需求损失,则损失
的数量一定为当期的需求;性质3)说明某一周期 t如

果生产大于0,则不会有需求损失,这一性质可以由假
设1得到. 2
文献 [21]设计的前向动态规划算法只适用于单

产品情况,不适用于两产品联合生产情况.根据引理1
中的3个性质,以下内容将设计出两产品联合生产的
前向动态规划算法.令F (t)为 t-周期问题的最优成
本,F (i, j, t)是产品1的最后一个生产点为 i、产品2
的最后一个生产点为j时 t-周期问题的成本.由以上
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定义可得

F (t) = min
1⩽i⩽t;1⩽j⩽t

F (i, j, t).

若产品 1或者产品 2在 t-周期问题中无生产点,
则设置 i = 0或 j = 0.下面分类讨论计算动态规划
循环式F (i, j, t).

首先计算初始值F (1),若

K1 + k11 + c11d11 + k21 + c21d21 ⩽ s11d11 + s21d21,

k11 + c11d11 ⩽ s11d11, k21 + c21d21 ⩽ s21d21,

则

F (1, 1, 1) = K1 + k21 + c21d21 + s11d11;

若

k11 + c11d11 > s11d11,

K1 + k21 + c21d21 ⩽ s21d21,

则

F (0, 1, 1) = K1 + s11d11 + k21 + c21d21;

若

K1 + k11 + c11d11 ⩽ s11d11,

k21 + c21d21 > s21d21,

则

F (1, 0, 1) = K1 + k11 + c11d11 + s21d21;

若

k11 + c11d11 > s11d11,

k21 + c21d21 > s21d21,

则

F (0, 0, 1) = s11d11 + s22d22.

当t ⩾ 2, 1 ⩽ i ⩽ t− 1, 1 ⩽ j ⩽ t− 1时,定义

MC1it = min
{
s1t, c1i +

t−1∑
l=i

h1l

}
,

MC2jt = min
{
s2t, c2j +

t−1∑
l=j

h2l

}
,

则

F (i, j, t) = F (i, j, t− 1) +MC1it +MC2jt,

F (0, j, t) = F (0, j, t− 1) + s1td1t +MC2jt,

F (i, 0, t) = F (i, 0, t− 1) +MC1it + s2td2t,

F (0, 0, t) = F (0, 0, t− 1) + s1td1t + s2td2t.

当t ⩾ 2, i = t或j = t时:若

Kt + k1t + c1td1t + k2t + c2td2t ⩽ s1td1t + s2td2t,

k1t + c1td1t ⩽ s1td1t, k2t + c2td2t ⩽ s2td2t,

则

F (t, t, t) = F (t− 1) +Kt +
2∑

n=1

knt +
2∑

n=1

cntdnt;

若

k1t + c1td1t > s1td1t,

Kt + k2t + c2td2t ⩽ s2td2t,

则

F (0, t, t) = F (t− 1) + s1td1t +Kt + k2t + c2td2t;

若

Kt + k1t + c1td1t ⩽ s1td1t,

k2t + c2td2t > s2td2t,

则

F (t, 0, t) = F (t− 1) +Kt + k1t + c1td1t + s2td2t.

算法复杂度为:首先需要计算 F (i, j, t)的值

O(T )次, i = 1, 2, · · · , t, j = 1, 2, · · · , t, t = 1, 2, · · · ,
T ,对于固定的i, j和t,计算MC1it和MC1jt需要考虑

O(T )次的值,因此算法的时间复杂度为O(T 2).

3 预测时阈分析

预测时阈T 是指这样一段时间周期,给定 1 ⩽
t ⩽ T ,如果 [1, t]期的最优决策不受T之后所有周期

的信息 (成本、需求等)的影响,则T为周期t的预测时

阈;这个最优的初始决策所覆盖的周期数 t就是决策

时阈.
令 i(nt)代表 t周期问题最优解中产品n的最后

一个生产点,n = 1, 2, 1 ⩽ t ⩽ T .令a1it = c1i +
t−1∑
l=i

h1l, 1 ⩽ i ⩽ t ⩽ T ,如果 i = t, a1ii = c1i,则令

m(1t)为使a1it最小的周期 i的取值, 1 ⩽ i ⩽ t ⩽ T ;
如对于任意的k(1 ⩽ k ⩽ t)有a1kt ⩾ a1it成立,则

i = m(1t).同理令a2jt = c2j +

t−1∑
l=j

h2l, 1 ⩽ j ⩽

t ⩽ T ,令m(2t)为使 a2jt最小的周期 j的取值.令
i(t) = min{i(1t), i(2t)},P (t)代表t-周期问题.

引理 2 在 P (t)的最优解中,如果 i(nt) =

m(nt),n = 1, 2, 1 ⩽ t ⩽ T ,则两产品最后一个生
产点是单调的,即i(nt∗) ⩾ i(nt), t∗ ⩾ t+ 1.

证明 在P (t+ 1)的最优解中,如果i(1, t+ 1) =

t + 1, i(2, t + 1) = t + 1,则可得 i(1, t + 1) > i(1t)和

i(2, t+ 1) > i(2t).否则,分3种情况讨论:
1)若i(1, t+1) ⩽ t, i(2, t+1) = t+1,则直接可得

i(2, t+1) > i(2t);若c1i(1,t+1)+

t∑
l=i(1,t+1)

h1l > s1,t+1,
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则可得i(1, t+1) = i(1t);若c1i(1,t+1)+
t∑

l=i(1,t+1)

h1l ⩽

s1,t+1,则运用反证法,假设 i(1, t + 1) < i(1t),由 i(1t)

= m(1t)及m(1t)的定义,有 a1i(1t)t = a1m(1t)t ⩽
a1i(1,t+1)t成立,又由a1i(1,t+1),t+1 = a1i(1,t+1)t + h1t,
a1i(1t),t+1 = a1i(1t)t + h1t = a1m(1t),t+1 = a1m(1t)t +

h1t,可得 a1i(1t),t+1 = a1m(1t),t+1 ⩽ a1i(1,t+1),t+1,说
明在 i(1t)期生产产品1满足第t + 1期的需求成本不

会大于在i(1, t+ 1)期生产产品1满足第t+ 1期的需

求成本,因此假设 i(1, t + 1) < i(1t)不成立,即可得
i(1, t+ 1) ⩾ i(1t).

2)若i(1, t+ 1) = t+ 1, i(2, t+ 1) ⩽ t,则直接可
得i(1, t+1) > i(1t),证明i(2, t+1) ⩽ i(2t)的过程与

情况1)类似,略.
3)若i(1, t+ 1) ⩽ i(1t), i(2, t+ 1) ⩽ t,证明过程

同样与1)类似,略.
综上分析可得i(n, t+ 1) ⩾ i(nt),n = 1, 2.同理,

在P (t+ 2)的最优解中,有i(n, t+ 2) ⩾ i(n, t+ 1),由
以上分析类推,若在P (t)的最优解中,如果有 i(nt) =

m(nt)成立,n = 1, 2,则可得 i(nt∗) ⩾ i(nt), t∗ ⩾
t+ 1. 2
引理3 在P (t)的最优解中,若 i(nt) = m(nt),

n = 1, 2, 1 ⩽ t ⩽ T ,则对于任意 t∗, t + 1 ⩽ t∗ ⩽
T ,P (t∗)的最优解中至少有一个产品1的生产点和产
品2的生产点属于集合{i(t), i(t) + 1, · · · , t}.
证明 由引理2,在P (t)的最优解中,若 i(nt) =

m(nt),n = 1, 2, 1 ⩽ t ⩽ T ,则可得i(nt∗) ⩾ i(nt), t+
1 ⩽ t∗ ⩽ T .如果 i(1t∗) ⩽ t和 i(2t∗) ⩽ t,则根
据 i(t)的定义可得 i(1t∗)和 i(2t∗)在集合{i(t), i(t) +
1, · · · , t}中,定理得证.否则,分3种情形讨论:

1)若i(1t∗) ⩾ t+1, i(2t∗) ⩽ t,则直接可得i(2t∗)
在集合{i(t), i(t)+1, · · · , t}中,同时可得i(1t∗)−1-周
期问题的最优解是 t∗-周期问题最优解的一部分,且
有 i(1(i(1t∗) − 1)) ⩾ i(1t).如果 i(1(i(1t∗) − 1)) ⩽
t,则 i(1t) ⩽ i(1(i(1t∗) − 1)) ⩽ t,即 i(1(i(1t∗) −
1))和 i(2t∗)在集合 {i(t), i(t) + 1, · · · , t}中.如果有
i(1(i(t∗) − 1)) ⩾ t + 1,则继续上述过程,直到找到
一个周期的最优解中有一个产品1的生产点和产品2
的生产点属于集合{i(t), i(t) + 1, · · · , t}.

2) i(1t∗) ⩽ t, i(2t∗) ⩾ t+ 1.
3) i(1t∗) ⩽ t, i(2t∗) ⩽ t.
情形2)和情形3)的证明与情形1类似,略.综合

以上各种情形可得在P (t)的最优解中,如果 i(nt) =

m(nt),n = 1, 2, 1 ⩽ t ⩽ T ,则对于任意 t∗, t +

1 ⩽ t∗ ⩽ T ,P (t∗)的最优解中至少有一个产品

1的生产点和产品 2的生产点属于集合 {i(t), i(t) +

1, · · · , t}.集合{i(t), i(t) + 1, · · · , t}也称为两产品的
生产集. 2
定义2 如果Xt

ni是P (t)最优解中产品n在第 i

期的生产数量,则生产序列{Xt
n1, X

t
n2, · · · , Xt

nt}是
产品n的最优生产序列,n = 1, 2.
定义3 如果生产序列{Xt

n1, X
t
n2, · · · , Xt

nt}是
产品 n的最优生产序列,则生产序列 {Xt

n1, X
t
n2,

· · · , Xt
nt′}(t′ ⩽ t)是产品n的最优生产子序列,n =

1, 2.
定理1 在P (t)的最优解中,若 i(nt) = m(nt),

n = 1, 2, 1 ⩽ t ⩽ T ,且有X
i(t)−1
11 = X

i(t)
12 = · · · =

Xt−1
1τ ,Xi(t)−1

21 = X
i(t)
22 = · · · = Xt−1

2τ 成立,则周期t为

更长周期t∗预测时阈, τ为决策时阈, t+ 1 ⩽ t∗ ⩽ T .
证明 根据引理 3,在 P (t)的最优解中,如果

i(nt) = m(nt),n = 1, 2, 1 ⩽ t ⩽ T ,则对于任意
t∗, t + 1 ⩽ t∗ ⩽ T ,P (t∗)的最优解中至少有一个产
品1的生产点和产品2的生产点属于集合{i(t), i(t) +
1, · · · , t}.因此,对于 r ∈ {i(t) − 1, i(t), · · · , t − 1},
至少有一个P (r)的最优解是P (t∗)的最优解的一部
分.如果X

i(t)−1
1l = x

i(t)
1l = · · · =xt−1

1l 且X
i(t)−1
2l =

x
i(t)
2l = · · · =xt−1

2l 对于 l = 1, 2, · · · , τ成立,则意味着
每一个问题P (i(t) − 1),P (i(t)), · · · , P (t − 1)有相

同的τ期最优生产子序列,因此这个τ期生产子序列

是任何更长周期 t ∗ (t ⩽ t∗)最优解的一部分, τ为决
策时阈.又因为仅仅需要t周期的信息决定决策时阈,
所以 t为预测时阈.集合{i(t) − 1, i(t), · · · , t − 1}被
称为两产品的再生集[46]. 2

下面举例分析预测时阈的求解过程.
例1 假设产品1和产品2前7期的需求分别为

d1t = (10, 7, 6, 13, 8, 8, 12),

d2t=(10, 6, 8, 12, 9, 6, 13).

成本参数为

Kt = (50, 60, 60, 50, 60, 70, 50),

k1t = (10, 11, 9, 9, 11, 10, 10),

k2t = (10, 11, 9, 9, 10, 11, 9),

s1t = (8, 8, 6, 9, 9, 10, 10),

s2t = (9, 8, 8, 9, 9, 7, 10),

h1t = (1, 2, 2, 1, 1, 2, 1),

h2t = (1, 1, 2, 2, 2, 1, 1),

c1t = c2t = (4, 5, 5, 5, 5, 5, 4).

运用前向动态规划算法,计算结果如表 1所示.
由表1可知, i(17) = m(17) = 7, i(27) = m(27) = 7,
因此生产集中只有周期 7一个元素,再生集中只有
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周期 6一个元素.又由X6
11 = 17,X6

12 = 0,X6
13 =

0,X6
14 = 29,X6

15 = 0,X6
16 = 0;X6

21 = 24,X6
22 =

0,X6
23 = 0,X6

24 = 21,X6
25 = 0,X6

26 = 0,可知周期7
是预测时阈,相应的决策时阈为τ = 6.

表1 例1的计算结果

t 1 2 3 4 5 6 7

(d1t, d2t) (10,10) (7,6) (6,8) (13,12) (8,9) (8,6) (12,13)

(X1
1t, X

1
2t) (10,10)

(X2
1t, X

2
2t) (17,16) (0,0)

(X3
1t, X

3
2t) (17,24) (0,0) (0,0)

(X4
1t, X

4
2t) (17,24) (0,0) (0,0) (13,12)

(X5
1t, X

5
2t) (17,24) (0,0) (0,0) (21,21) (0,0)

(X6
1t, X

6
2t) (17,24) (0,0) (0,0) (29,21) (0,0) (0,0)

(X7
1t, X

7
2t) (17,24) (0,0) (0,0) (29,21) (0,0) (0,0) (12,13)

F (t) 150 215 299 492 603 701 870

通过构造数值实验来进一步理解允许需求损失

下两产品联合生产动态批量预测时阈的特征.根据
文献 [5]的研究,假设两种产品的需求服从正态分布,
均值为10,标准差为1,若产品需求小于0,则设定为1.

图1描述了预测时阈作为联合启动成本和两产
品单独启动成本函数的变化趋势. Kt取 6个值,即
50, 60, 80, 100, 150, 200;对于n = 1, 2, knt取 3个值,
即10, 25, 40;其他参数设为 cnt = 5,hnt = 1, snt =

20.为了方便找到预测时阈中值,对每一组参数运行
13次,本实验运行的次数为6× 3× 13 = 234.随着联
合启动成本和两产品单独启动成本的增加,发现预测
时阈中值也显著递增.这是因为随着联合启动成本
和两产品单独启动成本的增加,每一次决策所覆盖的
周期数越长,最优解的生产点需要在更长的时间周期
中选择,因而预测时阈递增.
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图 1 作为联合启动成本和单独启动

成本函数的预测时阈中值

图 2描述了预测时阈作为两产品缺货 (需求损
失)成本和库存持有成本函数的变化趋势.对于n =

1, 2, snt取 6个值,即 8, 9, 10, 11, 12, 15;hnt取 2个值,
即 1和 2;其他参数设为 cnt = 5, knt = 10,Kt =

100.同样对每一组参数运行13次,本实验运行的次

数为6 × 2 × 13 = 156.可以发现,随着缺货成本的
增加,预测时阈中值是增加的,同样是因为较大的缺
货成本导致最优解的生产点需要在更长的时间周期

加以选择;随着库存持有成本的增加,预测时阈中值
是降低的.这是因为如果库存成本较大,每一次决策
所覆盖的周期数越小,则最优解的生产点只需在较短
的时间内加以选择,因而预测时阈较小.
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图 2 作为缺货成本和库存持有成本

函数的预测时阈中值

综合图1和图2可以得到,最优解的生产点可选
择的周期长度决定了预测时阈的长短,企业当前的
生产 (采购)决策受到今后成本参数的影响,对企业来
讲,如果启动成本 (联合启动成本及两产品单独启动
成本)和缺货成本相对较大,库存持有成本相对较小,
则在作当前的生产计划时,需要分析相对较长时期的
数据信息;反之,则需要分析较短时期的未来数据信
息.

4 结 论

本文研究了两产品在需求损失条件下联合生产

决策问题,在最优解结构性质的基础上,给出了前向
动态规划算法求解问题.在生产点单调性的基础上
构造两产品的生产集,给出了求解预测时阈和决策时
阈的充分条件.
本文可以从以下两个方面进行拓展: 1) 在更加

现实的约束下 (生产能力约束,库存能力约束)研究联
合生产决策问题,将显得更加实用和有意义. 2) 本文
是在固定-线性和线性成本下求解预测时阈问题,而
在凹函数成本和凸函数成本下求解预测时阈也是一

个有意义的拓展.
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