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基于非线性干扰观测器的一类欠驱动系统跟踪控制

黄辉先, 丁 灿†, 刘嘉婷
(湘潭大学信息工程学院，湖南湘潭 411105)

摘 要: 针对一类欠驱动系统的跟踪控制问题,提出一种基于非线性干扰观测器的控制策略.首先给出一种基于
跟踪误差的输出函数,通过等式变形和Butterworth低通滤波器解决未知控制方向问题;其次,引入一种新型非线
性干扰观测器,对系统未知模型进行补偿,使控制器的设计无需知道系统的结构和参数;再次,通过对系统的内部
动态和外部动态的分析,证明闭环系统的输出收敛于原点,跟踪误差信号一致最终有界;最后,将该方法应用于小
车倒立摆模型,仿真结果表明了所提出方法的有效性.
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Nonlinear disturbance observer-based control for trajectory tracking of a
class of underactuated systems
HUANG Hui-xian, DING Can†, LIU Jia-ting

(College of Information Engineering，Xiangtan University，Xiangtan 411105，China)

Abstract: A nonlinear disturbance observer-based control scheme is proposed for the trajectory tracking of a class
of underactuated systems. Firstly, a tracking error-based output function is proposed and the equation transformation
and Butterworth low-pass filter are applied to solve the problem of unknown control directions. By introducing a novel
nonlinear disturbance observer, which is used to compensate for unknown system model, the need to know the structure
of the system and its parameters is obviated. The internal and external dynamics are rigorously analyzed, thereby proving
the uniform ultimate boundedness of the error trajectory. Finally, the proposed method is applied to the cart-pole inverted
pendulum, and the simulation results show its effectiveness.
Keywords: underactuated systems；nonlinear disturbance observer；input-output linearization；uniformly ultimately
bounded signal；cart-pole inverted pendulum

0 引 䀰

欠驱动系统是指独立执行器小于系统自由度的

系统[1],针对它的研究对于控制器低成本设计、执行
器故障诊断和高阶系统降阶的控制器设计具有重要

意义[2].欠驱动系统已在各领域中得到广泛应用,成
为控制领域中最活跃的研究方向之一.目前,模型线
性化设计方法已广泛应用于欠驱动系统[3],这种方法
忽视了名义模型与实际模型的差别,外部扰动和模型
的不确定性很容易使系统不稳定.为了解决这种问
题,许多学者将鲁棒控制、自适应控制和滑模控制应
用于欠驱动系统[4-6].虽然鲁棒控制和自适应控制能
有效解决模型不确定性,但是这些方法很多都涉及大

量复杂的运算,导致实际应用的困难.而滑模控制的
抖动问题也一直是现实中难以解决的难题.近年来,
许多欠驱动系统研究的学者开始关注智能控制方法,
如神经网络[7]、模糊系统[8]和学习算法等.然而,学习
算法需要长时间的在线学习,这对于欠驱动系统的实
时控制是不适合的.神经网络和模糊系统在控制器
的设计中大多是当作一种万能逼近器来估计系统的

未建模误差和外部扰动.但是模糊系统需要专家经
验,隶属函数又缺乏系统的设计方法,这些问题都是
其应用的难点.
近些年来,非线性干扰观测器 (NDO)被用于提

高欠驱动控制系统的鲁棒性,它一般用来估计系统外
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部扰动和补偿系统模型不确定性.文献 [9]提出一种
用于欠驱动机械臂控制的NDO设计方法,它考虑了
时变和时不变扰动;文献 [10]将NDO与动态面结合
对移动轮式倒立摆控制器进行了设计.这些方法对
扰动的估计效果很好,但都有一个明显的缺点,即扰
动的估计效果完全依赖于对扰动先验知识的了解,而
实际中很难获得扰动的先验知识.文献 [11]提出了
一种基于跟踪微分器的非线性干扰观测器,它克服了
文献 [9-10]中非线性干扰观测器需要知道扰动先验
知识的缺点,结构简单,对扰动的估计效果优秀;同时,
由于跟踪微分器的良好滤波效果和不依赖动态模型

的特点,这种NDO还能有效抑制测量噪音.本文引用
此种观测器来补偿系统的未知模型和外部扰动以提

高系统的鲁棒性.文中的控制器设计考虑了可能由
控制器奇异点引起的控制器方向未知问题,通过引入
Butterworth低通滤波器将未知控制器增益函数转变
成1[12];利用Lyapunov方法对闭环跟踪系统的内部动
态和外部动态进行严格理论分析;最后,通过实例仿
真对设计的控制器的有效性进行验证.

1 系统᧿䘠和控制器设计

1.1 欠驱动系统模型变换

考虑2自由度的欠驱动系统,根据拉格朗日方程,
系统可表示为

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q̇) = T. (1)

其中

q = [q1 q2]
T, M(q) =

[
m11(q) m12(q)

m21(q) m22(q)

]
,

C(q, q̇) =

[
c11(q, q̇) c12(q, q̇)

c21(q, q̇) c22(q, q̇)

]
, G(q) =

[
g1(q)

g2(q)

]
.

如果T = [0 u]T,则为I型系统;如果T = [u 0]T,则为
II型系统[10].
为了便于控制器的设计,将动态方程 (1)转换成

仿射形式.令x1 = q1,x2 = q̇1,x3 = q2,x4 = q̇2,则动
态模型变成 

ẋ1 = x2,

ẋ2 = f1(x) + b1(x)u,

ẋ3 = x4,

ẋ4 = f2(x) + b2(x)u.

(2)

定义如下的跟踪误差函数:

e = [e1 e2]
T = [x1d − x1 −x3]

T, (3)

其中x1d表示期望跟踪轨迹.
根据方程(2)对跟踪误差求导,得



ė1 = ẋ1d − ẋ1,

ë1 = ẍ1d − f1(x)− b1(x)u,

ė2 = −ẋ3,

ë2 = −f2(x)− b2(x)u.

(4)

定义输出y为

y = k1e1 + k2e2 + ė1 + ė2, (5)

其中k1和k2为正常数.对式(5)求导,可得

ẏ = k1ė1 + k2ė2 + ë1 + ë2. (6)

将式(4)代入(6),可得

ẏ = k1ė1 + k2ė2 − f1 − b1u+ ẍ1d − f2 − b2u =

F +Bu. (7)

其中:F = k1ė1+k2ė2−f1−f2+ẍ1d,B = −b1−b2.函
数B的未知可能会引起控制器的奇异问题,为了避免
奇异问题的出现,将方程(7)写成如下形式:

ẏ = F + (B − 1)u+ u. (8)

由于函数F+(B−1)u包含输入u,这会导致代数环问
题.利用Butterworth低通滤波器 (LPF)[12],方程 (8)可
写成

ẏ = F + (B − 1)uf + u+∆G. (9)

其中:uf = HL(s)u是低通滤波器的滤波信号,用
于解决代数环,HL(s)表示Butterworth低通滤波器;
∆G = (B − 1)u− (B − 1)uf .
为了后续的分析证明,提出下面的假设.
假设1 [13] ∀X1, X2 ∈ Rn,∃Li ∈ R+,有如下的

不等式成立:

|Fi(X1)− Fi(X2)| ⩽ Li∥X1 −X2∥, (10)

其中∥X1 −X2∥表示向量(X1 −X2)的2范数.
假设2 系统期望跟踪轨迹的导数和二次导数

都是有界的,即∥x1d∥、∥ẋ1d∥、∥ẍ1d∥均小于τ ,其中τ

为正实数.

1.2 基于干扰观测器的控制器设计

文献 [11]提出了一种新型基于跟踪微分器的非
线性干扰观测设计方法,本文引用这种非线性干扰观
测器处理系统的未知模型.将函数F + (B − 1)uf 当

作系统(9)的干扰项,即令F + (B − 1)uf = d,则有如
下引理.
引理1 根据方程 (9),新的非线性干扰观测器设

计如下: ˙̂y = d̂+ uf ,
˙̂
d = R2(a1 sinh(b1(ŷ − y))− a2 sinh(b2d̂/R)).

(11)
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其中: d̂和 ŷ分别表示d和y的估计值;R、a1、a2、b1、
b2为正实数 (具体的参数选择方法见文献 [14]).当
T > 0时,有

lim
R→∞

w T

0
|ŷ − y|dt = 0, (12)

所以 ŷ → y.根据方程(9)和(11)有 d̂ → d,故

F + (G− 1)uf = d̂+ µ, (13)

其中µ为逼近误差.
注1 参数R、a1、a2、b1、b2的设计对非线性

干扰观测器的性能有很大的影响,为了应用方便,给
出如下的参数设计规则: 1) R、a1和b1影响观测器的

收敛速度和精度,选择的R、a1、b1越大,获得的收敛
速度越快,精度越高,但是a1、b1选择太大会导致超

调; 2) 选择的a2、b2越小,获得的收敛速度越快,精度
越高,但是a2、b2的选择过小同样会导致超调.
设计如下控制器:

u = −d̂− kpy − c sign y, (14)

其中kp和 c为需要设计的正实数.将式 (14)代入 (9),
可得

ẏ = −kpy − c sign y +∆G+ µ. (15)

图1为控制器的设计流程.
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图 1 基于非线性干扰观测器的控制器设计框图

2 输入-输出线性化
首先利用非线性系统反馈线性化方法将系统 (4)

转换成标准形,这种形式将系统分成内部动态和外部
动态两部分.
令ex = [e1, e2, ė1, ė2]

T,参考文献 [15]的变换方
法,可以设计如下的变量代换:

z = Mex =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −b2/b1 1

k1 k1 1 1

 ex, (16)

ex = M−1z. (17)

令z = [ηT, y]T,其中η = [η1, η2, η3]
T为内部状

态, y为外部状态.内部状态η =
[
e1, e2,−

b2
b1
ė1 + ė2

]T

并且满足
∂ηi

∂e
b = 0, i = 1, 2, 3.其中b = [0, 0, b1,

b2]
T.
根据方程(4)对式(16)进行时间求导,可得

ż =



ė1

ė2

− d
dt

(b2
b1

)
ė1 +

b2
b1
f1 −

b2
b1
ẍ1d − f2

F +Bu


. (18)

将式(4)、(15)、(17)代入(18),有



η̇1 = −k1G1η1 − k2G1η2 −G1η3 +G1y,

η̇2 = −k1G2η1 − k2G2η2 +G1η3 +G2y,

η̇3 = − d
dt

(b2
b1

)
η̇1 +

b2
b1
f1 − f2 −

b2
b1
ẍ1d,

ẏ = −kpy − c sign y +∆G+ µ.

(19)

其中:G1 = b1/(b1 + b2),G2 = b2/(b1 + b2).
将式 (19)分别表示成如下的系统内部动态方程

和外部动态方程:

η̇ = w1(y,η) +w2(t, y,η), (20)

ẏ = −kpy − c sign y +∆G+ µ. (21)

向量w1包含系统内部和外部状态η、y,向量w2包含

系统的参考跟踪信号x1d、̇x1d和 ẍ1d.
将内部动态方程(20)写成如下形式:

η̇ = Aη + ζ(t,η) +w2(t, 0,η) + ξ(t, y,η), (22)

其中

A =
∂

∂η
w1(0,η)|η=0. (23)

选取合适的参数k1、k2可以使A为Hurwitz矩阵.

ζ(t,η) = w1(0,η)−Aη, (24)

ξ(t, y,η) = w1(y,η) +w2(t, y,η)−

w1(0,η)−w2(t, 0, η). (25)

其中ζ、w2和ξ为内部动态线性化的干扰项.
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为了后续稳定性分析,方程 (22)的干扰项有如下
3条特性(推论1∼推论3).
首先定义集合

Φr = {z ∈ R4|∥z∥ ⩽ r}. (26)

推论1 光滑可积函数ξ(t, y,η):R ×R ×R3 →
R3满足

∥ξ∥ ⩽ c0|y|, ∀z ∈ Φr, t ⩾ 0. (27)

其中:常数c0 = max
∥∥∥∂ξ(t, z)

∂z

∥∥∥, ∀z ∈ Φr, t ∈ R+.
证明 由中值定理可知,在集合Φr中,存在c0满

足如下不等式:

∥ξ(t, n1)− ξ(t, n2)∥ ⩽ c0∥n1 − n2∥. (28)

由式 (25)可知,选择n1 = [η, y]T,n2 = [η, 0]T ∈ R4,
不等式(28)可写成

∥ξ(t, z1)− ξ(t, z2)∥ = ∥ξ(t, y,η)∥ ⩽

c0∥[η, y]T − [η, 0]
T∥ = c0|y|. (29)

推论1得证. 2
推论2 函数ζ(η):R3 → R3满足

∥ζ(η)∥ ⩽ c1∥η∥, ∀η ∈ Φ0. (30)

其中:Φ0 = {Φr

∩
{y = 0}}, c1 = max

∀l∈Φ0

∥∥∥∂ζ(t, l)
∂l

∥∥∥.

证明 首先定义向量p, s, l ∈ R3,根据中值定理
有

ζ(t, s)− ζ(t,p) ⩽ ∂ζ(t, l)

∂l

∣∣∣
l∈Φ0

[s− p]. (31)

令p = 0并求不等式两边的范数,可得

∥ζ(t, s)∥ ⩽
∥∥∥∂ζ(t, l)

∂l

∣∣∣
l∈Φ0

s
∥∥∥ ⩽ c1∥s∥. (32)

推论2得证. 2
推论3 函数w2(t, 0,η) ∈ R3满足

∥w2(t, 0,η)∥ ⩽ c2, ∀η ∈ Φ0, t ⩾ 0, (33)

其中Φ0 = {Φr

∩
{y = 0}},为正常数.

证明 对于所有 t ⩾ 0,η ∈ Φ0,函数w2(t, 0,η)

是连续的.由假设2保证的x1d的一阶导数和二阶导

数有界易知,函数w2(t, 0,η)有界,即式(33)成立. 2
3 稳定性分析

定理1 假设对于所有 t > 0有ex ∈ Φr,如果kp

和c满足

kp > 0, c > Lδ + µ, (34)

则y(t)随时间的增加收敛到原点.
证明 定义如下的Lyapunov函数:

V1 =
1

2
y2. (35)

结合式(15),V1对时间t求导,可得

V̇1 = −kpy
2 − c|y|+ (∆G+ µ)y. (36)

利用不等式(10)可得

V̇1 = −kpy
2 − (c− Lδ − µ)|y|. (37)

当选择的参数满足式 (34)时并利用Barbalat引理[12],
可知定理1成立. 2

定理2 如果满足如下条件: 1)选择合适的参数
k1和k2使A为Hurwitz矩阵; 2)下面不等式成立:

λmin{Q} − c1λmax{P} > 0, (38)

其中Q和P满足

1

2
[PA+ATP ] = −Q; (39)

3) 不等式 (34)成立.则闭环系统 (20)、(21)的内部动
态η和外部动态y为一致最终有界.

证明 通过选择合适的参数 k1和 k2使得A为

Hurwitz矩阵,由线性系统理论可知,存在对称正定矩
阵P和Q使得等式(39)成立.
定义如下的Lyapunov函数:

V =
1

2
ηTPη + V1, (40)

对其求导,可得

V̇ = − ηTQη + ηTPw2 + ηTPζ + ηTPξ−

kpy
2 − (c− Lδ − µ)|y|. (41)

利用不等式(27)、(30)、(33)可得

V̇ ⩽ −λmin{Q}∥η∥2 + c0λmax{P}∥η∥|y|+

c1λmax{P}∥η∥2 + c2λmax{P}∥η∥−

kpy
2 − (c− Lδ − µ)|y|, (42)

V̇ ⩽ −

∥η∥
|y|

T

Q0

∥η∥
|y|

+ c2λmax{P}

∥η∥
|y|

−

(c− Lδ − µ)|y| ⩽

− λmin{Q0}∥z∥2 + c2λmax{P}∥z∥−

(c− Lδ − µ)|y|. (43)

其中

Q0 =

λmin{Q} − c1λmax{P} −1

2
c0λmax{P}

−1

2
c0λmax{P} kp

 ,

当kp取值足够大并且式(34)满足时Q0正定.
定义0 < ε < λmin{Q},不等式(43)可变成

V̇ ⩽ − [λmin{Q} − ε]∥z∥2 − ε∥z∥2+

c2λmax{P}∥z∥ − (c− Lδ − µ)|y|. (44)

对于所有∥z∥ > c2λmax{P}/ε,有
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V̇ ⩽ −[λmin{Q0} − ε]∥z∥2 − (c− Lδ − µ)|y|. (45)

定理2得证. 2
定理2证明了闭环系统的信号z = [ηT y]T为一

致最终有界,根据式(17)有

∥ex∥ ⩽ ∥M−1∥∥z∥, (46)

所以跟踪误差ex一致最终有界.

4 仿真结果及分析

为了验证本文所提出的方法的有效性,采用文献
[1]中的小车倒立摆模型进行仿真实验.仿真实验中,
选取的物理参数为:M = 0.4 kg,m = 0.14 kg, l =

0.215 cm, g = 9.8N/kg;系统的初始状态为x = [0, 0,

0, 0]T.利用文献 [16]的并行分布式双PID控制方法
进行对比仿真,为了便于表示,将此文献中的方法标
为“D-PID”,本文的方法标为“NEW”.两种控制方
法的设计参数见表1和表2(表1中PID1为小车位置

闭环, PID2为小车摆杆闭环).

表 1 D-PID控制器设计参数

参数 P1 I1 D1 P2 I2 D1

数值 −23 −20 −4 98 58 6

表 2 NEW控制器设计参数

TD参数 R a1 a2 b1 b2

数值 500 5 1 2 2

控制器参数 k1 k2 kp c

数值 5 8 25 0.01

控制目标是:在保持摆杆竖立的情况下,小车的
位置跟踪期望目标为 0.5 sin(0.5t).根据扰动可分为
如下两种情况.
情况 1:系统运行 15 s后,在输入端加入扰动量

2 sin(2t).仿真结果如图2∼图4所示.
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图 4 加入外部扰动的摆杆角度

由图2∼图4可以看出:在加入扰动前两种方法
都能很好地跟踪期望值,并且摆杆在竖直方向小范围
摆动.在 25 s输入端加入扰动后, D-PID控制方法出
现明显抖动,跟踪误差和摆杆摆动幅度明显增大;而
NEW控制方法基本不受影响,非线性干扰观测器对
外部扰动具有很好的补偿作用.
情况2:系统运行15 s后,在输入端加入方差为2、

平均值为 0的高斯白噪声,仿真结果如图 5∼图 7所
示.
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图 5 加入高斯扰动的小车位置跟踪和加速度跟踪

#
$

/m

0.2

0

0 5 10 15 20 25 30

-0.2

%& / s

D-PID!"#$

NEW!"#$

图 6 加入高斯扰动的小车位置跟踪误差

0.15

0.05

0 5 10 15 20 25 30

-0.05

%& / s

#
$

/r
a
d

D-PID!"#$

NEW!"#$

图 7 加入高斯扰动的摆杆角度



554 控 制 与 决 策 第34卷

由图 5∼图 7可以看出:在 25 s输入端加入高斯
白噪声后, D-PID控制方法的小车在期望值附近有强
烈的抖动,摆杆的抖动频率明显加大;而NEW控制方
法的跟踪误差和摆杆摆动基本不受影响.

5 结 论

本文针对一类欠驱动系统的跟踪控制问题,提出
了一种基于非线性干扰观测器的控制方法.新型非
线性干扰观测器的引入使控制器的设计不需要知道

系统的结构和参数,提高了系统的鲁棒性;定义了一
种由跟踪误差线性相加的输出方程,并利用反馈线性
化方法获得系统的标准形式;最后,通过Lyapunov方
法证明了闭环系统信号最终一致有界.

本文方法的主要优点如下:
1) 非线性干扰观测器的引入提高了系统的鲁棒

性,闭环系统对较大的外部扰动和参数扰动有良好的
抑制作用;

2) 通过等式变形和Butterworth低通滤波器的引
入解决了可能由控制器奇异点引起的控制器方向未

知问题,加强了方法对不同欠驱动系统的适应能力;
3) 通过严格的理论分析证明了系统内部动态和

外部动态的一致有界,使得该方法能很好地应用于不
同欠驱动系统的跟踪控制问题上.
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