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考虑缓冲区故障的多产品生产系统的性能分析
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摘 要: 对带有生产准备时间和缓冲区故障且生产时间服从任意分布的多产品生产系统进行分析,通过构建系统
状态向量,建立其离散时间马尔可夫链模型.根据多产品生产系统的工作过程对系统状态向量分4种情况进行讨
论,计算出系统的状态转移矩阵;在计算系统稳态向量的基础上获得系统生产率的计算流程.根据所建立的模型,
对参数对称且可生产两种产品的多产品生产系统进行详细求解,给出其系统生产率的计算过程,通过Matlab进行
数学实验,分析总结出缓冲区的无故障率、产品到达率、生产准备时间、服务率及其变异系数对系统生产率的影
响.
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Performance analysis of multi-product manufacturing system with buffer
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Abstract: This paper analyses the multi-product manufacturing system with setup time, buffer breakdown and arbitrary
processing time. The discrete-time Markov chain model is established by constructing the state vector of the system. In
order to calculate the system state transition matrix, the system state is divided into four kinds of situation to be discussed
according to the production process of the multi-product manufacturing system. On the basis of the system steady-state
probability, the calculation procedure of system throughput is further obtained. Based on the proposed model, we give a
detailed solution to the multi-product manufacturing system with symmetric parameters which can produce two kinds of
products, and provide the calculation formula of system throughput. Through Matlab experiments, the impacts of system
parameters on system throughput are analysed and summarized, such as the failure-free rate of buffer, the product arriving
rate, the setup time, the processing rate and its coefficient of variation.
Keywords: multi-product manufacturing system；buffer breakdown；Markov chain；system throughput；mathematical
experiments；performance analysis

0 ᕅ 言

随着市场需求的多样化和企业竞争的全球化,
多产品生产系统在现代化工业生产中占有重要地

位.在这种系统中,一个生产设备 (机器)可以生产两
种及以上的产品.比如,在家具生产线上,同一台设备
可以生产不同颜色、不同样式、不同功能和性能的

家具.在多产品生产过程中,为了减少库存空间和生

产周期,实现精益生产,在生产系统中为每种产品设
置一个缓冲区,用来临时存放需要加工的产品.同时,
设备从生产一种产品转到生产另外一种产品时,需要
譬如刀 (模)具的准备与更换、机床调整、工件的取放
与装卸等产生的生产准备时间.一般情况下,生产准
备时间是顺序相关的.在实际生产过程中,存在机器
或缓冲区出现故障、上游的原料供给不足等随机情
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况.所以,多产品生产系统的研究也要考虑随机事件
的发生,即可将多产品生产系统看成是随机系统,产
品的到达速率、机器的服务速率及其生产准备时间

分别为服从不同分布的随机变量.
在多产品生产系统的研究中,对于生产计划[1-2]、

质量控制[3]、设备维修[4-5]、生产调度[6-10]及带机器

故障的生产调度[11-13]等诸多确定性方面的研究相

对较多,而多产品随机系统的研究,特别是带有生产
准备时间的多产品随机系统相对而言有更多的研究

空白[14].在已有文献中,大多考虑的是带有生产准备
时间和有限缓存[15-20]的设备无故障的多产品生产系

统.但是,在实际生产过程中,生产设备的故障是影响
生产率的一个重要因素,而仅有少数学者在研究过
程中考虑了此因素. Ahmadi等[11]对带有随机机器故

障的柔性车间调度进行了分析,并提出了两种进化
算法对此问题进行求解; Han等[12]研究了有机器故

障的阻塞批量流水线调度问题的多目标模型,并为求
解此模型,提出了进化多目标鲁棒调度算法; Nouiri
等[13]建立了有机器故障的柔性车间调度的预测调度

模型,并提出了两阶段粒子群优化算法对此问题进
行求解; Zhao等[21-22]对带有机器故障的柔性家具生

产线和一般柔性生产线进行了分析,并给出了系统的
改进意见; Assida等[23]对带有机器故障、联合生产和

分包的多产品生产系统进行了整体优化; Walid等[24]

通过分析机器的故障率、修复率及其生产准备时间

等参数,对多产品生产线中缓冲区的容量进行了估
计; Colledani等[25]通过将复杂的多产品生产线近似

地分解成若干由两台机器和中间缓存组成的简单构

件,对带机器故障和有限缓冲区的线性和非线性多产
品生产系统进行了分析.在这些考虑带机器故障的
多产品生产系统的文献中,大多数没有考虑生产准备
时间,且文献中考虑的都是生产机器的故障,没有考
虑缓冲区(或传送设备)的故障.

在多产品生产系统中,若考虑缓冲区故障,则此
故障对整个生产系统的生产率有怎样的影响？考虑

缓冲区故障后,产品的到达速率、机器的服务速率及
其生产准备时间变化时对整个生产系统的影响情况

如何？为解决这两个问题,本文对带有缓冲区故障的
多产品生产系统进行分析,建立其离散马尔可夫链模
型,分析和总结出各个参数对系统生产率的影响,为
实际生产提供参考依据.

1 模型᧿述

本文考虑带缓冲区故障和生产准备时间的多产

品生产系统.其模型假定如下:用M表示可生产m种

产品的机器,其结构如图1(a)所示.为了更进一步分

析问题,这里假设:
1) 各种产品的工件到达相互独立,且第 i种产

品工件的到达是一个泊松过程,到达速率为λi(i =

1, 2, · · · ,m).每种产品的工件存放在缓冲区Bi内.
2)系统最多容纳第 i种产品的工件数量为Ni(包

含正在加工的一个),即缓冲区Bi的容量分别为Ni −
1(i = 1, 2, · · · ,m).若缓冲区Bi已满,则系统将不再
接收新到达的第i种产品.

3) 机器M在同一时刻只能加工一个工件,且第
i种产品的加工时间Di相互独立,服从服务速率为µi

的任意分布Gi(t),其变异系数为CVi(CVi < 1).
4)机器由生产第i种产品转为生产第j种产品之

前,会有一段均值为sij(i, j = 1, 2, · · · ,m; i ̸= j),服
从指数分布的生产准备时间.

5) 从缓冲区向机器传递工件的过程中会出现
故障,统称为缓冲区故障.机器在生产第 i种产品的

过程中,每生产完一个工件后检测缓冲区故障.检测
过程中,缓冲区Bi以概率αi检测到无故障,以概率
1 − αi检测到有故障,且每次检测相互独立.一旦发
现缓冲区Bi出现故障,则机器即刻停止生产第 i种产

品,转为为下一种产品作生产准备,第i种剩余的产品

在下一轮循环中进行生产.
6) 机器M按1, 2, · · · ,m, 1, 2, · · ·的次序循环加

工各种产品,加工第i种产品时,一直持续直到检测到
缓冲区Bi有故障出现或缓冲区Bi为空为止,然后再
转向第i+ 1种产品(i = 1, 2, · · · ,m).

7) 机器M在产品的切换过程中,如果发现某种
产品的缓冲区是空的,则直接跳过该种产品加工下一
种产品,并且不为该种产品分配生产准备时间;如果
所有缓冲区都是空的,则机器处于饥饿状态,等待任
何一种产品的工件到来.如果到来的产品种类与前
一个工件不同,则需要经历一段生产准备时间;否则,
不需要生产准备时间.机器M的生产过程如图1(b)
所示.定义系统生产率 (即单位时间内系统能够生产
出的平均产品件数)为TP.由上述模型假定可知, TP
是系统参数的函数,即

TP = f(Λ, Γ,B,N,CV,H).

其中

Λ = [λ1, λ2, · · · , λm],

Γ = [µ1, µ2, · · · , µm],

B = [α1, α2, · · · , αm],

N = [N1, N2, · · · , Nm],

CV = [CV1,CV1, · · · ,CVm],
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图 1 多产品生产系统描述

2 系统性能

2.1 状态空间的定义

在假设1)∼假设7)中,机器M的加工时间服从

一般分布,不具有无记忆性.为此,将第n个工件离开

时系统的状态Sn = (η, ξ, h1, h2, · · · , hm)定义为系

统状态向量.其中:
1) η表示第n个工件的产品类型,其取值在1∼m

之间.
2) ξ表示缓冲区Bη是否有故障,其取值是0或

1.这里: 0表示Bη有故障; 1表示缓冲区Bη无故障,机
器M可继续加工第η种产品.

3) hi(i = 1, 2, · · · ,m)表示缓冲区Bi中工件的

数量,其取值可在0 ∼ Ni − 1之间变化.当h1 = h2 =

· · · = hm = 0时,系统中无工件,机器M处于饥饿状

态.
在假设1)∼假设7)下,Sn具有马尔可夫链的特

性.
定理1 在假设1)∼假设7)下,Sn是一个离散时

间马尔可夫链.

䇱明 如果给定Sn = (η, ξ, h1, h2, · · · , hm),则
Sn+1 = (η′, ξ′, h′

1, h
′
2, · · · , h′

m)由下述情况决定:

η′ =


η, hη ̸= 0, ξ = 1;

i, hη ̸= 0, ξ = 0, ∃hi ̸= 0或hη = 0,

ξ = 1, ∃hi ̸= 0;

j, ∀hi = 0, 第j种产品先到达.

ξ′ =

1, Bη′无故障;

0, Bη′有故障.

同时

h′
i =

min(hi +Ai,n − 1), i = η′;

min(hi +Ai,n, Ni − 1), i ̸= η′.

其中Ai,n表示在第n个工件完成后到第n+ 1个工件

完成期间到达的第i种产品的工件数.
从上述状态转移过程可知,状态Sn+1仅与状

态Sn有关,而与状态Sn−1, Sn−2, · · ·无关,即P{Sn+1

= sn+1|Sn = sn, Sn−1 = sn−1, · · · , S0 = s0} =

P{Sn+1 = sn+1|Sn = sn}.由此,Sn是一个嵌入马

尔可夫链,即为离散时间马尔可夫链. 2
从状态空间{Sn = (η, ξ, h1, h2, · · · , hm), η = 1,

2, · · · ,m; ξ = 0, 1; hi = 0, 1, · · · , Ni − 1; i = 1, 2,

· · · ,m}可知,有效状态个数K的值为

K = 2m

m∏
i=1

Ni. (1)

2.2 转移矩阵QK×K的构建和稳态解的求解

令PSn
, Sn+1表示从状态Sn = (η, ξ, h1, h2, · · · ,

hm)到状态Sn+1 = (η′, ξ′, h′
1, h

′
2, · · · , h′

m)的转移概

率,则可根据状态Sn的情况,计算相应的PSn,Sn+1
,从

而构建状态转移矩阵QK×K .
情况1 Sn = (η, ξ, h1, h2, · · · , hm), hη ̸= 0且

ξ = 1.
这种情况表示刚生产完的工件是第η种产品,缓

存区Bη非空且无故障.根据模型假定6)中工件的生
产规则,系统将继续生产第η种产品,直到缓存区为
空或缓冲区出现故障.从状态Sn到状态Sn+1转移过

程中,仅仅缓存区Bη的工件数会减少,且减少的件数
不超过1.因此,对于η′ ̸= η或者除缓存区Bη外工件

数量会减少的状态Sn+1,从状态Sn到状态Sn+1的转

移概率均为0.由于各种产品的到达、缓冲区故障的
检测是相互独立的,从状态Sn到其他状态Sn+1的转

移概率为

PSn,Sn+1
= p(ξ → ξ′) ·

w ∞

0

[ m∏
i=1

p(hi → h′
i)
]
dGη(t).

(2)

其中: t是工件的生产时间, p(ξ → ξ′)是缓冲区Bη的
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故障状态从ξ转为ξ′的概率, p(hi → h′
i)是缓冲区Bη

的工件数量从hi变化到h′
i的概率.由模型假设,有

p(hi → h′
i) =

(λit)
(h′

i−hi+1)e−λit

(h′
i − hi + 1)!

,

i = η′且hi − 1 ⩽ h′
i < Ni − 1;

(λit)
(h′

i−hi)e−λit

(h′
i − hi)!

, i ̸= η′且hi ⩽ h′
i < Ni − 1;

1−
h′
i−1∑

h=hi

(λit)
(h−hi+1)e−λit

(h− hi + 1)!
, i = η′且h′

i = Ni − 1;

1−
h′
i−1∑

h=hi

(λit)
(h−hi)e−λit

(h− hi)!
, i ̸= η′且h′

i = Ni − 1;

0, i = η′且h′
i < hi − 1或 i ̸= η′且h′

i < hi.

p(ξ → ξ′) =

αη, ξ
′ = 1;

1− αη, ξ
′ = 0.

另外,Gη(t)是生产时间的累积分布函数.特别
地,当Gη(t)是任意分布时,式 (2)可以通过具体数值
计算出来.但当Gη(t)服从一定的分布时,可以得到
其解析解.这里假设Gη(t) ∼ Erlang(li, Λi),则有

dGη(t) =
li
ΛitΛi−1e−lit

(Λi − 1)!
dt. (3)

情况2 Sn = (η, ξ, h1, h2, · · · , hm), hη = 0或ξ

= 0, ∃j ̸= η, hj ̸= 0.
这种情况表示刚生产完的工件是第η种产品,其

缓存区Bη为空或是缓存区Bη出现故障,机器将按照
相应的生产策略生产下一种缓存区非空的产品.这
种情况下,系统将先经过一段生产准备时间后进入实
际生产,而η′则可由状态Sn根据生产策略确定.在状
态Sn+1中,不满足生产策略的η′及其缓冲区工件数

量下降的状态是不可达的,对于其他状态,有

PSn,Sn+1
=∑

∆

(w ∞

0

[ m∏
i=1

p(hi → ∆)
]
dFηη′(t)

)
×

(w ∞

0

[ m∏
i=1

p(∆ → h′
i)
]
dGη(t)

)
· p(ξ → ξ′).

其中:∆表示机器完成从第η种产品到第η′种产品的

生产准备后,各缓存区中可能的工件数量;Fηη′(t)表

示生产准备时间的分布函数,同时有

p(ξ → ξ′) =


αη′ , ξ′ = 1;

1− αη′ , ξ′ = 0.

情况3 Sn = (η, ξ, h1, h2, · · · , hm), h1 = h2 =

· · · = hm = 0且ξ = 1.

这种情况下所有的缓冲区都没有工件,且缓存区
Bη无故障,即机器处于饥饿状态,直到有新的工件到
达.若到达的工件种类与最后生产的工件种类相同,
则直接进入生产阶段;否则,系统将先进行生产准备
阶段,再进行生产阶段.这种情况下,所有状态都是可
达的, η′由最先到达的产品的种类决定,且第i种产品

到达的概率为λi

/ m∑
i=1

λi.根据新到达的工件与最后

一次生产完的工件种类是否相同,有

PSn,Sn+1
=



λη
m∑
i=1

λi

× P{情况1}, η′ = η;

λη′

m∑
i=1

λi

× P{情况2}, η′ ̸= η.

情况4 Sn = (η, ξ, h1, h2, · · · , hm), ξ = 0, ∀j ̸=
η, hj = 0.
这种情况下缓存区Bη出现故障,而其他的缓冲

区都没有工件可生产.此时机器处于等待状态,直到
有其他种类的工件到达,而剩余的第η种产品在下

一轮循环时生产.若有新的工件到达,则系统需要
经历生产准备阶段后,再进入生产阶段.状态Sn+1

中, η′ = η及其hη数量减少的状态是不可达的.对
于其他状态,有

PSn,Sn+1
=

λη′

m∑
i=1

λi

× P{情况2}, η′ ̸= η.

至此,完成了状态转移矩阵QK×K的构建.
设πn为状态Sn = (η, ξ, h1, h2, · · · , hm)的稳态

分布概率,系统稳态概率π = (π1, π2, · · · , πK)可通

过求解平衡方程组求得.

2.3 系统生产率的计算

通过上文计算出的系统稳态概率可以得到系统

生产率.系统生产率的计算过程如下.
假设成功生产一个工件的两个状态为Sn和

Sn+1.根据Sn的情况可以计算出生产第n + 1个工

件的时间间隔.若Sn为情况1的状态,则第n + 1个

工件的种类为η,其平均时间间隔为生产一个第η种

产品工件的平均生产时间Eη(Eη = 1/µi).若Sn为

情况2的状态,则第n + 1个工件的种类为新产品种

类η′,这种情况下存在生产准备时间,其平均时间间
隔由生产准备时间sη,η′与生产一个第η′种产品工件

的平均生产时间Eη′(Eη′ = 1/µη′)两部分构成.若Sn

为情况3的状态,则第n+1个工件的种类η′为最先达

到的新产品的种类,且到达的新产品的种类为η′的概
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图 2 系统生产率及各种产品生产率的计算流程

率为λη′

/ m∑
i=1

λi.若η′ ̸= η,则平均时间间隔由系统

的平均等待时间1
/ m∑

i=1

λi、生产准备时间sη,η′和生

产一个第η′种产品工件的平均生产时间Eη′三部分

构成;若η′ = η,则无生产准备时间,平均时间间隔仅

由系统的平均等待时间1
/ m∑

i=1

λi和生产一个第η′种

产品工件的平均生产时间Eη′两部分构成.若Sn为

情况4的状态,则第n + 1个工件的种类η′为非η的、

最先达到的新产品的种类,平均时间间隔由系统的平

均等待时间1
/ m∑

i=1,i̸=η

λi、生产准备时间sη,η′和生产

一个第η′种产品工件的平均生产时间Eη′三部分构

成.
计算系统生产率的流程如图2所示.

3 系统性能分析

3.1 参数相同的两种产品的系统性质

利用上述方法,首先分析系统中仅有两种产品
(m = 2)且其参数完全相同的情况下,系统生产率的
性质.
定义1 在假设1)∼假设7)中,令m = 2, N1 =

N2 = 2, λ1 = λ2 = λ, µ1 = µ2 = µ, s12 = s21 =

s, α1 = α2 = α,同时,机器生产两种产品的生产时
间服从参数 l的Λ阶埃尔朗分布,称这种系统为埃尔
朗-2系统.
由定义1可得

E1 = E2 = E =
Λ

l
= µ−1,

CV1 = CV2 = CV =
1√
Λ
.

对于埃尔朗-2系统的系统生产率的求解过程如
下:
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由m = 2, N1 = N2 = 2和式 (1)可知,系统的有
效状态的个数为

K = 2m

m∏
i=1

Ni = 2× 2× 2× 2 = 16.

这些状态分别为

S1 = (1, 1, 0, 0), S2 = (1, 1, 0, 1),

S3 = (1, 1, 1, 0), S4 = (1, 1, 1, 1),

S5 = (1, 0, 0, 0), S6 = (1, 0, 0, 1),

S7 = (1, 0, 1, 0), S8 = (1, 0, 1, 1),

S9 = (2, 1, 0, 0), S10 = (2, 1, 0, 1),

S11 = (2, 1, 1, 0), S12 = (2, 1, 1, 1),

S13 = (2, 0, 0, 0), S14 = (2, 0, 0, 1),

S15 = (2, 0, 1, 0), S16 = (2, 0, 1, 1).

同时,两种产品的生产时间服从参数为 l的Λ阶埃尔

朗分布,由式(3)可得

dG(t) =
lΛtΛ−1e−lt

(Λ− 1)!
dt. (4)

将式 (4)代入 (2)可求解出系统的状态转移概率,
从而得到系统状态转移矩阵Q如下 (Q是16 × 16的

矩阵,先显示1∼ 8列,再显示9∼ 16列):

Q(:, 1 ∼ 8) =



αa

2

αb

2

αb

2

αc

2

(1− α)a

2

(1− α)b

2

(1− α)b

2

(1− α)c

2

0 0 0 0 0 0 0 0

αa αb αb αc (1− α)a (1− α)b (1− α)b (1− α)c

0 α(a+ b) 0 α(c+ b) 0 (1− α)(a+ b) 0 (1− α)(c+ b)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
αd

2

αe

2

αe

2

αf

2

(1− α)d

2

(1− α)e

2

(1− α)e

2

(1− α)f

2

0 0 0 0 0 0 0 0

αd αe αe αf (1− α)d (1− α)e (1− α)e (1− α)f

0 0 0 0 0 0 0 0
αd

2

αe

2

αe

2

αf

2

(1− α)d

2

(1− α)e

2

(1− α)e

2

(1− α)f

2

0
αd

2
0

αe

2
0

(1− α)d

2
0

(1− α)e

2
αd αe αe αf (1− α)d (1− α)e (1− α)e (1− α)f

0 αd 0 αe 0 (1− α)d 0 (1− α)e



,

Q(:, 9 ∼ 16) =



αd

2

αe

2

αe

2

αf

2

(1− α)d

2

(1− α)e

2

(1− α)e

2

(1− α)f

2
αd αe αe αf (1− α)d (1− α)e (1− α)e (1− α)f

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
αd

2

αe

2

αe

2

αf

2

(1− α)d

2

(1− α)e

2

(1− α)e

2

(1− α)f

2
αd αe αe αf (1− α)d (1− α)e (1− α)e (1− α)f

0 0
αd

2

αe

2
0 0

(1− α)d

2

(1− α)e

2
0 0 αd αe 0 0 (1− α)d (1− α)e
αa

2

αb

2

αb

2

αc

2

(1− α)a

2

(1− α)b

2

(1− α)b

2

(1− α)c

2
αa αb αb αc (1− α)a (1− α)b (1− α)b (1− α)c

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 α(a+ b) α(c+ b) 0 0 (1− α)(a+ b) (1− α)(c+ b)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0



. (5)
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其中

a =
lΛ

(2λ+ l)
Λ
,

b =
lΛ

(λ+ l)
Λ
− lΛ

(2λ+ l)
Λ
,

c = 1− 2lΛ

(λ+ l)
Λ
+

lΛ

(2λ+ l)
Λ
,

d =
1

λs+ 1
× lΛ

(2λ+ l)
Λ
,

f =
1

λs+ 1
× lΛ

(λ+ l)
Λ
− λs− 1

λs+ 1
× lΛ

(2λ+ l)
Λ
,

g =
1

(λs+ 1)

[
1 +

(λs− 2)lΛ

(λ+ l)
Λ

+
(1− λs)lΛ

(2λ+ l)
Λ

]
.

设系统的稳态状态概率

π = (π1, π2, · · · , π16),

由参数及状态的对称性可得

πi+4 =
1− α

α
πi, i = 1, 2, 3, 4, 9, 10, 11, 12;

π9 = π1;

π10 = π3;

π11 = π2;

π12 = π4.

代入平衡方程组π = πQ, πe⃗ = 1,可得到简化后的平
衡方程组为

(αa+ d

2
− 1

)
π1 + dπ2 + αaπ3 = 0,

αc+ f

2
π1 + fπ2 +

(
αc+

(1− α)e

2

)
π3+

[α(c+ b) + e(1− α)− 1]π4 = 0,

αb+ e

2
π1 + (e− 1)π2 + αbπ3 + α(a+ b)π4 = 0,

αb+ e

2
π1 + eπ2 +

[
(αb− 1) +

(1− α)d

2

]
π3+

(1− α)dπ4 = 0,

π1 + π2 + π3 + π4 =
α

2
.

求解此方程组可得π1、π2、π3、π4,从而得到系统的稳
态状态概率π.
对状态S1 ∼ S16进行分析,其中属于情况1的状

态有S3、S4、S10、S12,属于情况2的状态有S2、S6、S8、

S11、S15、S16,属于情况3的状态有S1、S9,属于情况4
的状态有S5、S7、S13、S14.由图2的计算流程可求得
系统平均循环时间为

T =(1
2
λ−1 +

1

2
s+ E

)
π1 + (E + s)π2 + Eπ3 + Eπ4+

1

2
(λ−1 + s+ E)π5 + (E + s)π6 + (E + s)π8+

1

2
(λ−1 + s+ E)π7 +

(1
2
λ−1 +

1

2
s+ E

)
π9+

Eπ10 + (E + s)π11 + Eπ12 +
1

2

(
λ−1 + s+ E

)
π13+

1

2
(λ−1 + s+ E)π14 + (E + s)π15 + (E + s)π16 =

E
(1 + α

α
π1 +

2

α
π2 +

1 + α

α
π3 +

2

α
π4

)
+

s
( 1

α
π1 +

2

α
π2 +

(1− α)

α
π3 +

(1− α)

α
π4

)
+

λ−1
( 1

α
π1 +

(1− α)

α
π3

)
.

从而求得系统的生产率

TP =
1

T
,

两种产品的生产率

TP1 = TP2 =
1

2T
.

由系统平均循环时间的表达式可知,当α = 1

时,T的表达式与文献 [20]有相同的表达式,即文献
[20]是当前论述的特殊形式.

为了研究基于参数α、CV、λ、µ、s的埃尔朗-2系
统性质,在Matlab(Matlab R2016a)平台下,进行大量
各参数对系统生产率影响情况的数学实验.限定各
参数的取值范围为:α ∈ [0.05, 1],CV ∈ [0.05, 1], λ ∈
[0, 10], µ ∈ [0, 10], s ∈ [0, 10].图3∼图7分别为部分
参数限定下,各参数对系统生产率的影响情况.

a

图 3 无故障率α对生产率的影响
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a

图 4 变异系数CV对生产率的影响

a

图 5 到达率λ对生产率的影响

a

图 6 服务速率µ对生产率的影响

a

图 7 生产准备时间s对生产率的影响

由图3可知,无故障率α对系统生产率的影响具

有不确定性.这种不确定性主要受产品的到达速率
λ的影响.在图 3(a)的参数设定下,当λ的值比较小

时,随着α的递增,系统生产率呈递减的趋势,当λ增

大时,随着α的递增,系统生产率呈递增的趋势;图
3(a)∼图3(c)分别给出了当λ = 1.8时,参数µ、s、CV
不同取值时系统生产率的变化情况,可以看出,当λ

的值确定下来后,参数µ、s、CV的取值对参数α的系

统性质影响较小.
由图4可知,在其他参数确定的情况下,分别变

化参数λ、µ、s、α的取值,系统生产率都有随着参数
CV的递增而递减的趋势,且参数λ和α的取值对参

数CV系统性质的影响较大,参数µ和s的取值影响

较小.
从图5可以看出,在其他参数确定的情况下,分

别变化参数µ、α、s及CV的取值,系统生产率随着参
数λ的递增而递增,同时参数µ和s的取值对参数λ的

系统性质的影响较大,参数α和CV的取值影响较小,
且不同的参数α或CV在参数λ较小时几乎有相同的

生产率,当参数λ增大到一定程度时,取值才有差异.
从图6可以看出,对于不同的参数α、CV,系统生

产率都随着参数µ的递增而递增,而对于不同的参数
λ、s,当λ或s的值较小时,系统生产率随着参数µ的

递增而递增,但随着λ或s的值增大,系统生产率随着
参数µ的递增有先递增后递减的趋势.同时可以看
出,参数λ和s对参数µ的系统性质影响较大,而参数
α和CV对参数µ的系统性质影响较小.
从图7可以看出,对于不同的参数λ、µ、α和CV,

系统的生产率都随着生产准备时间s的递增而递减;
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同时,从图7(c)和图7(d)可以看出,生产准备时间s的

系统性质受参数α和CV的影响比较小,而受参数λ、

µ的影响较大.

3.2 一般多品种生产系统的系统性质

为了研究可生产两种以上产品的多产品生产系

统的系统性质,本文进行大量的数学实验.通过实验
发现,机器可生产3种产品的多产品生产系统也具
有埃尔朗-2系统的性质.实验中,各参数的设定情况
如下:可生产的产品种类为3种,各种产品到达率的
取值为{1, 5}.各缓冲区的大小是相等的,取值为{3,
4},取其无故障概率的取值为{0.5, 1}.服务速率及其
变异系数取值分别为{0.5, 2.5}和{0.5, 0.75},且都服
从埃尔朗分布.各种产品的生产准备时间的取值为
{0.5, 2, 10},且从第 i种产品到第j种产品的生产准备

时间与从第j种产品到第i种产品的生产准备时间是

相等的.
事实上,一般的多产品生产系统也具有埃尔朗-

2系统的性质.特别地,受到达率λi(i ∈ 1, 2, · · · ,m)

的影响,缓冲区无故障率αi(i ∈ 1, 2, · · · ,m)对系统

生产率的影响具有不确定性.一般地,当λi较小时,
系统生产率随着αi的递增呈递减的趋势;当λi增大

至某一值之后,系统生产率随着αi的递增呈递增的

趋势.在系统稳态下,随着每种产品的CVi(i ∈ 1, 2,

· · · ,m)的递增,系统生产率有递减的趋势,且λi和αi

的取值对参数CVi系统性质的影响较大.系统生产
率随着λi的递增而递增,同时参数µi(i ∈ 1, 2, · · · ,
m)和sij(i ∈ 1, 2, · · · ,m, j ∈ 1, 2, · · ·m)的取值对参

数λi的系统性质的影响较大.系统生产率随着sij的

递增而递减,同时,对第 i(i ∈ 1, 2, · · · ,m)种产品而

言,若λisij/αi(j ∈ 1, 2, · · · ,m)的值较小,则系统生
产率随着参数µi的递增而递增;若λisij/αi值较大,
则系统生产率随着参数µi的递增有先递增后递减的

趋势,且λisij/αi值的界限在Ni/2左右.

4 结 论

本文使用离散时间马尔可夫链模型对带有生产

准备时间和缓冲区故障的多产品生产系统的系统性

能进行了分析.针对模型中机器加工时间的无后效
性,对模型中机器的生产过程进行了分析,分情况讨
论状态的转移情况来计算系统状态转移矩阵.在假
设缓冲区故障服从伯努利分布,服务时间服从埃尔朗
分布的基础上,可以较准确地估算出系统生产率,并
通过仿真实验对系统性能进行了进一步地分析.本
文对多产品生产系统中的缓冲区故障这一重要因素

进行了初探,总结出的仿真规律能为实际生产提供参
考依据,并对于进一步研究带有缓冲区故障的多产品
生产系统的定性理论很有启发性.在后续的工作中,
将考虑更为一般的情况,如缓冲区故障服从其他类型
的随机分布,或同时考虑缓冲区的故障率和修复率及
多阶段多产品生产系统中缓冲区的故障情况等.
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