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时滞仿射线性参数变量系统的有记忆H∞状态反馈控制
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(哈尔滨理工大学系统控制与信息处理研究所，哈尔滨 150080)

摘 要: 针对一类存在状态时滞的仿射线性参数变量系统,讨论在反馈控制律中引入时滞项的一类有记忆状态反
馈控制器的设计问题.首先,通过构造参数依赖的李雅谱诺夫泛函得到使闭环系统仿射参数二次稳定且满足H∞

性能指标的时滞依赖条件,并将有记忆状态反馈控制器的设计方法转化为线性矩阵不等式约束下的凸优化问题;
然后,由求解凸优化问题得到有记忆状态反馈控制器的增益.数值算例表明,与无记忆状态反馈控制器相比,所设
计的有记忆状态反馈H∞控制器具有更好的抗干扰性能,同时能够有效降低时滞对系统的影响.最后,将所设计
的控制器应用到铣床铣削过程的振动控制中,验证了有记忆状态反馈H∞控制器在物理实例中应用的可行性.
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Abstract: For affine linear parameter variable systems with time delay, a delay-dependent memory state feedback
controller is designed. Firstly, through constructing a parameter dependent Lyapunov function, delay-dependent conditions
are derived to guarantee that the closed-loop system not only can be affine parameter quadratic stability, but also can satisfy
robust H∞ performance index, and the calculating method of the memory state feedback controller is transformed to a
convex optimization under LMI constraints, and then controller gain is obtained through solving a convex optimization
problem. A numerical example is given to illustrate that the proposed memory state feedback controller robust performs
better than the usual memory-less state feedback controller, and can effectively reduce the influence of time delay on the
system. Finally, a metal removal process is used to demonstrate feasibility of the application of the memory state feedback
H∞ controller in the physical instance.
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0 引 䀰

众所周知,非线性系统在实际的物理系统中更
为普遍,早有大量学者研究其线性化的方法[1-3].虽然
对于非线性问题的研究已经有很多成果,但是系统
仍然具有很大的保守性.线性参数变量 (LPV)系统的
提出为解决非线性问题提供了理论基础,同时有效
降低了系统的保守性[4-5]. LPV系统作为一种重要的
时变系统,可以将许多实际的非线性系统描述成时

变参数的确定函数,而这些时变参数是可以实时测
量的.近年来,学者们将更多的注意力放在了LPV稳
定性分析及控制器的设计上[6-8].例如,文献 [6]中基
于线性矩阵不等式 (LMI)的方法,利用二次李雅普诺
夫泛函分析LPV系统达到二次稳定性的条件; LPV
系统增益调度控制器的设计问题在文献 [7-8]中提
到.时滞现象存在于各种工程系统中,诸如通信系统、
传送系统、化工过程系统、冶金过程系统、环境系
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统、电力系统等.时滞的存在,使系统的性能恶化,甚
至影响其稳定性[9].事实上,在对时滞系统的研究中
发现,很多系统中一个小的时滞都有可能对整个系
统造成很坏的影响,这就促使研究者们去寻求使小
时滞系统达到稳定的方法[10].对于时滞LPV系统,时
滞依赖[11-12]和时滞独立[13-15]的稳定性问题的研究也

备受关注.由于在分析时滞独立稳定性条件时,并未
考虑时滞的大小,增大了系统的保守性,这就促使更
多学者研究基于LMI的时滞依赖LPV系统的稳定性
问题[16].目前, LPV系统的状态反馈控制器的设计主
要采用求解Riccati型方程[17]、LMI[18]等方法.绝大
多数反馈控制率的实现都是采用无记忆状态反馈控

制器[19-23].然而,对于无记忆状态反馈控制器由于未
引入系统过去的状态信息,其控制不能影响时滞对
系统的作用.所以,近年来,关于有记忆状态反馈控制
器[24-26]的研究已成为新的热点.诸如文献 [24]对于
不确定奇异时滞系统,利用凸优化的思想设计一个有
记忆状态反馈控制器,使闭环系统指数稳定并且满足
H∞性能指标;文献 [25]将有记忆状态反馈控制器代
入线性时滞系统,通过求解相应的线性矩阵不等式求
得满足设计要求的状态反馈控制器;文献 [26]针对一
类含有非线性扰动的时变时滞不确定切换广义系统,
在反馈控制率中引入时滞项构造有记忆状态的反馈

控制器,结合公共Lyapunov泛函和LMI技术研究鲁
棒H∞控制和有记忆状态反馈镇定问题,给出了切换
规则的设计方法以及有记忆状态反馈控制器存在的

充分条件.值得注意的是,尽管有记忆状态反馈控制
器已被引入许多系统,但是,对于时滞LPV系统尚未
涉及到有记忆状态反馈控制器的设计问题.
本文的目的是针对时滞仿射LPV系统,设计一

个有记忆状态反馈控制器,不仅使闭环系统仿射参数
二次稳定,而且满足H∞性能指标.首先,推导出使闭
环系统满足设计要求的基于LMI表示的时滞依赖条
件,其中选用参数依赖的Lyapunov泛函来降低保守
性;然后,利用相关引理及其附加矩阵对LMI进行矩
阵变换,并通过解决凸优化的问题实现有记忆状态反
馈控制器的设计;最后,给出一个数值仿真来验证针
对时滞仿射LPV系统设计的有记忆状态反馈控制器
的优越性.

1 时滞仿射线性参数变量系统的分析

考虑如下时滞仿射LPV系统:

ẋ(t) = A(d(t))x(t) +Ah(d(t))x(t− h(d(t)))+

B(d(t))u(t) +G(d(t))w(t), (1)

z(t) = C(d(t))x(t) + Ch(d(t))x(t− h(d(t)))+

D(d(t))u(t) + E(d(t))w(t), (2)

x(t) = ϕ(θ), θ ∈ [−h(d(0)), 0]. (3)

其中:x(t) ∈ Rn为状态变量,u(t) ∈ Rr为控制输

入,w(t) ∈ Rp为扰动输入, z(t) ∈ Rm为控制信号的

输出,ϕ(θ)为给定的初始条件,假定系统矩阵和时延
h(d(t))均为时变参数d(t)= [d1(t), d2(t), · · · , ds(t)]T

的函数,且h(d(t))满足0<h(d(t))⩽H<+∞, ḣ(d(t))

⩽ τ < 1,∀t ⩾ 0.为了表述方便,以后以d, di(其中i =

1, 2, · · · , s)代替d(t), di(t).
本文中,假定参数 di实时可测.假设系统 (1)和

系统(2)的系数矩阵满足仿射形式,即

A(d) = A0 +

s∑
i=1

diAi, Ah(d) = Ah0 +

s∑
i=1

diAhi,

B(d) = B0 +

s∑
i=1

diBi, C(d) = C0 +

s∑
i=1

diCi,

Ch(d) = Ch0 +

s∑
i=1

diChi, E(d) = E0 +

s∑
i=1

diEi,

h(d) = h0 +

s∑
i=1

dihi, D(d) = D0 +

s∑
i=1

diDi.

其中:A0,Ah0,B0,G0,C0,Ch0,D0,E0,h0,Ai,Ahi,Bi,
Gi, Ci, Chi, Di, Ei, hi(i = 1, 2, · · · , s)为常数矩阵.参
数di有界且其变化率 ḋi有界,满足di ⩽ di ⩽ di, ḋi ⩽
ḋi ⩽ ḋi, i = 1, 2, · · · , s. di, di, ḋi, ḋi为已知常数.定义
超立方矩阵M和S,使di和 ḋi在M={(δ1, δ2, · · · , δs)
|δi ∈ [di, di]}和S = {(τ1, τ2, · · · , τs)|τi ∈ [ḋi, ḋi]}中
变化.
引理1 (投影定理[27]) 设R, S和Π是给定的适

当维数矩阵,且Π是对称的;NR和NS分别是由核空

间ker(R)和ker(S)的任意一组基向量作为列向量构
成的矩阵,则存在一个矩阵X ,使得Π + RTXTS +

STXR < 0,当且仅当NT
RΠNR < 0, NT

S ΠNS < 0.
引理2 (仿射参数二次稳定性[27]) 对于一个时

变不确定参数的系统,如果存在对称矩阵P0, · · · , Pi,
使得对于所有的不确定参数d ∈M ,有

P (d) = P0 + d1P1 + · · ·+ dsPs > 0,

AT(d)P (d) + P (d)A(d) +
dP (d)

dt < 0,

则称系统为仿射参数二次稳定.
为了测试系统的稳定性问题,考虑控制输入

u(t) = 0的时滞LPV系统

ẋ(t) =A(d(t))x(t) +Ah(d(t))x(t− h(d(t)))+

G(d(t))w(t) (4)
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和初始条件 (3).如下定理为系统 (4)仿射参数二次

稳定提供了充分条件.
定理1 [28] 考虑时滞LPV系统 (4)和初始函数

(3),如果存在连续可微的对称正定矩阵P (d) = P0 +
s∑

i=1

diPi和对称正定矩阵Q,使得不等式
L ∗

AT
h (d)P (d) −

[
1−

s∑
i=1

(τihi)
]
Q

 < 0 (5)

对于所有参数变化轨迹成立,则系统(4)仿射参数二

次稳定,其中

L = AT(d)P (d) + P (d)A(d) +
s∑

i=1

(τiPi) +Q.

证明 假设不等式 (5)成立,考虑下列Lyapunov
泛函:

V (x, d) =

xT(t)P (d)x(t) +
w t

t−h(d(t))
xT(ξ)Qx(ξ)dξ. (6)

令 λP := maxλmax(P (d)), λQ := λmax(Q),

λP := minλmin(P (d)),则V (x, d)是有界的,因为
dV
dt =

dxT(t)

dt P (d)x(t) + xT(t)P (d)
dx(t)

dt +

xT(t)
dP (d)

dt x(t) + xT(t)Qx(t)−(
1− dh(d)

dt

)
xT(t− h(d))Qx(t− h(d)) =

[xT(t) xT(t− h(d))]× A (∗)

AT
h (d)P (d)

(
−1+dh(d)

dt

)
Q

[
x(t)

x(t− h(d))

]
⩽ 0,

(7)

其中

A = AT(d)P (d) + P (d)A(d) +
dP (d)

dt +Q.

由不等式 (5)可知不等式 (7)成立,因此,V (x, d)是

Lyapunov泛函,所以系统(4)仿射参数二次稳定. 2
考虑时滞仿射LPV系统(1)和(2),假设控制输入

u(t) = 0,初始函数ϕ(θ) = 0,如下定理给出了时滞
LPV系统仿射参数二次稳定且H∞范数不超过给定

常数γ(即满足H∞性能指标)的条件.
定理2 考虑时滞仿射LPV系统 (1)和 (2),给定

正常数γ,如果存在连续可微的对称正定矩阵P (d)和

对称正定矩阵Q,使得如下不等式对于所有参数变化
轨迹成立:


L ∗ ∗ ∗

AT
h (d)P (d) −

s∑
i=1

(τihi)Q ∗ ∗

GT(d)P (d) 0 −γI ∗
C(d) Ch(d) E(d) −γI

 < 0, (8)


AT

i Pi + PiAi (∗) (∗) (∗)
AT

hiPi 0 (∗) (∗)
GT

i Pi 0 0 (∗)
0 0 0 0

 ⩾ 0. (9)

则系统(1)和(2)仿射参数二次稳定且满足H∞指标.
证明 由顶部2 × 2的子矩阵和定理1可知时滞

LPV系统是参数二次稳定的.在零初始条件下,考虑
到J∞ =

w ∞

0
[γ−1zT(t)z(t)− γwT(t)w(t)]dt,对于任

意的外部扰动w(t) ̸= 0,利用Lyapunov泛函 (6)和初

始条件可导出

J∞ =
w ∞

0
[γ−1zT(t)z(t)− γwT(t)w(t)+

V̇ (x(t))]dt− V (x(t)) ⩽w ∞

0
[γ−1zT(t)z(t)−

γwT(t)w(t) + V̇ (x(t))]dt.

由于

dV
dt =

dxT(t)

dt P (d)x(t) + xT(t)P (d)
dx(t)

dt +

xT(t)
dP (d)

dt x(t) + xT(t)Qx(t)−(
1− dh(d)

dt

)
xT(t− h(d))Qx(t− h(d)) =

[xT(t) xT(t− h(d)) wT(t)]×
A (∗) (∗)

AT
h (d)P (d)

(
−1 + dh(d)

dt

)
Q (∗)

GT(d)P (d) 0 0

×
[xT(t) xT(t− h(d)) wT(t)]T,

γ−1zT(t)z(t)− γwT(t)w(t) =

[xT(t) xT(t− h(d)) wT(t)]×
γ−1CT(d)C(d) (∗)

γ−1CT
h (d)C(d) γ−1CT

h (d)Ch(d)

γ−1ET(d)C(d) γ−1ET(d)Ch(d)

→

←

(∗)

(∗)

−γI + γ−1ET(d)E(d)

×
[xT(t) xT(t− h(d)) wT(t)]T.
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根据Schur补引理,矩阵不等式(8)等价于
A+ γ−1CT(d)C(d)

AT
h (d)P (d) + γ−1CT

h (d)C(d)

GT(d)P (d) + γ−1ET(d)C(d)

→

←
(∗) (∗)
B (∗)

γ−1ET(d)Ch(d) −γI + γ−1ET(d)E(d)

 < 0,

其中

B =
(
−1 + dh(d)

dt

)
Q+ γ−1Ch

T(d)Ch(d).

故

J∞ ⩽w ∞

0
[γ−1zT(t)z(t)− γwT(t)w(t) + V̇ (x(t))]dt =w ∞

0
[xT(t) xT(t− h(d)) wT(t)]×
A+ γ−1CT(d)C(d)

Ah
T(d)P (d) + γ−1Ch

T(d)C(d)

GT(d)P (d) + γ−1ET(d)C(d)

→

←
(∗) (∗)
B (∗)

γ−1ET(d)Ch(d) −γI + γ−1ET(d)E(d)

×


x(t)

x(t− h(d))

w(t)

dt < 0.

不等式(8)成立.
进一步,为了保证系统(1)和(2)为仿射参数二次

稳定且满足H∞指标,定义

fx(d) =

xT(t)[AT(d)P (d) + P (d)A(d) + Ṗ (d) +Q]x(t).

由于A(d), P (d)都是时变参数的函数,一般的 fx(d)

不是d(t)的凸函数,不能由fx(d)在有限集上负定性

推出fx(d)在整个参数区间上的负定性.其中

fx(d) =

xT(AT
0 P0 + P0A0 +Q)x+

xT
s∑

i=1

di(A
T
i P0 + P0Ai +AT

0 Pi + PiA0)x+

xT
s∑

i=1

i−1∑
j=1

didj(A
T
j Pi + PiAj +AT

i Pj + PjAi)x+

xT
s∑

i=1

d2i (A
T
i Pi + PiAi)x+ xT

s∑
i=1

Piḋix.

命题“fx(d)在有限集上负定性推出 fx(d)在

整个参数区间上负定性”成立的一个充分条件是

fx(d1, · · · , ds)关于每个变量都是凸的,这等价于对

于 i = 1, 2, · · · , s, ∂
2fx
∂d2i

(d) = xT[AT
i Pi + PiAi]x ⩾

0.由x的任意性进一步推出fx(d)是凸函数的充分条

件是AT
i Pi + PiAi ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , s.所以不等式

(9)可由不等式(8)推出. 2
2 有记忆状态反馈控制器的设计

考虑时滞仿射LPV系统控制综合问题.假定系
统的状态是可以观测的,要求设计如下所示的有记忆
状态反馈控制器:

u(t) = K1(d)x(t) +K2(d)x(t− h(d)), (10)

使闭环系统ẋ(t) = A(d)x(t) +Ah(d)x(t− h(d)) +G(d)w(t),

z(t) = C(d)x(t) + Ch(d)x(t− h(d)) + E(d)w(t)

(11)

仿射参数二次稳定,且在零初始条件下满足H∞性能

指标.其中

K1(d) = K10 +

s∑
i=1

diK1i,

K2(d) = K20 +

s∑
i=1

diK2i;

A(d) = A(d) +B(d)K1(d),

Ah(d) = Ah(d) +B(d)K2(d),

C(d) = C(d) +D(d)K1(d),

Ch(d) = Ch(d) +D(d)K2(d).

结合定理2中对时滞仿射LPV系统的稳定性能
分析,得出使闭环系统(11)仿射参数二次稳定且满足

H∞性能指标的条件.因为定理2提出的LMI是无穷
维的,利用凸多面体的思想对LMI做处理,得到如下
定理.
定理3 考虑时滞仿射LPV系统 (1)和 (2),给定

的正常数γ和δi ∈ V , δi为超立方体的顶点,如果存在
连续可微的对称正定矩阵P0,Pi(i = 1, 2, · · · , s)和
对称正定矩阵Q,使得如下不等式:

A
T
(δ)P (δ) + P (δ)A(δ) +

s∑
i=1

(τiPi) +Q

A
T
h (δ)P (δ)

GT(δ)P (δ)

C(δ)

→

←

(∗) (∗) (∗)

−
[
1−

s∑
i=1

(τihi)
]
Q (∗) (∗)

0 −γI (∗)
Ch(δ) E(δ) −γI

 < 0, (12)
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Ξ1 (∗) (∗) (∗)
Ξ2 0 (∗) (∗)

Gi
TPi 0 0 (∗)

DiK1i DiK2i 0 0

 ⩾ 0. (13)

P (δ) > 0 (14)

对于所有参数变化轨迹成立,则闭环系统(11)仿射参

数二次稳定且满足H∞性能指标.其中

P (δ) = P0 +

s∑
i=1

δiPi,

Ξ1 = Ai
TPi +KT

1iB
T(δ)Pi +KT

1 (δ)Bi
TPi+

KT
1iB

T
i P (δ) + PiAi + PiB(δ)K1i+

PiBiK1(δ) + P (δ)BiK1i,

Ξ2 = AT
hiPi +KT

2iB
T(δ)Pi +KT

2 (δ)B
T
i Pi+

KT
2iB

T
i P (δ).

证明 因为二次函数在超立方体上负定的充要

条件是二次函数在超立方体上的所有顶点都负定,即
式 (12)可由式 (8)推出.不等式 (13)的证明过程同不

等式(9). 2
由定理3可以看出,条件 (12)中存在Lyapunov泛

函矩阵P (δ)与闭环系统矩阵乘积项.为解决这一问
题,引入附加矩阵来解耦,从而得到新的性能准则.
定理4 考虑时滞仿射LPV系统 (1)和 (2),给定

正常数γ,如果存在连续可微的对称正定矩阵P (δ)、

对称正定矩阵Q和矩阵W ,使得不等式

−(W +WT) (∗) (∗) (∗) (∗) (∗)

A
T
(δ)W + P (δ) −P (δ) +

s∑
i=1

(τiP i) +Q (∗) (∗) (∗) (∗)

A
T
h (δ)W 0 −

[
1−

s∑
i=1

(τihi)
]
Q (∗) (∗) (∗)

GT(δ)W 0 0 −γI (∗) (∗)
0 C(δ) Ch(δ) 0 −γI (∗)
W 0 0 0 0 −P (δ)


< 0, (15)



−(W +WT) (∗) (∗) (∗) (∗) (∗) (∗)
0 −(W +WT) (∗) (∗) (∗) (∗) (∗)

−P (δ) +KT
1iBi

TW AT
i W +KT

1 (δ)Bi
TW +KT

1iB
T(δ)W − Pi −P (δ) (∗) (∗) (∗) (∗)

0 AT
hi(δ)W +KT

2 (δ)B
T
i W +KT

2iB
T(δ)W 0 0 (∗) (∗) (∗)

0 GT
i (δ)W 0 0 0 (∗) (∗)

0 0 −DiK1i −DiK2i 0 0 (∗)
W 0 0 0 0 0 −P (δ)


⩽ 0.

(16)

对于所有参数变化轨迹成立,则闭环系统(11)仿

射参数二次稳定且满足H∞性能指标.
证明 不等式(15)等价于

0 (∗)

P (δ) −P (δ) +

s∑
i=1

(τiP i) +Q

0 0

0 0

0 C(δ)

0 0

→

←

(∗) (∗) (∗) (∗)
(∗) (∗) (∗) (∗)

−
[
1−

s∑
i=1

(τih i)
]
Q (∗) (∗) (∗)

0 −γI (∗) (∗)
Ch(δ) 0 −γI (∗)

0 0 0 −P (δ)


+

[−I A(δ) Ah(δ) G(δ) 0 I]TW×

[I 0 0 0 0 0] + [I 0 0 0 0 0]TWT×

[−I A(δ) Ah(δ) G(δ) 0 I] < 0. (17)

而 [I 0 0 0 0 0]和 [−I A(δ) Ah(δ) G(δ) 0 I]的零空

间分别为


0 0 0 0 0
I 0 0 0 0
0 I 0 0 0
0 0 I 0 0
0 0 0 I 0
0 0 0 0 I

和

A(δ) Ah(δ) G(δ) 0 I
I 0 0 0 0
0 I 0 0 0
0 0 I 0 0
0 0 0 I 0
0 0 0 0 I

,

应用投影定理得到如下不等式:

−P (δ) +

s∑
i=1

(τiPi) +Q

0

0

C(δ)

0

→
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←

(∗) (∗) (∗) (∗)

−
[
1−

s∑
i=1

(τihi)
]
Q (∗) (∗) (∗)

0 −γI (∗) (∗)
Ch(δ) 0 −γI ∗

0 0 0 −P (δ)


< 0,

(18)

A
T
(δ)P (δ) + P (p)A(δ)− P (δ) +

s∑
i=1

(τiPi) +Q

A
T
h (δ)P (δ)

GT(δ)P (δ)

C(δ)

P (δ)

→

←

(∗) (∗) (∗) (∗)

−
[
1−

s∑
i=1

(τihi)
]
Q (∗) (∗) (∗)

0 −γI (∗) (∗)
Ch(δ) 0 −γI (∗)

0 0 0 −P (δ)


< 0.

(19)

由Schur补引理可知,式 (19)等价于定理 3的式
(12),所以不等式 (15)成立;同理可证不等式 (16)成

立.因此定理4的条件也是定理3的充分条件. 2
基于上面定理,控制器的设计如下.
定理5 考虑时滞仿射LPV系统 (1)和 (2),给定

正常数γ,如果存在连续可微的对称矩阵X0, U1, U2,

Xi, U1i, U2i和对称正定矩阵Y 以及一般矩阵N ,使
得不等式

Π1 (∗) (∗) (∗) (∗) (∗)
Π2 Π4 (∗) (∗) (∗) (∗)
Π3 0 −δ(τ)Y (∗) (∗) (∗)

GT(δ) 0 0 −γI (∗) (∗)
0 Π5 Π6 0 −γI (∗)

NT 0 0 0 0 −X(δ)


< 0,

(20)

Π1 (∗) (∗) (∗) (∗) (∗) (∗)
0 Π1 (∗) (∗) (∗) (∗) (∗)
Π7 Π8 −X(δ) (∗) (∗) (∗) (∗)
0 Π9 0 0 (∗) (∗) (∗)
0 GT

i 0 0 0 (∗) (∗)
0 0 Π10 Π11 0 0 (∗)

NT 0 0 0 0 0 −X(δ)


⩽ 0. (21)

对于所有参数变化轨迹成立,则闭环系统(11)仿射参

数二次稳定且满足H∞性能指标.其中

Π1 = −(N +NT),

Π2 = NTAT(δ) +X(δ) + UT
1 (δ)BT(δ),

Π3 = NTAT
h (δ) + UT

2 (δ)BT(δ),

Π4 = X(τ)−X0 + Y −X(δ),

Π5 = C(δ)N +D(δ)U1(δ),

Π6 = Ch(δ)N +D(δ)U2(δ),

Π7 = −X(δ) + UT
1iB

T
i
,

Π8 = −Xi +NTAT
i + UT

1 (δ)BT
i + UT

1iB
T(δ),

Π9 = NTAT
hi + UT

2 (δ)BT
i + UT

2iB
T(δ),

Π10 = −DiU1i, Π11 = −DiU2i.

证明 用 diag[W−1, W−1, W−1, I, I, W−1]和

diag[W−1, W−1, W−1, W−1, I, I, W−1]分别对式

(15)和(16)进行全等变换,且定义

Y = W−TQW−1, X(δ) = W−TP (δ)W−1,

N = W−1, U1(δ) = K1(δ)W
−1, U1i = K1iW

−1,

U2(δ) = K2(δ)W
−1, U2i = K2iW

−1,

则式(15)和(16)分别等价于式(20)和(21). 2
为将式 (21)变为严格不等式,需在式 (21)加上

diag{0, 0, −ςiI, −ςiI, −ςiI, −ςiI, 0},其中ςi > 0.
通过求解LMI(20)和 (21),得到有记忆状态反馈

控制器的增益矩阵

K1(d) = U1(d)N
−1, K2(d) = U2(d)N

−1. (22)

推论1 考虑时滞仿射LPV系统 (1)和 (2),给定
正常数γ,如果存在连续可微的对称矩阵X0, U1, Xi,

U1i和对称正定矩阵Y 以及一般矩阵N ,满足不等式

Π1 (∗) (∗) (∗) (∗) (∗)
Π2 Π4 (∗) (∗) (∗) (∗)
Π3 0 −δ(τ)Y (∗) (∗) (∗)

GT(δ) 0 0 −γI (∗) (∗)
0 Π5 Π6 0 −γI (∗)

NT 0 0 0 0 −X(δ)


< 0,

(23)

Π1 (∗) (∗) (∗) (∗) (∗) (∗)
0 Π1 (∗) (∗) (∗) (∗) (∗)
Π7 Π8 −X(δ) (∗) (∗) (∗) (∗)
0 Π9 0 0 (∗) (∗) (∗)
0 GT

i 0 0 0 (∗) (∗)
0 0 Π10 0 0 0 (∗)

NT 0 0 0 0 0 −X(δ)


⩽ 0, (24)

取无记忆状态反馈控制率为u(t) = K1(d)x(t)时,则
系统(11)仿射参数二次稳定且满足H∞性能指标,其
中
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K1(d) = U1(d)N
−1, Π1 = −(N +NT),

Π2 = NTAT(δ) +X(δ) + UT
1 (δ)BT(δ),

Π3 = NTAT
h (δ), Π4 = X(τ)−X0 + Y −X(δ),

Π5 = C(δ)N +D(δ)U1(δ), Π6 = Ch(δ)N,

Π7 = −X(δ) + UT
1iB

T
i ,

Π8 = −Xi +NTAT
i + UT

1 (δ)BT
i + UT

1iB
T(δ),

Π9 = NTAT
hi, Π10 = −DiU1i.

注1 比较线性矩阵不等式 (20)、(21)和 (23)、

(24)可以看出,当不等式 (23)和 (24)有解时,式 (20)

和(21)一定有解 (这时只要取U2(δ), U2i为0即可),反
之则不一定成立.这说明式 (20)和 (21)的可解性比

式 (23)和 (24)更好.所以有记忆状态反馈控制器能
控制无记忆状态反馈控制器无法控制的系统.

3 仿真示例

3.1 数值仿真

考虑以下时滞仿射线性参数变量系统:

ẋ(t) =[
0 1− d(t)

−2 −2

]
x(t)+[

−0.5 + 9.5d(t) −0.3 + 8d(t)

0.27 + 3d(t) 0.85d(t)

]
x(t− 0.9|d(t)|)+[

0.5 + 0.2d(t)

2− 3d(t)

]
u(t) +

[
0.2d(t)

0.2 + 0.1d(t)

]
w(t),

z(t) =[
0.2 + 0.3d(t) 0

0.2d(t) 0.3

]
x(t)+[

0.4 + 0.2d(t) 0

0.5 0.2 + 0.1d(t)

]
x(t− 0.9|d(t)|)+[

0.3

0.4d(t)

]
u(t).

其中: d(t) = 0.1 sin t, d(t) ∈ [−0.1, 0.1], ḋ(t) ∈ [−0.1,
0.1],时延h(d) = 0.9|d(t)|的变化范围从0到0.09.初
始函数选为

x0 = [2 sin t̂ − 2 cos t̂], t̂ = 4π(t− τ)/τ, t ⩽ 0,

步长为0.01 s.外部扰动w(t) = 1, t ⩾ 0.由定理5求
得H∞性能指标γb = 1.196 1以及参数依赖的有记忆

状态反馈控制器增益

K1(d) = [−1.995 1 − 2.379 4]+

d(t)[0.641 0 − 0.139],

K2(d) = d(t)[−10.415 6 − 8.492 1].

同样,由推论1得H∞性能指标γb = 4.029 3e +

003以及无记忆状态反馈控制器增益 K(d) =

d(t)[−0.143 0 − 0.837 0].
图 1和图 2分别为加干扰前有记忆状态反馈控

制器和无记忆状态反馈控制器控制下的闭环系统状

态响应曲线.图 3和图 4分别为加入干扰后,两种控
制器控制下的闭环系统状态响应曲线.由图 1∼图
4可知系统状态x1和x2均迅速收敛到0.图5为γ在

整个过程中的变化曲线,用 γr表示,其中 γr(t)
2

=

∥z(t)∥2/∥w(t)∥2.经对比γb > γr,且在有记忆状态反
馈控制器和无记忆状态反馈控制器控制下均成立,验
证了仿真得到的H∞性能与理论计算的一致性.

0 5 10 15

-1.5

-0.5

0.5

1.5

t /s

x
t(
)

x1

x2

图 1 (x0 = [2 sin t̂ − 2 cos t̂])加干扰前有记忆
状态反馈控制下的闭环系统状态响应曲线

0 5 10 15

-1.5

-0.5

0.5

1.5

t /s

x
t(
)

x1

x2

图 2 加干扰前无记忆状态反馈控制

下的闭环系统状态响应曲线
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x2

图 3 (x0 = [2 sin t̂ − 2 cos t̂])加干扰后有记忆
状态反馈控制下的闭环系统状态响应曲线

为了进一步验证系统的大范围稳定性,将初始
域变为原来的 100倍,此时初始函数假定为 x0 =

[200 sin t̂ − 200 cos t̂].图6为初始域变大,加入干扰
后有记忆状态反馈控制下的闭环系统状态响应曲

线.由图6可知,虽然由扰动引起的初始偏差变大,一
旦扰动消失,系统仍能迅速恢复稳定.
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0 5 10 15
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图 4 加干扰后无记忆状态反馈控制

下的闭环系统状态响应曲线
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图 5 γr在整个过程中的变化曲线
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图 6 初始域变大后 (x0 = [200 sin t̂ − 200 cos t̂]),有
记忆状态反馈控制下的闭环系统状态响应曲线

从上述两种方法得到的最优抗干扰衰减水平和

状态响应曲线可以看出,本文设计的控制器更能有效
减弱扰动对系统的影响,所以基于时滞LPV系统的
有记忆状态反馈控制器的保守性较小.

3.2 实例仿真

考虑铣床铣削过程中的振动控制系统,可抽象为
时滞LPV模型(引用文献[29]),即

ẋ(t) =

 0 0 1 0
0 0 0 1

−10.34 + d1(t) 10 0 0
5 −15 0 −0.25

x(t)+
 0 0 0 0

0 0 0 0
0.34− d1(t) 0 0 0

0 0 0 0

x(t− πd2(t))+

 0
0
−1
0

w(t) +

000
1

u(t),

z(t) =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

x(t) +

0

0

1

u(t).

其中:系统状态x = [x1 x2 ẋ1 ẋ2],x1和x2分别

是刀具和机床的位置; d1(t) = sin(2ϕ + 1.22),ϕ为刀
具的角位置, d1(t) ∈ [−1, 1], |ḋ1(t)| ∈ [0, 418.9]rad/s;
d2(t) = 1/ω,ω ∈ [20.93, 209.3] rad/s,ω为刀具的角速
度,最大变化率为104.67 rad/s2;时延h(d) = πd2(t),
时延变化率小于0.75.在仿真中,外部扰动w(t)为如

下矩形信号

w(t) =

1, 0 ⩽ t ⩽ 4;

0, t > 4.

由定理5求得H∞性能指标γ = 3.1以及参数依

赖的有记忆状态反馈控制器

K1(d) = [−1.999 4 5.923 1 0.151 4 −1.519 8]+

d1(t)[0.217 3 −0.540 4 −0.081 8 1.028 1],

K2(d) = [0.058 2 −0.010 2 −0.001 1 0]+

d1(t)[−0.043 4 0.001 7 0.000 1 −0.000 1].

图7为未加外部扰动w(t)时两个模块的位置变

化曲线,图8为加上扰动w(t)时两个模块的位置变化

曲线.对比图7和图8,发现有记忆状态反馈控制器能
够有效地减弱扰动对系统的影响.
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图 7 未加扰动时两个模块的位置变化曲线
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图 8 加扰动后两个模块的位置变化曲线

4 结 论

本文针对一类时滞仿射线性参数变量系统设计

具有记忆状态的反馈控制器,研究了基于有记忆状态
反馈的鲁棒H∞控制问题.根据仿射参数二次稳定
性定义,通过构造参数依赖的Lyapunov泛函,得出满
足条件的LMI,用多凸方法实现了将无穷维问题转化
为可以数值求解的有穷维问题,得到有记忆状态反馈
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控制器,其保守性也相对降低.数值例子表明了该设
计方法的有效性和低保守性.
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