
第 34卷 第 4期 控 制 与 决 策 Vol.34 No.4
2019年 4月 Control and Decision Apr. 2019

文章编号: 1001-0920(2019)04-0861-10 DOI: 10.13195/j.kzyjc.2017.1374

基于概率犹豫模糊熵的多属性决策方法
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摘 要: 针对概率犹豫模糊元的多个隶属度和其概率各不相同的特点,提出基于概率犹豫模糊熵的多属性决策方
法.首先,定义3种新的概率犹豫模糊熵:模糊熵、犹豫熵和总熵,以分别测量概率犹豫模糊元的模糊性、犹豫性和
整体不确定性;然后给出3种熵测度的公理化定义和表达式;最后,根据概率犹豫模糊元的3种熵,构建能够解决属
性权重完全未知的多属性决策模型,并通过案例和对比分析验证所提模型的有效性和合理性.
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Multi-attribute decision method based on probabilistic hesitant fuzzy
entropy
LIU Yu-min, ZHU Feng†, JIN Lin-lin

(Business of School，Zhengzhou University，Zhengzhou 450001，China)

Abstract: A multi-attribute decision-making method based on probabilistic hesitant fuzzy entropy is proposed for the
multiple membership degree of probabilistic hesitant fuzzy elements and the characteristics that their probability is
different. Firstly, three new probabilistic fuzzy entropies are proposed: The fuzzy entropy, the hesitant entropy and the
total entropy which are used to measure the fuzziness, the hesitation and the global uncertainty of the probability hesitant
fuzzy elements respectively. Then, the axiomatic definition and expressions of the three entropies are given. Finally, the
multi-attribute decision-making model that can solve completely unknown attribute weights is constructed by the three
entropy of the probability hesitant fuzzy elements, and the effectiveness and rationality of the model are verified by a case
and contrast analysis.
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0 引 言

为了解决复杂多属性决策中专家偏好的不一

致性, Torra等[1-2]首先提出了犹豫模糊集.近年来,国
内外学者对犹豫模糊集进行了较为广泛的研究[3-11],
先后将犹豫模糊集拓展为犹豫模糊语言集[12]、区间

犹豫模糊集[13]、对偶犹豫模糊集[14]、广义犹豫模糊

集[15]、犹豫三角模糊集[16]等.虽然犹豫模糊集允许
一个元素属于某个集合的隶属度可以是多个不同的

值,但却将每一个隶属度发生的概率看作是相同的.
例如一名汽车专家应邀评估某新车的安全性,由于
缺乏相关的信息,该专家对于该车安全性能的判断在
0.7与0.8之间犹豫不决,则该车的安全性评估信息可
用犹豫模糊元{0.7, 0.8}表示,但是该专家认为0.7比
0.8发生的可能性更大,而犹豫模糊集无法表达专家

的这种偏好.
为了能够考虑每一个隶属度发生的概率, Xu

等[17]提出了概率犹豫模糊集,即针对前文提出的汽
车安全性评估的例子,可得到一个概率犹豫模糊元
{0.7|0.9, 0.8|0.1},其中 0.9和 0.1分别代表隶属度 0.7
和0.8发生的概率.与犹豫模糊集相比,概率犹豫模糊
集包含的不确定信息更多,既充分考虑到不同的隶属
度,又给出每一个隶属度发生的概率,有效地考虑了
决策者的偏好.因此,概率犹豫模糊集可以充分地刻
画决策者的不确定性决策信息,这引起了越来越多学
者的关注. Gao等[18]定义了概率犹豫模糊集的距离

测度,并且提出了考虑时间因素的概率犹豫模糊变量
和与之相关的多种动态概率犹豫模糊算子; Li等[19]

提出了概率犹豫模糊集的可能度公式,用于比较两个
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概率犹豫模糊集的优劣; Zhou等[20]根据概率犹豫模

糊集的优良特性提出了犹豫风险价值,并将其应用到
最优库存股的选择问题中; Hao等[21]对概率犹豫模

糊集进行了拓展,提出了概率对偶犹豫模糊集.
为了测量犹豫模糊集的不确定性,犹豫模糊熵被

引入到犹豫模糊多属性决策中. Xu等[22]将模糊熵、

交叉熵推广到犹豫模糊环境下,定义了犹豫模糊集
的熵和交叉熵,并讨论了两者间的关系; Farhadinia[23]

基于犹豫模糊元的距离测度提出了多种犹豫模糊元

的熵; Wei等[24]结合犹豫模糊元的均值和方差提出

了一系列的犹豫模糊熵;随后, Farhadinia[25]指出熵理

论的缺陷,提出了区间转换犹豫模糊元的概念,并以
此为基础构造了一种犹豫模糊熵; Hu等[26]基于犹豫

模糊相似度,提出了新的犹豫模糊熵; Zhao等[27]从犹

豫模糊元的模糊性和非明确性两个角度提出了犹豫

模糊元的二元熵.
对于任意一个概率犹豫模糊元,其隶属度的确定

具有一定的模糊性.该模糊元是由多个不同隶属度
构成,显示了一定的犹豫性,并且每一个隶属度的概
率不尽相同,又具有一定的似然性.因此,概率犹豫模
糊元的不确定性主要包含模糊性、犹豫性和似然性,
其与犹豫模糊元的不确定性相比更加复杂.目前,关
于概率犹豫模糊熵的多属性决策研究仍为鲜见.因
此,为了测量概率犹豫模糊元的不确定性,本文首先
提出概率犹豫模糊元的模糊熵和犹豫熵的公理化定

义以及相关测度,以分别测量概率犹豫模糊元的模糊
性和犹豫性;然后,为了能够测量概率犹豫模糊元的
整体不确定性,结合概率犹豫模糊元的模糊熵和犹豫
熵,提出概率犹豫模糊元的总熵的公理化定义和相关
测度;最后,将概率犹豫模糊熵与TOPSIS方法结合,
运用到属性权重完全未知的多属性决策问题中,并通
过具体案例进行验证分析.

1 亴༷知䇶

1.1 概率犹豫模糊集相关概念

定义1 [17] 设X是给定的一个非空集合,则在
X上的一个概率犹豫模糊集(PHFS)Hp定义为

Hp = {⟨x, h(px)⟩|x ∈ X}.

其中h(px)是概率犹豫模糊集Hp的基本元素,一般
称h(px) = {γλ|pλ|λ = 1, 2, · · · , l}为概率犹豫模糊
元 (PHFE): l代表h(px)中元素的个数, γλ代表集合X

中的元素x属于概率犹豫模糊集Hp的隶属度, γλ ∈

[0, 1]; pλ代表隶属度γλ的概率,且pλ ∈ [0, 1],
l∑

λ=1

pλ

= 1.特别地,当p1 = p2 = · · · = pl时,退化为一个犹

豫模糊集(HFS).
为了简便,记h(px) = h(p),且本文中所有的概率

犹豫模糊元h(p)中的元素γλ|pλ一律按照隶属度γλ

从小到大排序,同时h(p)的补集

hc(p) = {1− γλ|pλ|λ = 1, 2, · · · , l}.

定义2 [18] 设任意两个概率犹豫模糊元h1(p)

和h2(p),则称

dp(h1(p), h2(p)) =

l∑
λ=1

|γλ
1 p

λ
1 − γλ

2 p
λ
2 | (1)

为两个概率犹豫模糊元的海明距离,其中 γλ
1 p

λ
1和

γλ
2 p

λ
2分别是h1(p)和h2(p)中第λ大的元素.
定义3 [19] 设非空集合X上的一个概率犹豫模

糊集Hp = {⟨x, h(px)⟩|x = 1, 2, · · · , n},其中h(px) =

{γλ|pλ|λ = 1, 2, · · · , l},则隶属度γ在X上的总概率

为

P (x = γλ) =
n∑

λ=1

P (x = h(px))P (x = γλ/x = h(px)). (2)

1.2 犹豫模糊元的熵测度

为了描述犹豫模糊元的模糊性和非明确性,
Zhao等[27]首次提出了犹豫模糊元的二元熵概念.关
于二元熵的公理化定义如下.
定义4 [27] 设任意两个犹豫模糊元h1和h2,一

般称二元函数(EF , EN ) : H → [0, 1]为犹豫模糊元

的二元熵,其中EF和EN为犹豫模糊元的模糊熵和

非明确熵,分别代表犹豫模糊元的模糊性和非明确
性,而且需要满足以下性质:

1) 当且仅当h1 = {0}或者h1 = {1}时,EF (h1)

= 0;
2)当且仅当h1 = {0.5}时,EF (h1) = 1;
3) ∀i = 1, 2, · · · , l,如果h

δ(i)
1 ⩽ h

δ(i)
2 ⩽ 0.5或者

h
δ(i)
1 ⩾ h

δ(i)
2 ⩾ 0.5,则E(h1) ⩽ E(h2);

4) EF (h1) = EF (h
c
1);

5) 当且仅当犹豫模糊元h1只包含一个隶属度

时,EN (h1) = 0；

6)当且仅当h1 = {0, 1}时,EN (h1) = 1;
7) EN (h1) = EN (hc

1);
8) 当且仅当∀i = 1, 2, · · · , l, ∀j = 1, 2, · · · , l,有

|hδ(i)
1 − h

δ(j)
1 | ⩽ |hδ(i)

2 − h
δ(j)
2 |时,EN (h1) ⩾ EN (h2).

2 概率犹豫模糊元的熵测度

为了测量概率犹豫模糊元的模糊性、犹豫性和

整体不确定性,本文分别提出概率犹豫模糊元的模糊
熵、犹豫熵和总熵的公理化定义和一系列熵测度公

式.
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2.1 概率犹豫模糊元的模糊熵

一个概率犹豫模糊元的模糊性是由其与概率犹

豫模糊元{0.5|1}之间的差异程度所决定的,一般差
异程度越小代表它的模糊性越大,反之模糊性越小.
根据定义4中犹豫模糊元的模糊熵公理化定义,本文
提出概率犹豫模糊元的模糊熵公理化定义和相关熵

测度.
定义5 设任意3个概率犹豫模糊元h(p)、h1(p)

和h2(p).其中:h(p) = {γλ|pλ|λ = 1, 2, · · · , l}, h1(p)

= {γλ
1 |pλ1 |λ = 1, 2, · · · , l1}, h2(p) = {γλ

2 |pλ2 |λ =

1, 2, · · · , l2}.一般称函数EFp : Hp → [0, 1]为概率

犹豫模糊元的模糊熵,而且需要满足以下性质:
1) 当且仅当h(p) = {0|p, 1|1 − p}时,EFp(h(p))

= 0;
2)当且仅当h(p) = {0.5|1}时,EFp(h(p)) = 1;
3) ∀i = 1, 2, · · · , l,如果γi

1 ⩽ γi
2 ⩽ 0.5或γi

1 ⩾
γi
2 ⩾ 0.5且pi1 = pi2, l1 = l2 = l,则EFp(h1(p)) ⩽

EFp(h2(p));
4)EFp(h(p)) = EFp(h

c(p)).
定义6 对于任意一个概率犹豫模糊元h(p) =

{γλ|pλ|λ = 1, 2, · · · , l},称

EFp(h(p)) =

l∑
λ=1

pλEF (γ
λ) (3)

为h(p)的模糊熵,其中EF满足定义4中犹豫模糊元
模糊熵的性质.
证明 1) 当EFp(h(p)) = 0时,由于pλ ∈ [0, 1]

和EF (γ
λ) ∈ [0, 1],有EF (γ

λ) = 0,所以当且仅当
γ = 1或γ = 0时,h(p) = {0|p, 1|1 − p};当h(p) =

{0|p, 1|1−p}时,易得EFp = 0.综上,当且仅当h(p) =

{0|p, 1|1− p}时,EFp = 0.
2) 当EFp(h(p)) = 1时,由于 pλ ∈ [0, 1]和

l∑
λ=1

pλEF (γ
λ) ∈ [0, 1],有EF (γ

λ) = 1,由于当且仅

当γ = 0.5时,有EF (γ
λ) = 1,此时h(p) = {0.5|1};

当h(p) = {0.5|1}时,易得EFp = 1.综上,当且仅当
h(p) = {0.5|1}时,EFp = 1.

3) ∀i = 1, 2, · · · , l,如果γi
1 ⩽ γi

2 ⩽ 0.5或γi
1 ⩾

γi
2 ⩾ 0.5,且pi1 = pi2,易得pi1EF (γ

i
1) ⩽ pi2EF (γ

i
2),所

以EFp(h1(p)) ⩽ EFp(h2(p)).
4) 由定义1中概率犹豫模糊元的补集和EF (γ)

= EF (1− γ)可得

EFp(h
c(p)) =

l∑
λ=1

pλEF (1− γλ) =

l∑
λ=1

pλEF (γ
λ) = EFp(h(p)). 2

通过改变定义6中EF (γ
λ)的表达式可以获得许

多类型概率犹豫模糊元的模糊熵,如

EFp1(h(p)) =

− 1

ln2

l∑
λ=1

pλ[γλln(γλ) + (1− γλ)ln(1− γλ)]; (4)

EFp2(h(p)) =

1√
e − 1

l∑
λ=1

pλ[γλe1−γλ

+ (1− γλ)eγλ

− 1]; (5)

EFp3(h(p)) =

1

(1− q)ln2

l∑
λ=1

pλln[(γλ)q + (1− γλ)q], (6)

EFp4(h(p)) = 4t
l∑

λ=1

pλ(γλ)t(1− γλ)t. (7)

其中: q > 0, q ̸= 1; 0 < t ⩽ 1.
文献 [28]认为一个新的熵可以由自变量是已知

的熵的函数构成.基于该思想,本文提出一种具有广
义形式的概率犹豫模糊元的模糊熵,相关表达式如
下.
定义7 对于任意一个概率犹豫模糊元h(p) =

{γλ|pλ|λ = 1, 2, · · · , l},设EFpi(h(p))(i = 1, 2, · · · ,
n)是h(p)的模糊熵,则称

ĒFp(h(p)) =

ΦFp(EFp1(h(p)), EFp2(h(p)), · · · , EFpn(h(p))) (8)

为h(p)的模糊熵,其中函数ΦFp(x1, x2, · · · , xn) : [0,

1]n → [0, 1]满足以下3个性质:
1)当xi ∈ [0, 1]时,ΦFp关于xi单调递增;
2) 仅当xi = 1(i = 1, 2, · · · , n)时,函数值ΦFp

(x1, x2, · · · , xn) = 1;
3) 仅当xi = 0(i = 1, 2, · · · , n)时,函数值ΦFp

(x1, x2, · · · , xn) = 0.
关于ĒFp(h(p))满足定义5的证明过程略.
关于ΦFp(x1, x2, · · · , xn)的表达式,本文给出一

些简单的例子如下:

ΦFp1(x1, x2, · · · , xn) =

n∑
i=1

αixi, (9)

ΦFp2(x1, x2, · · · , xn) =
( n∑

i=1

αixi

)
e
1−

n∑
i=1

αixi

, (10)

ΦFp3(x1, x2, · · · , xn) = 1− cos
(
0.5π

n∑
i=1

αixi

)
,

(11)

其中αi ∈ [0, 1]且
n∑

i=1

αi = 1.
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2.2 概率犹豫模糊元的犹豫熵

犹豫熵的本质是描述概率犹豫模糊元中所包含

隶属度的离散程度.本文认为一个概率犹豫模糊元的
犹豫性可以从两个方面考虑: 1)当各个隶属度值保
持不变时,它们对应的概率彼此越接近,代表隶属度
分布越分散,犹豫性就越大; 2)当各个隶属度对应的
概率保持不变时,它们的隶属度彼此差值越大,代表
隶属度之间的差异性越大,犹豫性就越大.基于以上
两点和定义4中犹豫模糊元的非明确熵公理化定义,
本文提出概率犹豫模糊元的犹豫熵公理化定义和对

应的熵测度,定义如下.
定义8 设任意3个概率犹豫模糊元h(p)、h1(p)

和h2(p).其中:h(p) = {γλ|pλ|λ = 1, 2, · · · , l1}, h1(p)

= {γλ
1 |pλ1 |λ = 1, 2, · · · , l1}, h2(p) = {γλ

2 |pλ2 |λ = 1,

2, · · · , l2}.一般称函数EHp : Hp → [0, 1]为概率犹

豫模糊元的犹豫熵,而且需要满足以下性质:
1)当且仅当h(p) = {γ|1}时,EHp(h(p)) = 0;
2) 当且仅当h(p) = {0|0.5, 1|0.5}时,EHp(h(p))

= 1;
3) ∀i, j = 1, 2, · · · , l, i ̸= j,有 |γi

1 − γj
1| ⩽

|γi
2 − γj

2|,而且 l1 = l2 = l, pi1 = pi2,则EHp(h1(p)) ⩽
EHp(h2(p));

4) EHp(h(p)) = EHp(h
c(p));

5)随着 |γi − γj | → 0,有EHp(h(p)) → 0;
6)若h(p) = {γ1|p1, γ2|p2},则随着 |p1−p2| → 1,

有EHp(h(p)) → 0.
定义9 对于任意一个概率犹豫模糊元h(p),称

EHp(h(p)) =


0, l = 1;
l∑

i=1

l∑
j=i+1

4pipjg(uij), l > 1
(12)

为h(p)的犹豫熵.其中:uij = |γi − γj |,函数g(x) :

[0, 1] → [0, 1]满足以下3个性质:
1)当x ∈ [0, 1]时, g关于x严格单调递增;
2)仅当x = 1时,函数值g(x) = 1;
3)仅当x = 0时,函数值g(x) = 0.
证明 1)假设概率犹豫模糊元h(p)包含至少两

个互不相等的隶属度,当EHp(h(p)) = 0时,由于
g(x) ∈ [0, 1], 4pipj ∈ [0, 1],所以存在以下3种情况:

1) 4pipj = 0;
2) g(uij) = 0;

3)

4pipj = 0,

g(uij) = 0.

根据情况1)获得

pi = 0, pj = 1.

此时概率犹豫模糊元只包含一个隶属度,与假设矛

盾;根据情况2)和 g(x) = 0,仅当x = 0可得γi =

γj ,此时概率犹豫模糊元只包含一个隶属度,与假设
矛盾;根据情况 3)可直接获得概率犹豫模糊元只包
含一个隶属度,与假设矛盾,因此h(p) = {γ|1}.当
h(p) = {γ|1}时,易得EHp(h(p)) = 0.综上可得,当
且仅当h(p) = {γ|1}时,EHp(h(p)) = 0.

2) 当EHp(h(p)) = 1时,已知g(uij) ∈ [0, 1]和

4pipj ∈ [0, 1],所以 g(uij) = 4pipj = 1,根据仅当
x = 1时, g(x) = 1可得

pi = pj = 0.5, γ1 = 0, γ2 = 1,

此时h(p) = {0|0.5, 1|0.5};当h(p) = {0|0.5, 1|0.5}
时,易得EHp(h(p)) = 1.综上可得,当且仅当h(p) =

{0|0.5, 1|0.5}时,EHp(h(p)) = 1.
3)当 l1 = l2 = 1时

EHp(h1(p)) = EHp(h2(p)) = 0;

当 l1 = l2 > 1且pi1 = pi2时

EHp(h(p)) =

l∑
i=1

l∑
i=1

4pipjg(uij).

由函数 g(x)的性质可知,当x ∈ [0, 1]时, g关于x严

格单调递增,且uij
1 ⩽ uij

2 .由此可得 0 < g(uij
1 ) <

g(uij
2 ),因此
l∑

i=1

l∑
j=i+1

4pi1p
j
1g(u

ij
1 ) ⩽

l∑
i=1

l∑
j=i+1

4pi2p
j
2g(u

ij
2 ) ⇒

EHp(h1(p)) ⩽ EHp(h2(p)).

4)由定义1中h(p)的补集hc(p)可得

EHp(h
c(p)) =

l∑
i=1

l∑
j=i+1

4pipjg(|γi − γj |) =

l∑
i=1

l∑
j=i+1

4pipjg(|1− γi − 1 + γj |) =

EHp(h(p)).

5) 由于g是严格单调递增函数,且仅当x = 1时,
函数值 g(x) = 1;仅当x = 0时,函数值 g(x) = 0.
因此,当uij逐渐递减至 0时, g也逐渐递减至0,此时
EHp(h(p))也逐渐接近于0.

6) 若h(p) = {γ1|p1, γ2|p2},当 |p1 − p2| → 1

时, p1 → 1, p2 → 0,则此时EHp(h(p))也逐渐接近于

0. 2
通过改变g(x)的表达式可以获得许多类型概率

犹豫模糊元的犹豫熵,如

EHp1(h(p)) =

l∑
i=1

l∑
j=i+1

4pi1p
j
1(u

ij)r, r > 0; (13)
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EHp2(h(p)) =

l∑
i=1

l∑
j=i+1

4pi1p
j
1 sin(0.5uijπ); (14)

EHp3(h(p)) =

l∑
i=1

l∑
j=i+1

4pi1p
j
1(1− cos(0.5uijπ));

(15)

EHp4(h(p)) =
l∑

i=1

l∑
j=i+1

4pi1p
j
1

( 2uij

uij + 1

)
. (16)

本文基于文献 [28]的思想,提出具有广义形式的
概率犹豫模糊元的犹豫熵,定义如下.

定义10 对于任意一个概率犹豫模糊元h(p) =

{γλ|pλ|λ = 1, 2, · · · , l},设EHpi(h(p))(i = 1, 2, · · · ,
n)是h(p)的犹豫熵,则称

ĒHp(h(p)) =

ΦHp(EHp1(h(p)), EHp2(h(p)), · · · , EHpn(h(p)))

(17)

为h(p)的犹豫熵.其中函数ΦHp(x1, x2, · · · , xn) : [0,

1]n → [0, 1]满足以下3个性质:
1) 当xi ∈ [0, 1]时,ΦHp关于xi单调递增;
2) 仅当 xi = 1(i = 1, 2, · · · , n)时,函数值

ΦHp(x1, x2, · · · , xn) = 1;
3) 仅当 xi = 0(i = 1, 2, · · · , n)时,函数值

ΦHp(x1, x2, · · · , xn) = 0.
关于ĒHp(h(p))满足定义8的证明过程略.
关于ΦHp(x1, x2, · · · , xn)的表达式,本文给出一

些简单的例子如下:

ΦHp1(x1, x2, · · · , xn) =
n∑

i=1

βixi; (18)

ΦHp2(x1, x2, · · · , xn) =
( n∑

i=1

βixi

)
e
1−

n∑
i=1

βixi

; (19)

ΦHp3(x1, x2, · · · , xn) = 1− cos
(
0.5π

n∑
i=1

βixi

)
.

(20)

其中:βi ∈ [0, 1],且
n∑

i=1

βi = 1.

2.3 概率犹豫模糊元的总熵

由2.1节和2.2节可知,模糊熵和犹豫熵仅代表了
概率犹豫模糊元的模糊性和犹豫性.为了全面地考
虑概率犹豫模糊元信息的不确定性,本文根据定义5、
定义6、定义8和定义9提出概率犹豫模糊元的总熵
以及对应公理化定义.
定义 11 设任意 3个概率犹豫模糊元 h(p)、

h1(p)和h2(p).其中:h(p) = {γλ|pλ|λ = 1, 2, · · · , l},
h1(p) = {γλ

1 |pλ1 |λ = 1, 2, · · · , l1}, h2(p) = {γλ
2 |pλ2 |

λ = 1, 2, · · · , l2},函数ĒFp为概率犹豫模糊元的模糊

熵,函数 ĒHp为概率犹豫模糊元的犹豫熵.一般称函
数ETp : Hp → [0, 1]为概率犹豫模糊元的总熵,而且
需要满足以下性质:

1) 当且仅当h(p) = {0|1}或者h(p) = {1|1}时,
有ETp(h(p)) = 0;

2) 当且仅当h(p) = {0|0.5, 1|0.5}或者h(p) =

{0.5|1}时,有ETp(h(p)) = 1;
3) 若 ĒFp(h1(p)) ⩽ ĒFp(h2(p)), ĒHp(h1(p)) ⩽

ĒHp(h2(p)),则ETp(h1(p)) ⩽ ETp(h2(p));
4) ETp(h(p)) = ETp(h

c(p)).
定义12 对于任意一个概率犹豫模糊元h(p),

ĒFp(h(p))为h(p)的模糊熵, ĒHp(h(p))为h(p)的犹

豫熵,称

ETp(h(p)) = z(ĒFp(h(p)), ĒHp(h(p))) (21)

为概率犹豫模糊元的总熵.同时,函数z(x, y) : [0, 1]

× [0, 1] → [0, 1]满足以下4个性质:
1)当且仅当x = 0和y = 0时, z(x, y) = 0;
2) z(0, 1) = z(1, 0) = 1;
3) z(x, y) = z(y, x);
4)当y不变时,函数z(x, y)随x的递增而递增,当

x不变时,函数z(x, y)随y的递增而递增.
证明 1)当ETp(h(p)) = 0时,由函数的性质可

得,当且仅当x = 0和 y = 0时, z(x, y) = 0,所以
ĒFp(h(p)) = ĒHp(h(p)) = 0,因此h(p) = {0|1}或
者h(p) = {1|1};当h(p) = {0|1}或者h(p) = {1|1}
时,易得ETp(h(p)) = 0.

2)首先由定义5和定义8容易得到,当ĒFp(h(p))

逐渐接近于1时, ĒHp(h(p))也逐渐接近于0.特别地,
当 ĒFp(h(p)) = 1时,恒有 ĒHp(h(p)) = 0.同理,当
ĒHp(h(p))逐渐接近于1时, ĒFp(h(p))也逐渐接近于

0.特别地,当 ĒHp(h(p)) = 1时,恒有 ĒFp(h(p)) =

0.因此, z(x∗, 1) = z(1, y∗)(x∗ ̸= 0, y∗ ̸= 0)没有

实际意义.由函数的性质可知 z(0, 1) = z(1, 0) =

1,此时可得 ĒFp(h(p)) = 0, ĒHp(h(p)) = 1,或者
ĒFp(h(p)) = 1, ĒHp(h(p)) = 0.因此,ETp(h(p)) =

1.当ETp(h(p)) = 1时,容易计算得到ETp(h(p)) = 1.
3) 若 ĒFp(h1(p)) ⩽ ĒFp(h2(p)), ĒHp(h1(p)) ⩽

ĒHp(h2(p)),则由函数性质可知,当 y不变时,函数
z(x, y)随x的递增而递增;当x不变时,函数z(x, y)随

y的递增而递增.因此,ETp(h1(p)) ⩽ ETp(h2(p)).
4) 根据定义5和定义8很容易得到ETp(h(p)) =

ETp(h
c(p)). 2
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通过改变定义12中函数z的表达形式,可以获得
许多类型概率犹豫模糊元的总熵如下:

ETp1(h(p)) = max(ĒFp(h(p)), ĒHp(h(p))); (22)

ETp2(h(p)) = min(ĒFp(h(p)) + ĒHp(h(p)), 1);

(23)

ETp3(h(p)) =

ĒFp(h(p)) + ĒHp(h(p))− ĒFp(h(p))× ĒHp(h(p)).

(24)

由已知的概率犹豫模糊元的总熵可以得到具有

广义形式的新概率犹豫模糊元的总熵,相关定义如
下.
定义13 对于任意一个概率犹豫模糊元h(p) =

{γλ|pλ|λ = 1, 2, · · · , l},设ETpi(h(p))(i = 1, 2, · · · ,
n)是h(p)的犹豫熵,则称

ĒTp(h(p)) =

ΦTp(ETp1(h(p)), ETp2(h(p)), · · · , ETpn(h(p))) (25)

为h(p)的总熵.其中函数ΦTp(x1, x2, · · · , xn) : [0,

1]n → [0, 1]满足以下3个性质:
1) 当xi ∈ [0, 1]时,ΦTp关于xi单调递增;
2) 仅当 xi = 1(i = 1, 2, · · · , n)时,函数值

ΦTp(x1, x2, · · · , xn) = 1;
3) 仅当 xi = 0(i = 1, 2, · · · , n)时,函数值

ΦTp(x1, x2, · · · , xn) = 0.
关于ĒTp(h(p))满足定义13的证明过程略.
关于ΦTp(x1, x2, · · · , xn)的表达式本文给出一

些简单的例子如下:

ΦTp1(x1, x2, · · · , xn) =
n∑

i=1

φixi; (26)

ΦTp2(x1, x2, · · · , xn) =
( n∑

i=1

φixi

)
e
1−

n∑
i=1

φixi

; (27)

ΦTp3(x1, x2, · · · , xn) = 1− cos
(
0.5π

n∑
i=1

φixi

)
.

(28)

其中:φi ∈ [0, 1],且
n∑

i=1

φi = 1.

3 基于概率犹豫模糊熵的多属性决策模型

利用上述概率犹豫模糊元的模糊熵、犹豫熵和

总熵的公理化定义和测度公式,建立基于3种概率犹
豫模糊熵的多属性决策模型.
对于某一概率犹豫模糊多属性决策问题,设方案

集X = {xi|i = 1, 2, · · · ,m},属性集A = {aj |j = 1,

2, · · · , n}和属性权重集w = (w1, w2, · · · , wn)
T,其中

方案集和属性集已知,而属性权重集完全未知,则决
策步骤如下.

Step 1: 根据获得的评价结果和式 (2),计算每一
个概率犹豫模糊集中隶属度的总概率.由于多属性
决策问题中属性存在两种类型,即利益型和成本型,
前者的属性值越大越好,而后者的属性值越小越好.
两种属性值无法进行数学运算,因此需要按照以下规
则进行处理:

1)对于利益型属性,其属性值保持不变;
2)对于成本型属性,需要将其转化为利益型属

性,hij(p) ⇒ h∗ij(p) = {1 − γλ|pλ|λ = 1, 2, · · · , lij},
最终获得决策矩阵M = (hij(p))m×n.

Step 2: 首先根据式 (8)和 (17)计算概率犹
豫模糊元 hij(p)的模糊熵 ĒFp(hij(p))和犹豫熵

ĒHp(hij(p));然后根据式 (25)确定概率犹豫模糊元
hij(p)的总熵 ĒTp(hij(p));最后计算属性aj的熵值,
计算公式为

Ēp(aj) =
1

m

m∑
i=1

ĒTp(hij(p)). (29)

Step 3: 由信息熵理论可知,熵值越小,相应的评
价指标越重要;反之,熵值越大,该评价指标越不重
要.因此,属性aj权重的计算公式如下:

wj =
1− Ēp(aj)

n−
n∑

j=1

Ēp(aj)

. (30)

Step 4: 根据属性权重集w = (w1, w2, · · · , wn}
和式 (1)分别计算方案xi(i = 1, 2, · · · ,m)与正理想

概率犹豫模糊集x+ = {1̃i(p)|i = 1, 2, · · · ,m}、负理
想概率犹豫模糊集x− = {0̃i(p)|i = 1, 2, · · · ,m}的
加权正理想距离D+

pi和加权负理想距离D−pi,其相关
计算公式分别是

D+
pi =

n∑
j=1

wjdp(hij(p), 1̃j(p)), (31)

D−pi =
n∑

j=1

wjdp(hij(p), 0̃j(p)). (32)

其中: 1̃j(p) = {1|pλ|λ = 1, 2, · · · , lij}和 0̃j(p) = {0|
pλ|λ = 1, 2, · · · , lij}的元素个数会随着每一个概率
犹豫模糊元hij(p)中元素的个数而定,而且概率pλ(λ

= 1, 2, · · · , lij)与概率犹豫模糊元hij(p)中隶属度的

概率相等.
Step 5:结合Liao等[29]提出的一种考虑决策者偏

好的满意度公式和TOPSIS方法,本文提出以下满意
度计算公式:
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CIpi =
(1− θ)D−pi

(1− θ)D−pi + θD+
pi

. (33)

其中参数 θ(θ ∈ [0, 1])代表了决策者的风险偏好系

数,若θ < 0.5,则代表决策者属于风险规避型;若θ >

0.5,则代表决策者属于风险接受型.一般满意度CIpi
越大代表xi越好.

4 算例分析

为了便于与已有的方法进行比较,本文选取了
Xu等[17]和Li等[19]采用的案例.

4.1 算 例

2015年6月, 4名候选者xi(i = 1, 2, · · · , 4)提出
了博士入学申请,而名额只有 1个. 4位专家 di(i =

1, 2, · · · , 4)应邀对4位候选者进行博士生入学面试,
其中每位专家的权重都相同.现通过计算能力a1、学

术能力a2和英语能力a3三个属性对4位候选者进行
评估,且这 3个属性是属于利益型,其评估结果用概
率犹豫模糊集的形式表示.表1∼表3分别表示4位
专家对这3种属性的评估结果.

表 1 属性a1的评价结果

a1 x1 x2 x3 x4

d1 {0.8|1} {0.4|1} {0.3|0.4, 0.5|0.4, 0.6|0.2} {0.15|0.4, 0.37|0.6}

d2 {0.55|0.6, 0.76|0.4} {0.95|1} {0.68|1} {0.6|1}

d3 {0.65|1} {0.69|1} {0.5|1} {0.4|1}

d4 {0.8|1} {0.58|1} {0.6|1} {0.73|1}

表 2 属性a2的评价结果

a2 x1 x2 x3 x4

d1 {0.75|1} {0.6|0.3, 0.7|0.4, 0.8|0.3} {0.85|1} {0.48|1}

d2 {0.65|1} {0.35|1} {0.55|0.5, 0.66|0.5} {0.48|0.6, 0.62|0.4}

d3 {0.3|1} {0.7|1} {0.45|1} {0.55|1}

d4 {0.2|0.2, 0.3|0.3, 0.4|0.5} {0.65|1} {0.56|1} {0.66|1}

表 3 属性a3的评价结果

a3 x1 x2 x3 x4

d1 {0.8|0.6, 0.94|0.4} {0.65|1} {0.45|1} {0.38|1}

d2 {0.55|1} {0.45|0.5, 0.65|0.5} {0.55|1} {0.75|1}

d3 {0.55|1} {0.45|1} {0.68|1} {0.5|0.5, 0.7|0.5}

d4 {0.75|1} {0.7|1} {0.75|1} {0.85|1}

根据式(2)分别计算概率犹豫模糊集中每一个隶
属度的总概率值.由于3种属性均为利益型,形成了
概率犹豫模糊决策矩阵M = (hij(p))4×3如下:
M =

a1

x1

x2

x3

x4


{0.55|0.15, 0.65|0.25, 0.76|0.1, 0.8|0.5}

{0.4|0.25, 0.58|0.25, 0.69|0.25, 0.95|0.25}

{0.3|0.1, 0.5|0.35, 0.6|0.3, 0.68|0.25}

{0.15|0.1, 0.37|0.15, 0.4|0.25, 0.6|0.25, 0.73|0.25}

→

a2

←

{0.2|0.05, 0.3|0.325, 0.4|0.125, 0.65|0.25, 0.75|0.25}

{0.35|0.25, 0.6|0.075, 0.65|0.25, 0.7|0.35, 0.8|0.075}

{0.45|0.25, 0.55|0.125, 0.56|0.25, 0.66|0.125, 0.85|0.25}

{0.48|0.4, 0.55|0.25, 0.62|0.1, 0.66|0.25}

→

a3

←

{0.55|0.5, 0.75|0.25, 0.8|0.15, 0.94|0.1}

{0.25|0.25, 0.45|0.375, 0.65|0.375}

{0.45|0.25, 0.55|0.25, 0.68|0.25, 0.75|0.25}

{0.38|0.25, 0.5|0.125, 0.7|0.125, 0.75|0.25, 0.85|0.25}

 .

由于概率犹豫模糊总熵的测度公式可以有多

种选择.本文首先选取ΦFp1(EFp1, EFp2, EFp3, EFp4)

作为每一个概率犹豫模糊元模糊熵的计算公式,其中
取q = 0.5, t = 1和αi = 0.25(i = 1, 2, 3, 4);然后选
取ΦHp1(EHp1, EHp2, EHp3, EHp4)作为每一个概率

犹豫模糊元犹豫熵的计算公式,其中取r = 1和βi =

0.25(i = 1, 2, 3, 4);最后选取ΦTp1(ETp1, ETp2, ETp3)

作为每一个概率犹豫模糊元总熵的计算公式,其中取
φi = 1/3(i = 1, 2, 3),计算结果如表4所示.
结合式(29)和(30)计算得到的属性权重集为

w = (0.390 6, 0.259 2, 0.350 2)T.

本文取θ = 0.5,根据式 (1)、(31)∼ (33)计算xi(i

= 1, 2, · · · , 4)的加权正理想距离D+
pi、加权负理想距

离D−pi和满意度CIpi,结果如表5所示.
根据表5中的满意度,可以得到适宜的排序为

x1 ≻ x3 ≻ x2 ≻ x4.

最终认为候选者x1最好,可作为最佳的博士生人选.



868 控 制 与 决 策 第34卷

表 4 决策矩阵M的熵值矩阵

a1 a2 a3

x1 0.818 1 0.875 9 0.838 4

ĒHp

x2 0.784 4 0.898 7 0.922 5

x3 0.953 6 0.885 8 0.922 6

x4 0.896 4 0.973 6 0.826 0

x1 0.219 5 0.480 4 0.319 1

ĒFp

x2 0.482 9 0.340 3 0.373 0

x3 0.257 3 0.354 8 0.286 8

x4 0.439 4 0.180 5 0.442 9

x1 0.892 0 0.937 1 0.909 5

ĒTp

x2 0.891 0 0.944 0 0.958 0

x3 0.973 0 0.937 4 0.955 8

x4 0.946 1 0.984 0 0.909 7

表 5 满意度

D−
pi D+

pi CIpi

x1 0.650 1 0.349 9 0.650 1

x2 0.577 7 0.422 3 0.577 7

x3 0.589 2 0.410 8 0.589 2

x4 0.566 6 0.433 4 0.566 6

4.2 敏感性分析

在式 (33)中,风险偏好系数θ的取值可能会影响

最终的排序结果,因此通过对θ取不同的数值进行敏

感性分析.将风险偏好系数θ从区间 [0,1]范围内以步
长为0.1取值,分析候选人评价结果的排序情况.计算
结果如图1所示.
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图 1 满意度随θ值的变化曲线

由图1的结果可见,随着风险偏好系数θ的改变,
排序结果始终是x1 ≻ x3 ≻ x2 ≻ x4,与上文的决策
结果是一致的.由此可见,排序结果对风险偏好系数
θ的变动不敏感.当θ越大,满意度越小,且θ越接近于

0.6时,满意度的区分情况越来越好.特别当θ = 0.6

时,满意度值的区分情况最好.
此外,本文模型采用熵权法所得到的属性权重,

虽然较为客观,但是需要决策者提前选定合适的熵测
度公式.当这些公式发生改变后,属性的权重会发生

改变,为了确定决策结果是否会发生改变,下面将选
取不同的熵测度并结合本文模型进行决策分析,对得
到的决策结果进行对比分析.
情况 1 选取 ΦFp2(EFp1, EFp2, EFp3, EFp4)作

为每一个概率犹豫模糊元模糊熵的计算公式,其中
取 q = 0.5, t = 1和αi = 0.25(i = 1, 2, · · · , 4);然
后选取ΦHp2(EHp1, EHp2, EHp3, EHp4)作为每一个

概率犹豫模糊元犹豫熵的计算公式,其中取 r = 1

和βi = 0.25(i = 1, 2, · · · , 4);最后选取ΦTp2(ETp1,

ETp2, ETp3)作为每一个概率犹豫模糊元总熵的计算

公式,其中取φi = 1/3(i = 1, 2, 3),并结合第3节的
Step2∼Step5进行决策分析.
情况 2 选取 ΦFp3(EFp1, EFp2, EFp3, EFp4)作

为每一个概率犹豫模糊元模糊熵的计算公式,其中
取 q = 0.5, t = 1和αi = 0.25(i = 1, 2, · · · , 4);然
后选取ΦHp3(EHp1, EHp2, EHp3, EHp4)作为每一个

概率犹豫模糊元犹豫熵的计算公式,其中取 r = 1

和βi = 0.25(i = 1, 2, · · · , 4);最后选取ΦTp3(ETp1,

ETp2, ETp3)作为每一个概率犹豫模糊元总熵的计算

公式,其中取φi = 1/3(i = 1, 2, 3),并结合第3节的
Step 2∼Step 5进行决策分析.
情况1的属性权重集是w(1) = (0.629 8, 0.080 3,

0.289 9)T,情况 2的属性权重集是w(2) = (0.403 4,

0.243 5, 0.353 1)T.
两种情况下的决策结果如图2和图3所示.
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图 2 情况1下满意度随θ值的变化曲线
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图 3 情况2下满意度随θ值的变化曲线

从图2和图3可以看出,随着参数θ取值发生变

化,情况1和情况2的排序结果始终没有发生改变,因
此两种情况下的排序结果对参数θ的变动都不敏感.
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但是,情况1的排序结果始终是x1 ≻ x2 ≻ x3 ≻ x4,
而情况2的排序结果始终是x1 ≻ x3 ≻ x2 ≻ x4,二者
在x2和x3之间的排序存在差异.主要原因如下:两种
情况下选取了不同的熵测度公式,得到的属性权重互
不相同,使得决策结果存在差异,因此决策者根据自
身偏好采用不同的熵测度公式时,利用本文模型得到
的决策结果可能会发生变化.
4.3 比较分析

为了说明本文模型的有效性,运用文献 [17]和文
献 [19]的方法对评价结果进行比较分析.文献 [17]和
文献[19]假设属性的权重集为w∗ = (0.2, 0.5, 0.3)T.

1) 文献 [17]提出了 3种考虑决策者风险偏好
的概率犹豫模糊集结算子:代表决策者风险态度
属于风险接受的概率犹豫模糊最大有序加权平均

(HPFOaWA)算子, 代表决策者风险态度属于风险规
避的概率犹豫模糊最小有序加权平均 (HPFOiWA)算
子,代表决策者风险态度属于风险中立的概率犹豫模
糊有序加权平均 (HPFOWA)算子.将以上3种算子的
计算结果与本文的计算结果进行比较,其结果如表6
所示.

表 6 4种方法的结果比较

方法 排序结果

HPFOaWA x1 ≻ x2 ≻ x3 ≻ x4

HPFOiWA x2 ≻ x1 ≻ x3 ≻ x4

HPFOWA x1 ≻ x3 ≻ x2 ≻ x4

本文模型 x1 ≻ x3 ≻ x2 ≻ x4

由表6的结果可知:虽然本文模型得到的结果与
文献 [17]中的结果存在部分差异,但在本文模型中
决策者可根据自身偏好选择合适的熵测度和风险偏

好系数进行决策分析,与文献 [17]仅考虑决策者的3
种风险偏好相比具有较大的灵活性.此外,采用文献
[17]的方法进行计算时,步骤复杂且耗时过多,而本
文模型的计算过程简单且易于理解.

2) 文献 [19]基于概率犹豫模糊集的可能度公式
提出了两种方法:概率犹豫模糊QUALIFLEX法和概
率犹豫模糊 PROMETHEE II法.将以上两种方法的
计算结果与本文的计算结果进行比较,其结果如表7
所示.

表 7 3种方法的结果比较

方法 排序结果

QUALIFLEX x3 ≻ x4 ≻ x1 ≻ x2

PROMETHEE II x3 ≻ x1 ≻ x4 ≻ x2

本文模型 x1 ≻ x3 ≻ x2 ≻ x4

由表7的结果可知:文献 [19]中的两种方法得到
的最佳候选人是x3,而本文模型得到的最佳候选人
是x1,二者互不同.主要原因在于文献 [19]没有考虑
决策者的心理偏好,而本文模型充分考虑了决策者的
心理偏好,更加符合决策者的实际经历,因此能够产
生更有说服力的结果.此外,本文模型采取熵权法能
够客观地确定属性的权重,与文献 [17]、文献 [19]相
比减少了决策者的主观随意性.

5 结 论

本文将犹豫模糊熵拓展到概率犹豫模糊集的环

境下,指出了概率犹豫模糊元的不确定性包括模糊
性、犹豫性和似然性,提出了能够测量概率犹豫模糊
元模糊性和犹豫性的模糊熵和犹豫熵,并结合犹豫
熵和模糊熵提出了能够全面测量概率犹豫模糊元不

确定性的总熵.针对属性权重完全未知的概率犹豫
模糊多属性决策问题,本文应用这3种概率犹豫模糊
熵建立了决策模型,研究结果表明了该决策模型的有
效性.在后续的研究中将关注概率犹豫模糊集的交叉
熵,另外,还可考虑将本文模型拓展到概率对偶犹豫
模糊环境下,使决策信息更加完善.
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